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4.6 Minimalizuj́ıćı křivky jsou geodetiky . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59
4.7 Gaussovo lemma . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61
4.8 Geodetiky jsou lokálně minimalizuj́ıćı křivky . . . . . . . . . . . . . . . . . . 65
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5.1 Tenzor křivosti . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 69
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6.2 Druhá fundamentálńı forma . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 77
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všecko napomáhá k dobrému.
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0 Úvod

Ćılem této přednášky je úvod do teorie riemannovských variet. Varieta je objekt, jenž lokálně
vypadá jako eukleidovský prostor. Riemannovská varieta je nav́ıc vybavena skalárńım sou-
činem, jenž umožňuje měřit vzdálenosti a úhly. Máme tud́ıž tuto analogii:

lineárńı algebra: vektorový prostor ⊃ vektorový prostor se skalárńım součinem
geometrie: varieta ⊃ riemannovská varieta

Naš́ım primárńım ćılem je zodpovědět tuto otázku:

Co je křivost ?

Avšak naš́ım prvńım krokem, než se vrhneme na samotný koncept riemannovské geome-
trie, bude zobecněńı prostorových ploch na abstraktńı variety. Hlavńı motivaćı je rychlé
připomenut́ı některých pojmů a značeńı z teorie hladkých variet, jejichž znalost neńı od
studenta vyžadována. Kapitolky označené hvezdičkou lze přeskočit.

Hlavńım zdrojem této přednášky je vynikaj́ıćı kniha [1] brazilského matematika Manfredo
do Carmo (1928–2018). Velká část těchto poznámek je pouhý (a neumělý) překlad vy-
braných partíı této knihy do češtiny. V některých částech se alternativně inspiruji učebnićı
amerického autora Johna M. Leea [3] (nyńı je k dispozici i druhé vydáńı [5]), jež navazuje
na [4]. Pro hlubš́ı porozuměńı riemannovské geometrie doporučuji poněkud rozvláčněǰśı,
avšak velice instruktivńı pojednáńı [11, 9, 7, 8, 10] od Michaela Spivaka (1940–2020).

0.1 Motivace: Prostorové plochy

Varieta je abstrakćı pojmu plochy v trojdimenzionálńım eukleidovském prostoru, přičemž
chceme zapomenout na ambientńı prostor. Za t́ımto účelem připomeňme následuj́ıćı definici.

π

S

U
p

x1

x2

∂π

∂x2

∂π

∂x1

Obrázek 0.1: Lokálńı parametrizace plochy S.

Definice 0.1. S ⊂ R3 je regulárńı plocha, pokud

∀p ∈ S, ∃ okoĺı (bodu p) V ⊂ R
3 & π : U(otevřená) ⊂ R

2 → V ∩ S ⊂ R
3,

(a) π je hladký homeomorfismus,

(b) ∀x ∈ U , rank π′(x) = 2.
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ad (a): V tomto kurzu budeme pod pojmem “hladký” či “diferencovatelný” vždy chápat
C∞-hladkost. (Homeomorfismus je bijektivńı zobrazeńı, jež je spojité a jehož inverze je
rovněž spojitá.)

ad (b): Zde π′(x) znač́ı Jacobiho matici derivace π v bodě x vzhledem ke standardńım báźım
v R2 a R3. Připomeňme (viz [6]), že derivace zobrazeńı π : Rn → Rm v bodě x ∈ Rn je
lineárńı transformace Dπ(x) : Rn → Rm definovaná vztahem

lim
h→0

π(x+ h)− π(x)−Dπ(x)h

|h|
= 0 .

Poněvadž 2 = dimR2 = dimkerDπ(x) + rankDπ(x), vid́ıme, že podmı́nka (b) je splněna
tehdy a jen tehdy, pokud Dπ(x) : R2 → R3 je injektivńı, což znamená (d́ıky větě o inverzńı
funkci), že π je lokálńı difeomorfismus. (Difeomorfismus je bijektivńı zobrazeńı, jež je hladké
a jehož inverze je rovněž hladká.) V našem př́ıpadě Jacobiho matice vypadá takto:

π′(x) =



∂1π

1(x) ∂2π
1(x)

∂1π
2(x) ∂2π

2(x)
∂1π

3(x) ∂2π
3(x)


 .

Gometricky podmı́nka (b) znamená, že tečné vektory ∂1π a ∂2π jsou lineárně nezávislé, viz
Obrázek 0.1.

Zobrazeńı π se nazývá parametrizace plochy S v bodě p. Důležitým d̊usledkem Definice 0.1
je fakt, že přechod od jedné parametrizace k druhé je difeomorfismus. Přesněji, pokud π1 :
U1 → S a π2 : U2 → S jsou dvě parametrizace takové, že π1(U1)∩π2(U2) =: W 6= ∅, potom
přechodová zobrazeńı

π−1
2 ◦ π1 : π

−1
1 (W )→ R

2

π−1
1 ◦ π2 : π

−1
2 (W )→ R

2 jsou C∞. (0.1)

Důsledkem této C∞-kompatibility je, že má smysl mluvit o diferencovatelných funkćıch na
ploše S a lze aplikovat metody diferenciálńıho počtu.

Intuitivně tedy regulárńı plochu dostaneme tak, že vezmeme kousky roviny, deformujeme
je a pak je poskládáme dohromady tak, že výsledný objekt nemá hroty, ostré hrany, ani se
neprot́ıná sám se sebou, tud́ıž má smysl mluvit o tečné rovině v každém bodě.

Nevýhodou definice regulárńı plochy je jej́ı závislost na ambientńım prostoru R3. Co ve
skutečnosti potřebujeme, je fakt, že plocha je dvojdimenzionálńı objekt, na němž lze apliko-
vat metody diferenciálńıho počtu. Zbytečná př́ıtomnost ambientńıho prostoru R3 je pouze
d̊usledkem naš́ı fyzikálńı přirozenosti. Zobecněńı do vyšš́ıch dimenźı je pak rovněž př́ımočaré.

0.2 Topologické variety

Formálně nazveme varietou metrický prostor M , jenž je lokálně homeomorfńı eukleidov-
skému prostoru, tedy:

∀p ∈M, ∃ okoĺı (bodu p) U ⊂M & n ∈ N, U je homeomorfńı Rn.

Homeomorfńı znamená, že existuje bijektivńı zobrazeńı φ : U → R
n, jež je spojité a jehož

inverze φ−1 je rovněž spojitá, viz Obrázek 0.2 Všimněte si, že v Definici 0.1 roli tohoto
homeomorfismu hraje inverze parametrizace, tedy φ = π−1.
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Okoĺı bodu p ∈ M je podmnožina U ⊂ M , jež obsahuje otevřenou podmnožinu obsahuj́ıćı
bod p. Z vlastnost́ı bijektivńıch spojitých zobrazeńı plyne, že okoĺı U v definici výše muśı
být nezbytně otevřené.

Znač́ıme dimM =: n a ř́ıkáme, že M je n-dimenzionálńı (metrická) varieta; pokud chceme
zd̊uraznit, jakou dimenzi varieta M má, ṕı̌seme Mn.

M

φ

U

p
φ(U)

φ(p)

x1

x2

R
n

Obrázek 0.2: Varieta je objekt, jenž lokálně vypadá jako eukleidovský prostor.

Obecněji lze v definici variety zaměnit “metrický” za “topologický”, a tedy uvažovat, žeM je
topologický prostor. V tomto obecněǰśım př́ıpadě je však nutné vyloučit skutečně patologické
př́ıklady a za t́ımto účelem předpokládat dvě extra vlastnosti:

1. M je Hausdorff̊uv (pro libovolné dva odlǐsné body existuj́ı okoĺı, jež se navzájem
neprot́ınaj́ı);

2. M je úplně separabilńı (jeho topologie obsahuje spočetnou bázi).

Nejjednodušš́ım př́ıkladem variety je celý eukleidovský prostor Rn či jakákoli jeho otevřená
podmnožina. Jediné souvislé 1-dimenzionálńı variety jsou př́ımka R (či jakýkoli otevřený
interval) a kružnice S1 := {x ∈ R2 : |x| = 1}, kde | · | znač́ı eukleidovskou normu.

0.3 Diferencovatelné variety

Na obecné (metrické či topologické) varietě má pojem spojité funkce f : M → R dobrý
smysl, avšak pojem diferencovatelnosti neńı dobře definován (připomeňme, že “hladká” či
“diferencovatelná” vždy znamená C∞-hladkost). Skutečně, uvažujme dva homemorfismy
φ : U → Rn a ψ : V → Rn takové, že U ∩ V 6= ∅. Potom funkce f ◦φ−1 : Rn → R může být
diferencovatelná, zat́ımco funkce f ◦ ψ−1 diferencovatelná být nemuśı. Za účelem prováděńı
diferenciálńıho počtu na varietách je nezbytné pojem variety obohatit o daľśı strukturu.
Naš́ı motivaćı je C∞-kompatibilita pro regulárńı plochy (0.1).

Atlas A variety M je soubor všech homeomorfismů, jejichž definičńı obory pokrývaj́ı vari-
etu M a libovolné dva elementy φ, ψ ∈ A jsou C∞-kompatibilńı ve smyslu, že přechodová
zobrazeńı

ψ ◦ φ−1 : φ(U ∩ V )→ ψ(U ∩ V )

φ ◦ ψ−1 : ψ(U ∩ V )→ φ(U ∩ V )
jsou C∞. (0.2)

Jednotlivý homeomorfismus φ ∈ A s definičńım oborem U (∋ p) se nazývá (lokálńı) mapa
nebo souřadnicový systém na U (v bodě p). Pokud chceme zd̊uraznit definičńı obor U (jenž
se někdy nazývá souřadnicový obor), ṕı̌seme (φ, U). Často použ́ıvané (a občas matoućı)
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značeńı pro jednotlivou mapu je ṕısmenko x, a to za účelem identifikace bodu p ∈ M s
bodem x(p) ∈ R

n, jenž má “souřadnice” (x1(p), . . . , xn(p)).

Všimněte si moderńı preference už́ıvat φ namı́sto φ−1, kde druhá volba je charakteristická
pro starobylou diferenciálńı geometrii uvažovanou v Kapitole 0.1 (φ−1 lze ztotožnit s lokálńı
parametrizaćı π v př́ıpadě, že M je vnořená do eukleidovského prostoru).

Zbývá se zamyslet nad (ne)jednoznačnost́ı volby atlasu: Obecně máme mnoho voleb r̊uzných
atlas̊u, jež vedou ke stejné hladké struktuře na varietě M . Avšak každý atlas variety M je
obsažen v jednoznačně určeném maximálńım atlase (jenž už neńı obsažen v žádném striktně
větš́ım atlase).

Hladká (či diferencovatelná) varieta je topologická varieta vybavená maximálńım hladkým
atlasem. Schematicky:

diferencovatelná varieta := varieta + maximálńı atlas.

(Př́ıvlastky “hladká” či “diferencovatelná” budeme obvykle vynechávat.)

0.4 Funkce

Necht’ M,N jsou dvě variety, dimM = n a dimN = m. Funkce F :M → N je hladká (nebo
diferencovatelná) v bodě p ∈ M , pokud pro libovolný souřadnicový systém (x, U) v bodě
p ∈M a libovolný souřadnicový systém (y, V ) v bodě F (p) ∈ N plat́ı, že funkce

y ◦ F ◦ x−1 : R
n → R

m

je diferencovatelná (viz Obrázek 0.3) v bodě x(p) ∈ R
n. To, že je tato definice dobrá, t.j.

nezávislá na volbě parametrizaćı, plyne z podmı́nky kompatibility (0.2). Hladká funkce F
je nezbytně spojitá.

M N

x
y

x2

x1

y2

y1

R
n

R
m

y ◦ F ◦ x−1

F

Obrázek 0.3: Funkce mezi varietami a jejich mapy.

V př́ıpadě, že funkce F : M → N je difeomorfismus, řekneme, že variety M,N jsou difeo-
morfńı.
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Pro hladkou funkci f :M → R a souřadnicový systém (x, U) definujeme

∂f

∂xi
:= ∂i(f ◦ x

−1) ◦ x, (0.3)

kde ∂ig znač́ı obvyklou parciálńı derivaci podle i-té proměnné funkce g : Rn → R. Vztah (0.3)
definuje funkci z U ⊂M do R. V libovolném bodě p ∈M zřejmě máme

∂f

∂xi

∣∣∣∣
p

:=
∂f

∂xi
(p) = ∂i(f ◦ x

−1)(x(p)) . (0.4)

Funkce f̂ := f◦x−1 : x(U) ⊂ Rn → R se obvykle nazývá souřadnicová reprezentace funkce f .
(Zmatky zač́ınaj́ı, pokud se funkce f a f̂ začnou ztotožňovat, což je v diferenciálńı geometrii
zcela běžné.)

Necht’ nyńı máme dva souřadnicové systémy (x, U) a (y, V ) na varietěM . Potom na pr̊uniku
U ∩ V plat́ı analogie pravidla o derivaci složené funkce (chain rule)

∂f

∂yi
=
∂xj

∂yi
∂f

∂xj
. (0.5)

Zde i nadále už́ıváme Einsteinovo sumačńı pravidlo, kdy se automaticky sč́ıtá přes všechny
hodnoty indexu, jenž se vyskytuje nahoře i dole; v tomto př́ıpadě přes index j = 1, . . . , n.

Plat́ı

(x ◦ y−1)′(y(p)) =

(
∂xj

∂yi
(p)

)

j,i=1,...,n

=




∂x1

∂y1
(p) . . .

∂x1

∂yn
(p)

...
...

∂xn

∂y1
(p) . . .

∂xn

∂yn
(p)



,

kde na levé straně prvńı rovnosti stoj́ı Jacobiho matice zobrazeńı x ◦ y−1 v bodě y(p) a na
pravě straně je matice typu n× n z formulky (0.5). Jedná se o regulárńı matici a plat́ı

[(x ◦ y−1)′(y(p))]−1 =

(
∂xj

∂yi
(p)

)−1

=

(
∂yi

∂xj
(p)

)
= (y ◦ x−1)′(x(p)).

0.5 Vnořeńı a vložeńı

Obecněji uvažujme hladkou funkci F : Mn → Nm, souřadnicový systém (x, U) v bodě
p ∈ Mn a souřadnicový systém (y, V ) v bodě F (p) ∈ Nm. Potom definujeme hodnost
funkce F v bodě p coby hodnost Jacobiho matice typu m×n zobrazeńı y◦F ◦x−1 : Rn → Rm

v bodě x(p):

rankF (p) := rank (y ◦ F ◦ x−1)′(x(p)) , (0.6)

jež nezáviśı na volbě souřadnicových systémů. Připomenut́ım definice (0.3) dostáváme al-
ternativńı vztah

rankF (p) = rank

(
∂(yj ◦ F )

∂xi
(p)

)

(j,i)∈{1,...,m}×{1,...,n}

= rank




∂(y1 ◦ F )

∂x1
(p) . . .

∂(y1 ◦ F )

∂xn
(p)

...
...

∂(ym ◦ F )

∂x1
(p) . . .

∂(ym ◦ F )

∂xn
(p)



.
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Bod p je kritický bod funkce F (a F (p) je kritická hodnota funkce F ), pokud rankF (p) < m;
jinak se bod p nazývá regulárńı bod funkce F (a F (p) je regulárńı hodnota funkce F ).
Pokud M má nejvýše spočetné množstv́ı souvislých komponent, potom podle Sardovy věty
kritické hodnoty funkce F tvoř́ı množinu mı́ry nula v N .

Nejzaj́ımavěǰśı je př́ıpad n ≤ m, kdy má smysl následuj́ıćı d̊uležitá definice (immersion):

F :Mn → Nm je vnořeńı :⇐⇒ rankF = n .

Poněvadž n = dimMn = dimkerF (p) + rankF (p), kde dim kerF (p) definujeme analogicky
jako hodnost (0.6) (přesněji jako dimenzi jádra derivace D(y ◦F ◦x−1) v bodě x(p)), vid́ıme,
že F : Mn → Nm je vnořeńı tehdy a jen tehdy, pokud je derivace D(y ◦ F ◦ x−1)(x(p)) :
Rn → Rm injektivńı (či, ekvivalentně, Jacobiho matice (y◦F ◦x−1)′(x(p) indukuje injektivńı
zobrazeńı z Rn do Rm). Dı́ky větě o inverzńı funkci pak dostáváme, že funkce F je lokálńı
difeomorfismus.

Pro ilustraci uvažujme př́ıpad křivky γ : I → Rm, kde I ⊂ R je otevřený interval. Potom γ
je vnořeńı tehdy a jen tehdy, pokud γ je regulárńı křivka (t.j. |γ′(t)| 6= 0 pro všechna
t ∈ I). Různé scénáře pro křivková vnořeńı v rovině lze shlédnout na Obrázku 0.4: γ1 je
vnořeńı, poněvadž |γ′1(t)| > 0 pro všechna t ∈ R; γ2 neńı vnořeńı, poněvadž neńı ani hladké;
γ3 zachraňuje hladkost přeparametrizováńım, avšak |γ′3(0)| = 0. Ještě jednodušš́ı př́ıklad
hladkého zobrazeńı, jež neńı vnořeńı, je samotná funkce g : R→ R, poněvadž g′(0) = 0.

γ1(t) := (t, g(t)) γ2(t) := (t, |t|) γ3(t) := (g(t), |g(t)|)

γ1 je hladké γ2 neńı hladké γ3 je hladké

γ1 je vnořeńı γ2 neńı vnořeńı γ3 neńı vnořeńı

Obrázek 0.4: Zobrazeńı γk : R→ R2 : {t 7→ γk(t)} s g(t) :=





−e−t−2
⇔ t < 0 ,

0 ⇔ t = 0 ,

e−t−2
⇔ t > 0 .

Silněǰśı vlastnost je následuj́ıćı definice (embedding):

F :Mn → Nm je vložeńı :⇐⇒

{
F je injektivńı vnořeńı ,

F :M → F (N) je homeomorfismus .

Zde druhá vlastnost znamená, že F je topologické vložeńı (homeomorfismus chápeme vzhle-
dem k podprostorové topologii). Křivka γ1 na Obrázku 0.4 je vložeńı. Lokálńı paramet-
rizace π : U → R3 z Kapitoly 0.1 je vložeńı. Dı́ky větě o inverzńı funkci dostáváme, že
každé vnořeńı F je lokálńı vložeńı. Někdy (viz [2]) se vložeńım nazývá pouze injektivńı
vnořeńı a naš́ı vlastnosti se pak ř́ıká vlastńı vložeńı. Jak uvid́ıme ńıže, naše terminologie je
konzistentněǰśı.

PodmnožinaM ⊂ N se nazývá vnořená podvarieta (immersed submanifold), pokud triviálńı
identifikace (inclusion map) ι : M → N : {p 7→ p} je vnořeńı. Zde je d̊uležité, že M
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může být vybavena topologíı a diferencovatelnou strukturou, které se lǐśı od topologie a
diferencovatelné struktury indukované nadmnožinou N .

Pokud je nav́ıc ι vložeńı, potom M ⊂ N se nazývá vložená podvarieta (embedded submani-
fold) či jednoduše podvarieta.

Regulárńı plocha z Kapitoly 0.1 je vložená podvarieta. Různé scénáře pro křivková vnořeńı
v rovině lze shlédnout na Obrázku 0.5.

ε = −1 ε = 1 ε = 0

γε je neinjektivńı vnořeńı γε je injektivńı vnořeńı γε je injektivńı vnořeńı

γε(Iε) je vnořená podvarieta γε(Iε) je vnořená podvarieta γε(Iε) je vnořená podvarieta

γε(Iε) neńı vložená podvarieta γε(Iε) je vložená podvarieta γε(Iε) neńı vložená podvarieta

Obrázek 0.5: Zobrazeńı γε : Iε → R2 : {t 7→ (sin(2t), cos(t))} s Iε := (−π
2
+ ε, 3π

2
− ε).

Vnořené podvariety jsou v mnoha ohledech neintuitivńı, avšak pro jisté aplikace jsou d̊uležité
(např́ıklad pro uvažováńı rovinných křivek, jež se prot́ınaj́ı). Vnořené podvariety se typicky
objevuj́ı následuj́ıćım zp̊usobem. Necht’ I, N jsou hladké variety a necht’ je dáno injektivńı
vnořeńı f : I → N (např́ıklad γ0 : I0 → R2 z Obrázku 0.5). Na obrazu M := f(I) ⊂ N lze
zavést topologii předpisem, že U ⊂ M je otevřená tehdy a jen tehdy, pokud f−1(U) ⊂ I je
otevřená. S takovouto topologíı jeM jistě topologická varieta homeomorfńı I. Nav́ıc existuje
jednoznačně určená diferencovatelná struktura taková, že f : I → M je difeomorfismus
(hladké souřadnicové mapy jsou tvaru ϕ ◦ f−1, kde ϕ je hladká souřadnicová mapa pro I).
S takovouto topologíı a diferencovatelnou strukturou je jistě identifikace ι :M → N hladké
vnořeńı, jelikož ho lze realizovat jako složeńı difeomorfismu a vnořeńı:

ι :M
f−1

−−→ I
f
−→ N .

Tedy M je vnořená podvarieta N .

Pokud M je vnořená podvarieta, pak z postupu výše plyne, že triviálńı identifikace ι :M →
N je injektivńı vnořeńı. Vnořené variety lze tedy charakterizovat jako obrazy injektivńıch
vnořeńı. Je evidentńı, že každá vložená podvarieta je zároveň vnořená podvarieta. Obrácená
implikace samořejmě neplat́ı: Vnořená podvarieta M je vložená tehdy a jen tehdy, pokud
jej́ı topologie je indukovaná nadmnožinou N .

V jistém smyslu se lze vždy omezit na vložené variety v eukleidovském prostoru, poněvadž
plat́ı obecné tvrzeńı (Whitney embedding theorem), že jakoukoli hladkou souvislou varietu
lze vložit do RN pro dostatečně velké N .
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0.6 Vektory a tečný prostor

Dále bychom chtěli definovat pojem tečných vektor̊u na varietách. Za t́ımto účelem se opět
inspirujme regulárńımi plochami z Kapitoly 0.1. Zde lze tečný vektor v bodě p ∈ S chápat
jako “rychlost” γ′ křivky γ lež́ıćı na ploše S ⊂ R3 a procházej́ıćı bodem p, viz Obrázek 0.6.
Poněvadž však nemáme k dispozici ambientńı prostor, muśıme naj́ıt charakteristickou vlast-
nost tečného vektoru, jež by nám umožnila nahradit pojem rychlosti na obecné varietě.

S

γ

p

N

T = γ ′

Obrázek 0.6: Tečný vektor coby rychlost křivky γ na ploše S vnořené v R3.

Necht’ γ : (−ε, ε) → S ⊂ R3 s ε > 0 je hladká křivka taková, že γ(0) = p. Pǐsme T :=
γ′(0) = (γ1

′
(0), γ2

′
(0), γ3

′
(0)). Necht’ f : R3 → R je hladká funkce definovaná na okoĺı

bodu p. Uvažujeme-li restrikci funkce f na křivku γ, pak pro směrovou derivaci vzhledem
k T plat́ı:

(f ◦ γ)′(0) = (∂kf)(p) γ
k′(0) = (T k ∂k)

∣∣
p
f .

Směrovou derivaci ve směru T lze tedy chápat jako operátor na funkćıch, jenž jednoznačně
záviśı na T . To je ta charakteristická vlastnost, kterou nyńı využijeme pro definici tečných
vektor̊u na obecné varietě M .

Definice 0.2. Necht’ γ : (−ε, ε) → M s ε > 0 je hladká křivka taková, že γ(0) = p.
Tečný vektor ke křivce γ v bodě p je funkce γ′(0) : C∞(M) → R definovaná předpisem,
∀f ∈ C∞(M),

γ′(0)f := (f ◦ γ)′(0)

Tečný vektor v bodě p ∈M je tečný vektor k nějaké hladké křivce γ : (−ε, ε)→ M s ε > 0
v bodě p splňuj́ıćı γ(0) = p. Množina všech tečných vektor̊u v bodě p nazýváme tečný
prostor variety M v bodě p a znač́ıme TpM .

Zvolme nyńı souřadnicový systém (x, U) v bodě p a pǐsme (x ◦ γ)(t) =: (γ1(t), . . . , γn(t)).
Potom užit́ım definice (0.3) plat́ı

γ′(0)f = (f ◦ x−1 ◦ x ◦ γ)′(0) =
∂f

∂xk
(p) γk

′
(0) = γk

′
(0)

∂

∂xk

∣∣∣∣
p

f .
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Vynecháńım funkce f pak dostáváme souřadnicové vyjádřeńı tečného vektoru γ′(0):

γ′(0) = γk
′
(0)

∂

∂xk

∣∣∣∣
p

. (0.7)

Odtud je vidět, že ∂
∂xk

∣∣
p
je tečný vektor v bodě p k “souřadnicové křivce”

t 7→ x−1(0, . . . , t, . . . , 0) ,

kde t stoj́ı na k-tém mı́stě.

Ze vztahu (0.7) vid́ıme, že tečný vektor ke křivce γ v bodě p záviśı pouze na derivaćıch γ
v souřadnicovém systému. Užit́ım obvyklých operaćıch na funkćıch dostáváme, že TpM je
vektorový prostor. Poněvadž vektory

∂

∂x1

∣∣∣∣
p

, . . . ,
∂

∂xn

∣∣∣∣
p

tvoř́ı (souřadnicovou) bázi tečného prostoru TpM , vid́ıme, že dimTpM = dimM = n. Tato
lineárńı struktura TpM zřejmě nezáviśı na volbě souřadnicového systému.

Ze vztahu (0.7) rovněž vid́ıme, že TpM lze ztotožnit s množinou všech uspořádaných n-tic
(ξ1, . . . , ξn) vzhledem k nějakému souřadnicovému systému (x1, . . . , xn), jež se transformuj́ı
podle vzorečku

ξ̃i =
∂x̃i

∂xj

∣∣∣∣
p

ξj

při přechodu do jiného souřadnicového systému (x̃1, . . . , x̃n), viz (0.5).

Řekneme, že lineárńı zobrazeńı X : C∞(M) → R je derivace v bodě p, pokud (kromě
linearity) splňuje Leibnizovo pravidlo

∀f, g ∈ C∞(M) , X(fg) = f(p)X(g) + g(p)X(f) . (0.8)

Tečný prostor TpM lze ztotožnit s množinou všech derivaćı.

0.7 Tečné zobrazeńı

Necht’M,N jsou dvě hladké variety a uvažujme hladké zobrazeńı F :M → N . Pro libovolný
bod p ∈M definujeme tečné zobrazeńı (push-forward) F∗p : TpM → TF (p)N vztahem

∀X ∈ TpM, f ∈ C∞(N) , (F∗pX)(f) := X(f ◦ F ) . (0.9)

Zobrazeńı F∗p je zřejmě lineárńı a jedná se o derivaci v bodě F (p) ve smyslu definice (0.8).
Pokud F je difeomorfismus, potom F∗p je izomorfismus. Pokud P je daľśı hladká varieta a
G : N → P daľśı hladké zobrazeńı, potom plat́ı vztah

(G ◦ F )∗p = G∗F (p) ◦ F∗p : TpM → T(G◦F )(p)P .

Pod́ıvejme se, jak tečné zobrazeńı vypadá v souřadnićıch. Necht’ (x, U) je souřadnicový
systém v bodě p ∈Mn a (y, V ) je souřadnicový systém v bodě F (p) ∈ Nm. Označme

f̂ := f ◦ y−1 : y(V )→ R ,

F̂ := y ◦ F ◦ x−1 : x(U ∩ F−1(V ))→ y(V ) ,
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souřadnicové reprezentace funkćı f a F . Potom

(
F∗p

∂

∂xi

∣∣∣∣
p

)
(f) =

∂

∂xi

∣∣∣∣
p

(f ◦ F )

= ∂i(f ◦ F ◦ x
−1)(x(p))

= ∂i(f̂ ◦ F̂ )(x(p))

= (∂j f̂)(F̂ (p)) (∂iF̂
j)(x(p))

= (∂iF̂
j)(x(p))

∂

∂yj

∣∣∣∣
F (p)

(f) .

Tedy, vynecháńım pomocné funkce f ,

F∗p
∂

∂xi

∣∣∣∣
p

= (∂iF̂
j)(x(p))

∂

∂yj

∣∣∣∣
F (p)

,

odkud vid́ıme, že matice zobrazeńı F∗p vzhledem k souřadnicovým báźım
(

∂
∂x1

∣∣
p
, . . . , ∂

∂xn

∣∣
p

)

a
(

∂
∂y1

∣∣
F (p)

, . . . , ∂
∂ym

∣∣
F (p)

)
tečných prostor̊u TpM a TF (p)N je Jacobiho matice

M(F∗) =



∂1F̂

1 . . . ∂nF̂
1

...
...

∂1F̂
m . . . ∂nF̂

m


 (x(p)) = F̂ ′(x(p)) =

(
∂(yj ◦ F )

∂xi
(p)

)

(j,i)∈{1,...,m}×{1,...,n}

.

(Z tohoto d̊uvodu se tečné zobrazeńı F∗p někdy nazývá diferenciál funkce F a znač́ı dpF .)

Připomenut́ım definice (0.6) hodnosti zobrazeńı F dostáváme vztah

rankF (p) = rankF∗p .

Speciálně tedy plat́ı, že F :M → N je vnořeńı tehdy a jen tehdy, pokud F∗p : TpM → TF (p)N
je injektivńı ve všech bodech p variety M (samotné zobrazeńı F samozřejmě injektivńı být
nemuśı).

0.8 Křivky

Necht’ γ je hladká křivka na varietě M , t.j. hladké zobrazeńı γ : I → M , kde I ⊂ R je
otevřený interval. Lze rovněž uvažovat křivky z uzavřeného či polouzavřeného intervalu I:
Pokud nějaký koncový bod intervalu I nálež́ı I, pak se hladkost́ı mysĺı, že křivku lze rozš́ı̌rit
na nějakou hladkou křivku definovanou na otevřeném intervalu, jenž obsahuje I.

Všimněte si, že γ se může prot́ınat a mı́t “rohy”, viz Obrázek 0.4. Rohy znemožńıme do-
datečným předpokladem, že γ je vnořeńı, t.j. obraz γ(I) je vnořená podvarieta variety M .
Hladká křivka γ : I → M je vnořeńı (a jej́ı obraz γ(I) vnořená podvarieta) tehdy a jen
tehdy, pokud γ je regulárńı (t.j. γ′(t) 6= 0 pro všechna t ∈ I). Prot́ınáńı znemožńıme ještě
silněǰśım předpokladem, že obraz γ(I) je vložená podvarieta variety M .

Necht’ t0 ∈ I. Označme kanonickým ṕısmenkem t identické zobrazeńı t : I → R : {t 7→ t},
což představuje souřadnicový systém variety I, a pǐsme

d

dt

∣∣∣∣
t0

:=
∂

∂t

∣∣∣∣
t0
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pro standardńı souřadnicovou bázi Tt0I. Na hladkých funkćıch f : M → R funguje tečný
vektor ke křivce γ v bodě t0 takto (viz Definice 0.2)

γ′(t0)f = (f ◦ γ)′(t0) =
d

dt

∣∣∣∣
t0

(f ◦ γ) = γ∗t0
d

dt

∣∣∣∣
t0

f .

Vynecháńım funkce f dostáváme

γ′(t0) = γ∗t0
d

dt

∣∣∣∣
t0

∈ Tγ(t0)M .

Alternativńı značeńı je γ̇(t0) nebo dγ
dt

∣∣
t0
. Často se zkracuje dγ

dt
:= dγ

dt

∣∣
t
, kde ṕısmenko t na

pravé straně znač́ı jak identické souřadnicový systém, tak jeden speciálńı bod t ∈ I.

Křivky jsou v diferenciálńı geometrii specifické v tom smyslu, že na ně nezbytně nekoukáme
jako na variety, ale systematicky jako na funkce na intervalu. “Regulárńı” křivka ve smyslu
Definice 0.1, zobecněné do všech dimenźı (t.j. S ⊂ Rm a U ⊂ Rn s n ≤ m) a aplikované na
křivky (t.j. n = 1), by se lǐsila od (obecněǰśı) regulárńı parametrizované křivky uvažované
zde.

0.9 Tečný svazek a vektorová pole

Tečný svazek (tangent bundle) variety M je disjunktńı sjednoceńı všech tečných prostor̊u:

TM :=

.⋃

p∈M

TpM .

Prvky TM chápeme jako uspořádané dvojice (p,X), kde p ∈ M a X ∈ TpM . Definujeme
projekci

π : TM →M : {(p,X) 7→ p} .

Tečný svazek lze vybavit přirozenou topologíı a diferencovatelnou strukturou, které z něho
udělaj́ı hladkou varietu. Plat́ı dimTM = 2dimM a π je hladké zobrazeńı. Skutečně, za
vhodný systém map φ : TM → R

2n lze zvolit

φ(p,X) :=
(
x1(p), . . . , x2(p), X1, . . . , Xn

)
,

kde (x, U) je souřadnicový systém v bodě p a

X = X i ∂

∂xn

∣∣∣∣
p

.

Fyzikálńı analogíı tečného svazku je fázový prostor v klasické mechanice.

Vektorové pole X na varietě M je řez (section) tečného svazku TM , což znamená, spojité
zobrazeńı X :M → TM : {p 7→ Xp} takové, že Xp ∈ TpM (pro funkčńı hodnotu ṕı̌seme Xp

nebo X|p namı́sto X(p), abychom odlǐsili od akce X na funkci p). Je-li dán souřadnicový
systém (x, U), pak můžeme psát

Xp =: X i(p)
∂

∂xi

∣∣∣∣
p

,
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kde X i : U → R nazýváme souřadnicové funkce vektorového pole vzhledem k dané mapě x.

Vektorové pole X je hladké tehdy a jen tehdy, pokud souřadnicové funkce jsou hladké pro
jakoukoli hladkou mapu. Rovněž plat́ı, že vektorové pole X je hladké tehdy a jen tehdy, po-
kud funkce Xf je hladká pro libovolnou hladkou funkci f . Např́ıklad souřadnicové vektorové
pole definované předpisem p 7→ ∂

∂xi

∣∣
p
je hladké vektorové pole na U , jež znač́ıme ∂

∂xi .

Pro libovolný bod p ∈M a daný vektor X existuje hladké vektorové pole X̃ na M splňuj́ıćı
X̃p = X .

Množina všech hladkých vektorových poĺı na M se znač́ı kaligraficky:

T(M) := {X ∈ C∞(M,TM) : Xp ∈ TpM} .

Necht’ f : M → N je hladká funkce a f∗p : TpM → Tf(p)N odpov́ıdaj́ıćı tečné zobrazeńı.
Pak f∗ : TM → TN znač́ı sjednoceńı všech f∗p. Z tohoto d̊uvodu budeme bod p ve značeńı
tečného zobrazeńı často vynechávat.

0.10 Vektorové svazky ∗

Důležitý obecný objekt, jenž se velice často vyskytuje v teorii diferenciálńıch variet, je
následuj́ıćı abstrakce tečného svazku.

Vektorový svazek (vector bundle) hodnosti k ∈ N∗ je trojice (E,M, π), kde E (totálńı pro-
stor) a M (bazická varieta) jsou hladké variety a π : E → M je hladká surjekce (projekce)
splňuj́ıćı:

(a) Množina Ep := π−1(p) (vlákno) je vybavená strukturou vektorového prostoru. (Pokud
bychom se vzdali toho, že se jedná o vektorový prostor, mluvili bychom obecněji
o fibrovaném svazku (fiber bundle) namı́sto vektorového svazku.)

(b) ∀p ∈M , ∃ okoĺı U a difeomorfismus ϕ : π−1(U)→ U ×Rk (lokálńı trivializace E) tak,
že následuj́ıćı diagram komutuje

π−1(U)

π
##●

●●
●●

●●
●●

ϕ
// U × Rk

π1
{{✇✇
✇✇
✇✇
✇✇
✇✇

U

kde π1 je projekce na prvńı komponentu.

(c) Restrikce ϕ na každé vlákno, ϕ : Ep → {p} × Rk, je izomorfismus.

Všimněte si, že vždy máme následuj́ıćı rozklad totálńıho prostoru E na jednotlivá vlákna:

E =

.⋃

p∈M

Ep .

Že se jedná o sjednoceńı vláken je jasné z toho, že projekce π je surjektivńı, zat́ımco to, že
sjednoceńı je nezbytně disjunktńı, plyne z toho, že π : E →M je zobrazeńı (dvěma r̊uzným
obraz̊um nemůže odpov́ıdat jeden vzor).

Někdy bývá zvykem namı́sto trojice (E,M, π) mluvit pouze o E coby vektorovém svazku.
Prostor hladkých řez̊u vektorového svazku E budeme jako obvykle značit kaligraficky:

E(M) := {F ∈ C∞(M ;E) : F (p) ∈ Ep} .
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Necht’ U ⊂ M je otevřená množina. Uspořádaná n-tice (X1, . . . , Xn) ∈ E(M)n je lokálńı
repér vektorového svazku E nad U , pokud (X1|p, . . . , Xn|p) je báze vlákna Ep pro každé
p ∈ U . Jedná se o globálńı repér, pokud U =M .

Př́ıkladem vektorového svazku je tečný svazek E = TM , kdy Ep = TpM a E(M) = T(M).
Je-li dán souřadnicový systém (x, U), potom ( ∂

∂x1 , . . . ,
∂

∂xn ) je lokálńı (souřadnicový) repér
TM nad U .

0.11 Kovektory a kotečný prostor

Kovektor v bodě p ∈M je prvek kotečného prostoru

T ∗
pM := (TpM)∗ ,

což je podle definice duálńı prostor k tečnému prostoru TpM . Kovektor je tedy lineárńı
funkcionál ω : TpM → R. Pokud (E1, . . . , En) je libovolná báze TpM , potom funkcionály
(ϕ1, . . . , ϕn) definované relacemi (∀j, k = 1, . . . , n)

ϕj(Ek) = δjk

je (duálńı) báze T ∗
pM . Tud́ıž dimT ∗

pM = dimTpM .

Kotečný svazek (cotangent bundle) variety M je disjunktńı sjednoceńı všech kotečných pro-
stor̊u:

T ∗M :=

.⋃

p∈M

T ∗
pM .

Jedná se o vektorový svazek hodnosti n = dimM .

Kovektorové pole ω na varietě M je řez (section) kotečného svazku T ∗M , což znamená,
spojité zobrazeńı ω : M → T ∗M : {p 7→ σp} takové, že ωp ∈ T ∗

pM (pro funkčńı hodnotu
opět ṕı̌seme ωp namı́sto ω(p), abychom odlǐsili od akce ω na vektor p). Plat́ı kritérium, že
řez ω je hladký, tehdy a jen tehdy, pokud funkce ω(X) : M → R : {p 7→ ωp(Xp)} je hladká
pro všechna hladká vektorová pole z TM . Množinu všech hladkých kovektorových poĺı opět
znač́ıme kaligraficky symbolem T∗(M).

Necht’ f :M → R je hladká dunkce. Potom definujeme diferenciál df funkce f coby hladké
kovektorové pole splňuj́ıćı

∀X ∈ TpM , dfp(X) := X(f) . (0.10)

Speciálně, pokud (x, U) je souřadnicový systém, potom dxi pro i = 1, . . . , n jsou hladká
kovektorová pole na U . Z definice plyne formulka

dxi
∣∣
p

(
∂

∂xj

∣∣∣∣
p

)
= δij ,

kde pro přehlednost ṕı̌seme dxi|p namı́sto dxip. Odtud vid́ıme, že (dx1|p , . . . , dx
n|p) je báze

kotečného prostoru T ∗
pM , jež je duálńı k souřadnicové bázi ( ∂

∂x1

∣∣
p
, . . . , ∂

∂xn

∣∣
p
). Pro libovolný

řez na U tedy máme jednoznačný rozklad

ωp = ωi(p) dxi
∣∣
p
,
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kde ωi(p) : U → R nazýváme souřadnicové funkce kovektorového pole ω vzhledem k dané
mapě x. Kovektorové pole ω je hladké tehdy a jen tehdy, pokud souřadnicové funkce jsou
hladké pro jakoukoli hladkou mapu. Např́ıklad souřadnicové kovektorové pole definované
předpisem p 7→ dxi|p je hladké kovektorové pole na U , jež znač́ıme dxi. Plat́ı následuj́ıćı
formulka s klasickým nádechem:

df =
∂f

∂xi
dxi .

0.12 Kotečné zobrazeńı

Necht’M,N jsou dvě hladké variety a uvažujme hladké zobrazeńı F :M → N . Připomeňme,
že pro libovolný bod p ∈ M jsme definovali tečné zobrazeńı F∗p : TpM → TF (p)N vzta-
hem (0.9). Poněvadž F∗p je lineárńı zobrazeńı mezi vektorovými prostory, existuje duálńı
zobrazeńı nazývané kotečné zobrazeńı (pull-back)

F ∗
p := (F∗p)

∗ : T ∗
F (p)N → T ∗

pM

definované předpisem

∀ω ∈ T ∗
F (p) , X ∈ TpM , (F ∗

pω)(X) := ω(F∗pX) .

Obecně (kromě speciálńıho př́ıpadu, kdy F je difeomorfismus) neńı pravda, že tečný obraz
F∗pX hladkého vektorového pole X na M je hladké vektorové pole na N . Pro kotečné
zobrazeńı však analogické tvrzeńı vždy plat́ı! Skutečně, necht’ ω je hladký řez T ∗N . Potom
můžeme definovat hladký řez F ∗ω kotečného prostoru T ∗M vztahem

(F ∗ω)p := F ∗
p ωF (p) = ωF (p) ◦ F∗p

neboli přesněji (F ∗ω)p(X) := ωF (p)(F∗pXp) pro libovolné vektorové pole X .

Symbol f ∗ : T ∗M → T ∗N znač́ı sjednoceńı všech f ∗
p . Z tohoto d̊uvodu budeme opět bod p

ve značeńı kotečného zobrazeńı často vynechávat.

0.13 Tenzory

Prvek T(M), tedy vektorové pole, se někdy nazývá kontravariantńı vektorové pole nebo
též kontravariantńı tenzor řádu 1. Prvek T∗(M), tedy kovektorové pole, se pak nazývá
kovariantńı vektor nebo též kovariantńı tenzor řádu 1. To je varováńı pro to, že horš́ı věci
nyńı přicházej́ı.

Hladké kovektorové pole ω ∈ T∗(M) přǐrazuje hladkému vektorovému poli X ∈ T(M)
hladkou funkci:

ω : T(M)→ C∞(M) : {X 7→ ω(X)} .

Nav́ıc je toto přǐrazeńı lineárńı nad C∞(M):

∀X, Y ∈ T(M), f, g ∈ C∞(M), ω(fX + gY ) = f ω(X) + g ω(Y ) .

Pojem kovariantńıho tenzoru je zobecněńı těchto pozorováńı pro hladká kovektorová pole.
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Definice 0.3. (Kovariantńı) tenzor T řádu k ∈ N∗ na varietě M je zobrazeńı

T : T(M) × · · · × T(M)︸ ︷︷ ︸
k-krát

→ C∞(M) ,

jež je multilineárńı nad C∞(M). Množinu všech tenzor̊u řádu k na varietěM znač́ıme Tk(M).

Multilinearita nad C∞(M) znamená linearitu nad C∞(M) v každém argumentu, t.j.

T (X1, . . . , fXi + gY, . . . , Xk) = fT (X1, . . . , Xi, . . . , Xk) + gT (X1, . . . , Y, . . . , Xk)

pro libovolné funkce f, g ∈ C∞(M) a libovolná vektorová pole X1, . . . , Xk, Y ∈ T(M).

Definice 0.3 je konzistentńı s motivaćı nad ńı a plat́ı T1(M) = T∗(M). Pro konzistenci ńıže
rovněž definujeme T0(M) := C∞(M), t.j. hladké funkce chápeme jako kovariantńı tenzory
řádu 0.

Jakýkoli tenzor T má superlokálńı charakter v tom smyslu, že T (X1, . . . , Xk) v bodě p
záviśı pouze na hodnotách vektorových poĺı X1, . . . , Xk v bodě p. Skutečně, je-li (x, U)
souřadnicový systém v bodě p, pak multilinearita implikuje

T (X1, . . . , Xk) = Xj1
1 . . .Xjk

1 T
(

∂
∂xj1

, . . . , ∂
∂xjk

)
,

kde Xj1
i ∈ C

∞(U) jsou souřadnicové funkce vektorového pole Xi ∈ T(M), t.j. Xi = Xj1
i

∂
∂xji

.
Z této formulky vid́ıme, že hodnota T (X1, . . . , Xk) v bodě p záviśı pouze na hodnotách
složek tenzoru T

(
∂

∂xj1
, . . . , ∂

∂xjk

)
∈ C∞(U) v bodě p a na hodnotách souřadnicových funkćı

v bodě p.

Pro T ∈ Tk(M) a S ∈ Tl(M) definujeme tenzorový součin T ⊗ S ∈ Tk+l(V ) předpisem

(T ⊗ S)(X1, . . . , Xk, Xk+1, . . . , Xk+l) := T (X1, . . . , Xk)S(Xk+1, . . . , Xk+l) , (0.11)

kde X1, . . . , Xk+l ∈ V jsou libovolné vektory.

Obdobným zp̊usobem lze definovat kontravariantńı tenzory řádu k (coby multlineárńı zob-
razeńı nad C∞(M) z T∗(M)k do C∞(M)) a dokonce smı́̌sené tenzory libovolných řád̊u.
Z ekonomických d̊uvod̊u se tomu však vyhneme. Nav́ıc, na riemannovských varietách, což
jsou ty, které nás v tomto kurzu zaj́ımaj́ı, lze vždy kontravariantńı tenzor ztotožnit s kova-
riantńım (a naopak).

0.14 Orientovatelnost

Řekneme, že varieta M je orientovatelná, pokud existuje atlas {φi}i∈I takový, že plat́ı

det
(
(φj ◦ φ

−1
i )′
)
> 0 (0.12)

pro každý pár index̊u i, j z indexové množiny I takový, že pr̊unik definičńıch obor̊u φ1 a φj

je neprázdný. V opačném př́ıpadě řekneme, že varieta M je neorientovatelná.

Pokud je M orientovatelná, volba atlasu splňuj́ıćıho podmı́nku (0.12) se nazývá orien-
tace variety M . S touto volbou se pak varieta M nazývá orientovaná. Dva atlasy splňuj́ıćı
podmı́nku (0.12) určuj́ı stejnou orientaci, pokud jejich sjednoceńı opět splňuje (0.12). Neńı
těžké ověřit, že pro orientovatelnou souvislou varietu existuj́ı právě dvě odlǐsné orientace.
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Necht’ M1 a M2 jsou dvě hladké variety a ϕ :M1 → M2 difeomorfismus. Pak plat́ı, že M1 je
orientovatelná tehdy a jen tehdy, pokud M2 je orientovatelná. Pokud jsou nav́ıc M1 a M2

orientované a souvislé, pak ϕ indukuje orientaci na M2, jež může nebo nemuśı souhlasit s
p̊uvodńı orientaćı na M2. V prvńım př́ıpadě řekneme, že ϕ zachovává orientaci, a v druhém
př́ıpadě řekneme, že ϕ obraćı orientaci.

Obrázek 0.7: Kružnice coby hranice kruhu a sféra coby povrch koule.

Pokud je varieta M pokrytá dvěma souřadnicovými okoĺımi U1 a U2 takovými, že pr̊unik
U1 ∩ U2 je souvislá množina, pak M je orientovatelná. Skutečně, poněvadž determinant
Jacobiho matice pro záměnu souřadnic je nenulový, nemůže měnit znaménko na pr̊uniku
U1 ∩ U2. Pokud je záporný v jednom bodě, stač́ı změnit znaménko jedné souřadnice, aby
byl v tomto bodě kladný, a tud́ıž v U1 ∩ U2. Toto pozorováńı lze použ́ıt pro d̊ukaz, že
n-dimenzionálńı sféra (viz Př́ıklad 1.9)

S
n
R :=

{
(x1, . . . , xn+1) ∈ R

n+1 : (x1)2 + · · ·+ (xn+1)2 = R2
}
⊂ R

n+1

o poloměru R > 0 je orientovatelná. Př́ıpady n = 1 a n = 2 lze vidět na Obrázku 0.7.

Notoricky známý př́ıklad neorientovatelné plochy je Möbi̊uv list z Obrázku 0.8.

Obrázek 0.8: Möbi̊uv list.

0.15 Lieova závorka

Interpretace tečného vektory coby operátoru na funkćıch má tu výhodu, že lze akci iterovat.
Např́ıklad, pokud X, Y ∈ T(M) a f ∈ C∞(M), pak lze uvažovat funkce X(Y f) a Y (Xf).
Obecně tyto operace nevedou k vektorovým poĺım, poněvadž jejich akce zahrnuje derivace
řádu vyšš́ıho než prvńıho. Avšak následuj́ıćı kombinace, jež se nazývá Lieova závorka,

[X, Y ] := XY − Y X

vektorové pole definuje.
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Tvrzeńı 0.4.

(a) ∀X, Y ∈ T(M), (antikomutativita)

[X, Y ] = −[Y,X ] ;

(b) ∀X, Y, Z ∈ T(M), ∀a, b ∈ R (linearita nad R)

[aX + bY, Z] = a [X,Z] + b[Y, Z] ;

(c) ∀X, Y, Z ∈ T(M), (Jacobiho identita)

[
[X, Y ], Z

]
+
[
[Y, Z], X

]
+
[
[Z,X ], Y

]
= 0 .

Lieovu závorku [X, Y ] lze rovněž interpretovat jako derivaci Y podél “trajektoríı” pole X .
Za t́ımto účelem potřebujeme připomenout základńı vlastnosti obyčejných diferenciálńıch
rovnic. Poněvadž každá hladká varieta je lokálně difeomorfńı eukleidovskému prostoru,
základńı větu o existenci, jednoznmačnosti a závislosti na počátečńıch podmı́nkách (jež
je ryze lokálńı) lze př́ımočaře rozš́ı̌rit na variety.

Tvrzeńı 0.5. Necht’ X ∈ T(M) a p ∈ M . Potom existuje okoĺı U bodu p, δ > 0 a hladké
zobrazeńı ϕ : (−δ, δ)×U →M takové, že pro jakýkoli bod q ∈ U je křivka t 7→ ϕ(t, q) jediné
řešeńı Cauchyho úlohy 




∂ϕ(t, q)

∂t
= X(ϕ(t, q)) ,

ϕ(0, q) = q .

Zde pravá strana diferenciálńı rovnice neńı akce X na funkci ϕ následně vyjádřená v bodě
(t, q), avšak vskutku hodnota vektorového pole X v bodě ϕ(t, q), t.j. Xϕ(t,q).

Křivka γ : (−δ, δ)→M , jež splňuje podmı́nky

{
γ′(t) = X(γ(t)) ,

γ(0) = q ,

se nazývá trajektorie (či integrálńı křivka) vektorového pole X , jež procháźı bodem q
v čase 0. Trejektorie je tud́ıž křivka, jej́ıž tečný vektor v čase t je roven vektoru Xγ(t).
Tvrzeńı 0.5 zaručuje, že pro každý bod na jistém okoĺı procháźı právě jedna trajektorie
pole X a že źıskané zobrazeńı záviśı hladce jak na čase t, tak na “počátečńı podmı́nce” q.
Je zvykem použ́ıvat značeńı ϕt(q) := ϕ(t, q) a zobrazeńı ϕt : U → M nazývat lokálńı tok
(flow) pole X . Vektorové pole X se pak nazývá infinitezimálńı generátor toku ϕt a splňuje

∀f ∈ C∞(M) , (Xf)(q) = Xqf = lim
t→0

f(ϕt(q))− f(q)

t
.

Interpretace Lieovy závorky zmı́něná výše je obsahem následuj́ıćıho tvrzeńı.
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Tvrzeńı 0.6. Necht’ X, Y ∈ T(M) a ϕt je lokálńı tok pole X na okoĺı U bodu p ∈M . Potom

[X, Y ]p = lim
t→0

(Y − ϕt∗Y )ϕt(p)

t
.

Pro vektory souřadnicové báze samozřejmě plat́ı komutativita
[
∂

∂xi
,
∂

∂xj

]
= 0 .

Je pozoruhodné, že to plat́ı i naopak, a to ve smyslu následuj́ıćıho tvrzeńı.

Tvrzeńı 0.7. Necht’ X1, . . . , Xk jsou lineárně nezávislá vektorová pole na okoĺı p ∈ M
splňuj́ıćı, ∀i, j ∈ {1, . . . , k},

[Xi, Xj ] = 0 .

Potom existuje souřadnicový systém (x, U) v p takový, že na U , ∀i ∈ {1, . . . , k},

Xi =
∂

∂xi
.

D̊ukaz. Zde je náčrt d̊ukazu podle [11, Thm. 5.14], kam př́ıpadně odkazujeme pro v́ıce
detail̊u. (Alternativně viz [4, Thm. 13.10], podle vkusu.) Tvrzeńı stač́ı ukázat pro M = Rn,
p = 0 a (po př́ıpadné změně souřadnic) pro Xi taková, že, ∀i ∈ {1, . . . , k},

Xi(0) =
∂

∂ui

∣∣∣∣
0

,

kde (u1, . . . , un) znač́ı standardńı souřadnice v Rn. Je-li ϕi
t lokálńı tok Xi, definujme

χ(a1, . . . , an) := ϕ1
a1

(
ϕ2
a2

(
. . .
(
ϕk
ak(0, . . . , 0, a

k+1, . . . , an)
)
. . .
))
.

Potom, ∀i ∈ {1, . . . , n},

χ∗

(
∂

∂ui

∣∣∣∣
0

)
=

∂

∂ui

∣∣∣∣
0

,

tedy speciálně χ∗Xi(0) = Xi(0) pro i ∈ {1, . . . , k}. Tud́ıž x := χ−1 lze použ́ıt coby
souřadnicový systém na okoĺı p, pro nějž plat́ı

X1 =
∂

∂x1
.

Poněvadž [Xi, Xj] = 0, plat́ı, že ϕi
t ◦ ϕ

j
s = ϕj

s ◦ ϕ
i
t pro všechna s, t a i, j. Tud́ıž funkci χ lze

rovněž psát jako

χ(a1, . . . , an) = ϕi
ai

(
ϕ2
a2

(
. . . (0, . . . , 0, ak+1, . . . , an) . . .

))

a předchoźı argument ukazuje, že

Xi =
∂

∂xi
.
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0.16 Rozklad jednotky

Nesmı́rně užitečný nástroj, jenž umožňuje přechod od lokálńıch ke globálńım vlastnostem
variet, je tzv. rozklad jenotky. Jeho existence plat́ı v plné obecnosti pro topologické variety
splňuj́ıćı axiomy z Kapitoly 0.2 (t.j. Hausdorff̊uv axiom o neprot́ınaj́ıćıch se okoĺıch a axiom
o úplné separabilitě).

Necht’ {Vi}i∈I ⊂ M je rodina otevřených množin pokrývaj́ıćıch varietu M , t.j.

⋃

i∈I

Vi =M .

Zde indexová množina I může být konečná nebo nekonečná (avšak spočetná). Dı́ky topolo-
gickým axiomům z Kapitoly 0.2 můžeme předpokládat, že toto pokryt́ı je lokálně konečné,
t.j. pro každý bod p ∈ M existuje okoĺı W takové, že W ∩ Vi 6= ∅ nastává pouze pro
konečné množstv́ı index̊u i z indexové množiny I. Př́ıpadným zjemněńım pokryt́ı můžeme
rovněž předpokládat, že každá z otevřených množin Vi je obsažená v definičńım oboru nějaké
mapy atlasu variety M .

Definice 0.8. {fi}i∈I ⊂ C∞(M) je rozklad jednotky podř́ızený pokryt́ı {Vi}i∈I ⊂M , pokud:

(1) ∀i ∈ I, 0 ≤ fi ≤ 1;

(2) ∀i ∈ I, supp fi ⊂ Vi;

(3) ∀p ∈M ,
∑

i∈I

fi(p) = 1.

Jak už bylo zmı́něno, takováto rodina funkćı vždy existuje.
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1 Metrika

1.1 Definice

Definice 1.1. (Riemannovská) metrika na M je tenzor g řádu 2 splňuj́ıćı, ∀p ∈ M :

(i) ∀X, Y ∈ TpM , gp(X, Y ) = gp(Y,X); (symetrie)

(ii) ∀X ∈ TpM
X 6=0

, gp(X,X) > 0. (pozitivńı definitnost)

Pokud student neńı seznámený s tenzory z Kapitoly 0.13, lze definici pojmout pragma-
ticky následovně. V každém bodě p ∈ M uvažujeme funkci gp : TpM × TpM → R, jež je
lineárńı (nad R) v každém argumentu, splňuje symetrii (i) a pozitivńı definitnost (ii). Nav́ıc
vyžadujeme hladkou závislost na bodě p ∈M v tomto smyslu:

∀ mapu (x, U) v bodě p, i, j ∈ {1, . . . , n}, p 7→ gp

(
∂
∂xi

∣∣
p
, ∂
∂xj

∣∣
p

)
∈ C∞(U) .

Funkci g : T(M)× T(M)→ C∞(M) pak dostaneme předpisem g(X, Y )|p := gp(Xp, Yp).

Poněvadž pro každý bod p ∈ M definuje funkce gp : TpM×TpM → R zřejmě skalárńı součin
na tečném prostoru TpM , ṕı̌seme

g(X, Y ) =: 〈X, Y 〉g .

Pokud je volba metriky zřejmá z kontextu, index g vynecháváme.

Definice 1.2. Riemannovská varieta je varieta M vybavená riemannovskou metrikou.

Ṕı̌seme (M, g), kde M je varieta a g je metrika na M .

Tvrzeńı 1.3. Pro libovolnou varietu existuje riemannovská metrika.

D̊ukaz. Tvrzeńı je analogíı klasického tvrzeńı, že pro libovolný konečně dimenzionálńı vek-
torový prostor existuje skalárńı součin (poněvadž každý konečně dimenzionálńı vektorový
prostor je izomorfńı eukleidovskému prostoru, na kterém máme definovaný standardńı ska-
lárńı součin). Důkaz pro variety je analogický s využit́ım lokálńı identifikace variety s euklei-
dovským prostorem a rozkladem jednotky (viz Kapitola 0.16) pro definici globálńı metriky.
Vskutku, na každé množině Vi z globálńıho pokryt́ı je zřejmé, jak (užit́ım lokálńıho difeo-

morfismu s eukleidovským prostorem) zavést metriku g
(i)
p v bodě p ∈ Vi. Pro libovolný bod

p ∈M a X, Y ∈ TpM pak definujeme

gp(X, Y ) :=
∑

i∈I

fi(p) g
(i)
p (X, Y ) .

Je snadné ověřit, že tato konstrukce definuje riemannovskou metriku na M .

Necht’ (E1, . . . , En) je libovolný lokálńı repér na TM , tedy n hladkých vektorových poĺı
definovaných na nějaké otevřené množině U ⊂ M takových, že (E1|p, . . . , En|p) tvoř́ı bázi
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na TpM pro všechny body p ∈ U . Necht’ (ϕ1, . . . , ϕn) je duálńı repér na T ∗M , tedy n
hladkých kovektorových poĺı splňuj́ıćıch ϕi(Ej) = δij. Potom můžeme lokálně psát

g = gij ϕ
i ⊗ ϕj = gij ϕ

iϕj , gij = 〈Ei, Ej〉 ,

kde v druhé rovnosti vystupuje symetrický součin

ϕiϕj :=
1

2
(ϕi ⊗ ϕj + ϕj ⊗ ϕi)

a rovnost plat́ı d́ıky symetrii g.

Speciálně, pokud (x1, . . . , xn) jsou lokálńı souřadnice, pak ( ∂
∂x1 , . . . ,

∂
∂xn ) je souřadnicový

repér na TM , (dx1, . . . , dxn) je duálńı repér na T ∗M a máme

g = gij dx
idxj , gij = 〈

∂
∂xi ,

∂
∂xj 〉 .

1.2 Př́ıklady

Př́ıklad 1.4 (Eukleidovský prostor). Nejjednodušš́ım př́ıkladem diferenciálńı variety je eu-
kleidovský prostor Rn vybavený identickou mapou x : Rn → Rn : {p 7→ p} coby atlasem.
V těchto (globálńıch) souřadnićıch obvyklý skalárńı součin na Rn odpov́ıdá eukleidovské
metrice

ḡ = δij dx
idxj .

♦

Př́ıklad 1.5 (Riemannovské podvariety). Necht’ (M̃, g̃) je riemannovská varieta aM ⊂ M̃ je
vnořená podvarieta definovaná skrze vnořeńı ι :M → M̃ . Metrika g̃ ambientńıho prostoru M̃
definuje indukovanou metriku g na M předpisem

g := ι∗g̃ . (1.1)

Tento vztah přesně znamená

∀p ∈M , ∀X, Y ∈ TpM , (ι∗p g̃)p(X, Y ) := g̃ι(p)(ι∗pX, ι∗pY ) .

Indukovaná metrika je tedy restrikce ambientńı metriky g̃ na vektory tečné k podvarietěM .
♦

Předchoźı př́ıklad nás vede k rozš́ı̌reńı některých pojmů, jež známe z lineárńı algebry, na
variety. Mějme dvě riemannovské variety (M, g) a (M̃, g̃). Izometrie z (M, g) do (M̃, g̃) je
difeomorfismus ϕ : M → M̃ takový, že ϕ∗g̃ = g. (V př́ıpadě vnořeńı ι výše, kdy g je indu-
kovaná metrika, se jedná o tzv. izometrické vnořeńı, poněvadž ι :M → ι(M) je izometrie.)
Řekneme, že (M, g) a (M̃, g̃) jsou izometrické (či izometricky ekvivalentńı), pokud existuje
izometrie mezi (M, g) a (M̃, g̃). Zobrazeńı ϕ :M → M̃ je lokálńı izometrie, pokud pro každý
bod p ∈ M existuje okoĺı U takové, že ϕ|U je izometrie na nějakou otevřenou oblast v M̃ .
Plat́ı, že pokud maj́ı variety (M, g) a (M̃, g̃) stejnou dimenzi, pak ϕ : M → M̃ je lokálńı
izometrie tehdy a jen tehdy, pokud ϕ∗g̃ = g.
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Př́ıklad 1.6 (Eukleidovské podvariety). Pod́ıvejme se nyńı na speciálńı př́ıpad M̃ = Rm

s m ≥ n, kdy varieta M je vnořená do eukleidovského prostoru Rm vybaveného eukleidov-
skou metrikou ḡ. Pak v lokálńıch souřadnićıch x variety M (a užit́ım identické mapy pro
varietu Rm) plat́ı (viz Kapitola 0.7)

g(X, Y ) = δij (ι∗X)i (ι∗Y )
j = δij

∂ιi

∂xα
∂ιj

∂xβ︸ ︷︷ ︸
gαβ

Xα Y β ,

kde i, j = 1, . . . , m a α, β = 1, . . . , n. Výpočet v praxi se nejlépe provád́ı užit́ım lokálńı
parametrizace (viz Obrázek 0.1)

π : U → M̃ , π(U) ⊂M ,

kde U ⊂ Rn a π(U) ⊂M jsou otevřené množiny. V souřadnićıch x := π−1 ◦ ι na π(U) plat́ı

∂ιi

∂xα
=
(
∂α(ι

i ◦ x−1)
)
◦ x = (∂απ

i) ◦ x ,

tud́ıž
gαβ = δij (∂απ

i) ◦ x (∂βπ
j) ◦ x .

Zobrazeńı (∂απ
i) ◦ x a (∂απ

i) se často identifikuj́ı, pak lze zkratkovitě psát

gαβ = ∂απ · ∂βπ , (1.2)

kde tečka · znač́ı skalárńı součin v Rm. V maticovém formalismu (gαβ) = (∇π)(∇π)T . ♦

Abstraktńı konstrukci předchoźıho př́ıkladu nyńı aplikujme na variety, jež dobře známe.

Př́ıklad 1.7 (Kružnice). Kružnice o poloměru R > 0 je podvarieta eukleidovské roviny R2

definovaná předpisem (viz Obrázek 0.7)

S
1
R :=

{
(x1, x2) ∈ R

2 : (x1)2 + (x2)2 = R2
}
.

Lokálńı parametrizace kružnice vyjma bodu E := (R, 0) (east) je dána např́ıklad zaobra-
zeńım (polárńı souřadnice)

π : (0, 2π)→ R
2 : {θ 7→ (R cos θ, R sin θ)} .

Zde U := (0, 2π) a π(U) = S1
R \ {E} . Lokálńı souřadnice vypadaj́ı takto

θ : π(U)→ (0, 2π) :

{(
x1

x2

)
7→ π−1(x1, x2) = arctan

(
x2

x1

)}
.

Užit́ım formulky (1.2) źıskáme pro indukovanou metriku g̊R na S
1
R vztah

g̊R = R2 dθ2 .

♦
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Př́ıklad 1.8 (Sféra). Sféra o poloměru R > 0 je podvarieta eukleidovského prostoru R3

definovaná předpisem (viz Obrázek 0.7)

S
2
R :=

{
(x1, x2, x3) ∈ R

3 : (x1)2 + (x2)2 + (x3)2 = R2
}
.

Lokálńı parametrizace sféry vyjma poledńıku {(R sin θ, 0, R cos θ) : θ ∈ [0, π]} je dána
např́ıklad zaobrazeńım (sférické souřadnice)

π : (0, π)× (0, 2π)→ R
3 : {(θ, ϕ) 7→ (R sin θ cosϕ,R sin θ sinϕ,R cos θ)} .

Podobně jako pro kružnici snadno źıskáme pro indukovanou metriku g̊R na S
2
R vztah

g̊R = R2 dθ2 +R2 sin2 θ dϕ2 . (1.3)

♦

N = (0, R)

U = (u, 0)

P = (ξ, τ)

Obrázek 1.1: Stereografická projekce.

Př́ıklad 1.9 (n-sféra). Obecněji, n-sféra o poloměru R > 0 je podvarieta eukleidovského
prostoru Rn+1 definovaná předpisem

S
n
R :=

{
(x1, . . . , xn+1) ∈ R

n+1 : (x1)2 + · · ·+ (xn+1)2 = R2
}
.

Lokálńı parametrizaci lze provést užit́ım hypersférických souřadnic, avšak výpočet metriky
je poměrně pracný. Elegantněǰśı zp̊usob spoč́ıvá v užit́ı stereografické projekce

σ : Sn
R \ {N} → R

n : {P 7→ u} ,
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kde N := (0, . . . , 0, R) je severńı pól a u := (u1, . . . , un) je bod v nadrovině {xn+1 = 0}, jenž
dostaneme coby pr̊useč́ık této nadroviny s př́ımkou propojuj́ıćı body N a P , viz Obrázek 1.1.
Elementárńı geometrické úvahy vedou ke vztah̊um

σ(P ) =
Rξ

R− τ
, kde P = (ξ, τ) ∈ R

n × R ,

a následně

σ−1(u) =

(
2R2u

|u|2 +R2
, R
|u|2 −R2

|u|2 +R2

)
.

Z druhého vztahu snadno odvod́ıme, jak vypadá indukovaná metrika

g̊R =
4R4

(R2 + |u|2)2
{
(du1)2 + · · ·+ (dun)2

}
. (1.4)

Tato formulka implikuje, že (Sn
R \ {N}, g̊) je konformně ekvivalentńı (Rn, ḡ) ve smyslu, že

existuje difeomorfismus σ : Sn
R \ {N} → Rn takový, že σ∗ḡ = (hladká funkce) g̊. n-sféra je

tedy lokálně konformně plochá (eukleidovský prostor přirozeně interpretujeme jako plochý).
Konformně ekvivalentńı metriky definuj́ı stejné úhly, avšak ne nezbytně stejné délky.

n-sféra je homogenńı (t.j. vypadá stejně v každém bodě) a isotropńı (t.j. vypadá stejně
v každém směru), a to skrze ortogonálńı grupu O(n+ 1) v Rn+1.

Pro R = 1 budeme psát Sn
1 =: Sn a g̊1 =: g̊. ♦

Obrázek 1.2: 2-torus S1 × S1 je podle definice homeomorfńı nějaké podmnožině R4. Lze
ho však také reprezentovat rotačńı plochou (povrch pneumatiky), která vznikne otáčeńım
kružnice kolem osy, která lež́ı ve stejné rovině a nemá s ńı společné body.
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Př́ıklad 1.10 (Torus). n-torus je varieta

T
n := S

1 × · · · × S
1

︸ ︷︷ ︸
n-krát

=
{
(x1, . . . , x2n) ∈ R

2n : (x1)2 + (x2)2 = 1 ∧ · · · ∧ (x2n−1)2 + (x2n)2 = 1
}

uvažovaná coby podvarieta R2n (viz Obrázek 1.2). Lokálńı parametrizace je dána např́ıklad

π(u1, . . . , un) := (cosu1, sin u1, . . . , cosun, sin un) ,

odkud okamžitě dostáváme, že metrika se rovná eukleidovské metrice,

g = δαβ duαduβ ,

kde α, β = 1, . . . , n. ♦

Obrázek 1.3: Dvojlistý hyperboloid.

Př́ıklad 1.11 (Hyperbolický prostor). Hyperbolický prostor Hn
R o poloměru R > 0 je euk-

leidovská n-dimenzionálńı koule

B
n
R :=

{
(x1, . . . , xn) ∈ R

3 : (x1)2 + · · ·+ (xn)2 < R2
}

o poloměru R vybavená neeukleidovskou metrikou (cf. (1.4))

hR :=
4R4

(R2 − |u|2)2
{
(du1)2 + · · ·+ (dun)2

}
.

Podle definice je riemannovská varietaHn
R = (Bn

R, hR) lokálně konformně rovná. Této definici
hyperbolického prostoru se ř́ıká Poincarého kulový model.
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Jiný (izometricky ekvivalentńı) model je dán modelem hyperboloidu, kdy se vezme horńı list
dvojlistého hyperboloidu (viz Obrázek 1.3)

Hn
R :=

{
(x1, . . . , xn+1) ∈ R

n+1 : −(x1)2 − · · · − (xn)2 + (xn+1)2 = R2 ∧ xn+1 > 0
}

a vybav́ı se metrikou ι∗m, kde ι : Hn
R → R

n+1 je vnořeńı a m je Minkowského metrika

m := (dx1)2 + · · ·+ (dxn)2 − (dxn+1)2

na R
n+1. Zde a priori neńı v̊ubec jasné, že se jedná a riemannovskou varietu (m je pouze

pseudo-riemannovská metrika), avšak izometrická ekvivalence (Hn
R, ι

∗m) s Hn
R se snadno

ukáže pomoćı hyperbolické stereografické projekce. Alternativně (alespoň pro ńızké di-
menze n) lze už́ıt hyperbolické souřadnice; např́ıklad pro n = 2 máme lokálńı paramet-
rizaci Hn

R danou předpisem

π : R \ {0} × (0, 2π)→ R
3 : {(θ, ϕ) 7→ (R sinh θ cosϕ,R sinh θ sinϕ,R cosh θ)}

a př́ımý výpočet dá (cf. (1.3))

ι∗m = R2 dθ2 +R2 sinh2 θ dϕ2 ,

což je zjevně riemannovská metrika.

Hn
R je homogenńı a isotropńı, a to skrze Lorentzovu grupu O(n, 1) v Rn+1.

Daľśı model hyperbolického prostoru je dán tzv. Poincarého poloprostorovým modelem
(Un

R, hR), kde

Un
R :=

{
(x1, . . . , xn) ∈ R

n : xn > 0
}

a hR :=
R2

(xn)2
{
(dx1)2 + · · ·+ (dxn)2

}
.

Izometrická ekvivalence (Un
R, hR) s H

n
R se ukáže pomoćı Cayleyho transformace.

Pro R = 1 budeme psát Hn
1 =: Hn. ♦

x
1

x
3

r(s)

z(s)

Obrázek 1.4: Generuj́ıćı rovinná křivka β a výsledná rotačńı plocha.
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Př́ıklad 1.12 (Rotačńı plochy). Nakonec uvažujme plochu v R3, již dostaneme rotaćı obrazu
rovinné křivky β : [0, a)→ R2 : {s 7→ (r(s), z(s))} s a ∈ R∪{∞} v rovině x1x3 kolem osy x3

(viz Obrázek 1.4). Předpokládejme, že β je injektivńı a parametrizovaná obloukem (tedy
r′2 + z′2 = 1). Nav́ıc, coby nezbytná podmı́nka pro vloženost plochy v R3, předpokládejme,
že r(s) > 0 pro s > 0 a lims→a β(s) 6= (0, 0). Nakonec, kv̊uli hladkosti plochy v pólu (0, 0, 0),
předpokládejme r(0) = 0 a r′(0) = 1 (což implikuje z′(0) = 0). Přirozená parametrizace
takovéto plochy (kromě pólu a poledńıku s 7→ (r(s), 0, z(s))) je pak dána zobrazeńım

π : (0, a)× (0, 2π)→ R
3 : {(s, ϕ) 7→ (r(s) cosϕ, r(s) sinϕ, z(s))} .

Užit́ım formulky (1.2) źıskáme pro indukovanou metriku g v souřadnićıch (s, ϕ) = π−1 vztah

g = ds2 + r(s)2 dϕ2 .

♦

1.3 Měřeńı

Rimannovská struktura na diferenciálńı varietě nám umožňuje měřit délky a úhly. Stejně
jako v eukleidovské geometrii definujeme:

• délka (norma) vektoru X : |X| :=
√
〈X,X〉;

• úhel mezi vektory X, Y 6= 0: θ ∈ [0, π] splňuj́ıćı cos θ =
〈X, Y 〉

|X||Y |
;

• X⊥Y (vektory X, Y jsou kolmé) :⇐⇒ 〈X, Y 〉 = 0 (úhel je π
2
).

Uvažujme nyńı křivku γ na varietě M , t.j. hladké zobrazeńı γ : I → M , kde I ⊂ R je
otevřený interval. Připomeňme (viz Kapitola 0.8), že tečný vektor γ′ ke křivce γ v bodě t0
jsme definovali předpisem γ′(t0) := γ∗t0

d
dt

∣∣
t0
, kde t znač́ı identické zobrazeńı t : I → R :

{t 7→ t}. Délku křivky γ definujeme předpisem

L(γ) :=

∫

I

|γ′(t)| dt . (1.5)

Dělka křivky zúžené na uzavřený podinterval I ′ ⊂ I se definuje analogicky.

1.4 Zvyšováńı a snižováńı index̊u

Jedna z d̊uležitých vlastnost́ı riemannovské metriky je schopnost konvertovat vektory na
kovektory a naopak, schematicky:

kontravariant
g
←→ kovariant .

Skutečně, máme zobrazeńı (jińı mu ř́ıkaj́ı flat a znač́ı X 7→ X♭)

down : T(M)→ T
∗(M) : {X 7→ g(X, ·)︸ ︷︷ ︸

Xdown

} ,

jež přǐrazuje vektoru X funkcionál Y 7→ Xdown(Y ) = g(X, Y ). V lokálńıch souřadnićıch
máme

Xj = gij X
i,
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kde Xdown =: Xk dx
k (Xj je pouze označeńı pro složky kovektoru Xdown).

Všimněme si, že matice zobrazeńı down vzhledem k výše zvoleným lokálńım souřadnićım je
právě (gij). Z vlastnost́ı metriky v́ıme, že tato matice je invertibilńı, tud́ıž zobrazeńı down je
invertibilńı. Označme inverzńı zobrazeńı symbolem up (jińı mu ř́ıkaj́ı sharp a znač́ı ω 7→ ω♯):

up := down−1 : T∗(M)→ T(M) : {ω 7→ up(ω)︸ ︷︷ ︸
ωup

} .

V lokálńıch souřadnićıch máme
ωj = gjk ωk ,

kde ωup =: ωi ∂
∂xi a (gjk) := (gjk)

−1.

1.4.1 Gradient

Jako jednu z aplikaćı si zaved’me gradient hladké funkce f :M → R předpisem

grad f := (df)up.

Máme tedy charakterizaci

∀Y ∈ T(M), df(Y ) = 〈grad f, Y 〉 .

V lokálńıch souřadnićıch máme

grad f = gij
∂f

∂xi
∂

∂xj
. (1.6)

1.4.2 Stopa

Zvyšováńı a snižováńı index̊u můžeme aplikovat na tenzory libovolného typu. Speciálně
uvažujme symetrický tenzor řádu 2, tedy h : T(M) × T(M) → C∞(M). V lokálńıch
souřadnićıch definujme koeficienty hij := h( ∂

∂xi ,
∂

∂xj ) jako obvykle, a nav́ıc hij := gikhkj.
Potom zobrazeńı

ĥ : T(M)→ T(M) :

{
X 7→ hij X

j ∂

∂xi

}

definuje symetrický endomorfismus. Stopa tr ĥ endomorfismu ĥ je dobře definovaná (nezáviśı
na volbě báze). Pro tenzor h definujeme stopu vzhledem k metrice g předpisem (index g lze
vynechat)

trg h := tr ĥ.

V lokálńıch souřadnićıch máme

trg h = hii = gijhji .

Procedura výše odpov́ıdá “zvednut́ı indexu” v prvńı složce tenzoru h. Avšak zvednut́ı indexu
v druhé složce tenzoru h, tedy h j

i := gjkhik a uvažováńı alternativńıho endomorfismu

h̃ : T(M)→ T(M) :

{
X 7→ h j

i X
i ∂

∂j

}
,

vede ke stejnému výsledku stopy, poněvadž předpokládáme, že tenzor h je symetrický.
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1.5 Integrováńı

Na závěr této kapitolky si ukažme, jak lze riemannovskou metriku využ́ıt k integrováńı na
orientovaných riemannovských varietách, a speciálně zavést pojem objemu.

Necht’ M je orientovaná varieta, p ∈ M a uvažujme mapu x v bodě p z dané orientace.
Necht’ (E1, . . . , En) je kladně orientovaná ortonormálńı báze tečného prostoru TpM . Každý
vektor souřadnicové báze rozložme do báze výše:

Xi :=
∂

∂xi

∣∣∣∣
p

= a j
i Ej ,

kde a j
i ∈ R. Potom

gik|p := 〈Xi, Xk〉|p = a j
i a

l
k 〈Ej, El〉|p =

n∑

j=1

a j
i a

j
k .

Tedy v maticovém formalismu (gik|p) = AAT , kde A := (a j
i ). Necht’ vol(X1, . . . , Xn) znač́ı

objem rovnoběžnostěnu určeného vektory X1, . . . , Xn v TpM . Plat́ı

vol(X1, . . . , Xn) = vol(E1, . . . , En) det(a
j
i ) = det(a j

i ) =
√
det(gij)

∣∣∣∣
p

,

jelikož vol(E1, . . . , En) = 1. Uvažujme nyńı jinou mapu y v bodě p z dané orientace M a
pǐsme

Yi :=
∂

∂yi

∣∣∣∣
p

, g̃ik|p := 〈Yi, Yk〉|p .

Potom √
det(gij)

∣∣∣∣
p

= vol(X1, . . . , Xn) = J vol(Y1, . . . , Yn) = J
√
det(g̃ij)

∣∣∣∣
p

,

kde

J := det

(
∂yi

∂xj

)
= det

(
(y ◦ x−1)′

)
> 0

je determinant Jacobiho matice změny souřadnic.

Necht’ Ω ⊂M je oblast (t.j. otevřená souvislá množina), jež je prekompaktńı (t.j. jej́ı uzávěr
je kompaktńı). Předpokládejme, že Ω ⊂ U , kde U je definičńı obor mapy x z dané orien-
tace M . Nav́ıc předpokládejme, že x(Ω) ⊂ Rn je jordanovsky měřitelná, t.j. hranice ∂x(Ω)
má mı́ru nula v R

n (pojem mı́ry nula v R
n je invariantńı v̊uči difeomorfismu). Definujme

objem Ω integrálem

vol(Ω) :=

∫

x(Ω)

(√
det(gij)

)
◦ x−1(x̂) dx̂i . . .dx̂n , (1.7)

Bývá zvykem proměnnou x̂ ∈ Rn značit stejným ṕısmenkem x mapy x : U ⊂ M → Rn. Co
h̊uř, složeńı s x−1 v bodě x̂ bývá zvykem vynechávat.

Formulka (1.7) je dobře definována. Skutečně, pokud Ω lež́ı v definičńım oboru jiné mapy y
z dané orientaceM , potom záměna souřadnic ve v́ıcerozměrném integrálu implikuje rovnost
(při dodržeńı značeńı výše)

∫

x(Ω)

(√
det(gij) ◦ x

−1
)
(x) dxi . . .dxn =

∫

y(Ω)

(√
det(g̃ij) ◦ y

−1
)
(y) dyi . . .dyn .
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Tud́ıž vol(Ω) nezáviśı na volbě souřadnic. Zde orientovatelnost zaručuje, že vol(Ω) nezměńı
znaménko při změně souřadnic.

Integrál hladké funkce f : Ω→ R lze zavést analogicky:

∫

Ω

f :=

∫

x(Ω)

(
f
√
det(gij)

)
◦ x−1(x) dxi . . .dxn .

Pak samozřejmě vol(Ω) =
∫
Ω
1.

Pro oblast Ω, jež nelež́ı nezbytně v definičńım oboru jedné mapy, lze integrál zavést pomoćı
rozkladu jednotky následovně:

∫

Ω

f :=
∑

i∈I

∫

Vi∩Ω

fi f .

Zde {fi}i∈I je rozklad jednotky podř́ızený pokryt́ı {Vi}i∈I z Kapitoly 0.16, avšak nav́ıc z dané
orientace variety M . Pokud M je kompaktńı, definice výše nám umožňuj́ı zavést integrál∫
M
f pro hladkou funkci f :M → R, a speciálně vol(M) :=

∫
M
1.
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2 Konexe

Postupně směřujeme k definici tzv. geodetik, což jsou křivky na varietách, jež zobecňuj́ı
pojem př́ımek v eukleidovském prostoru. Co tyto př́ımky charakterizuje?

1. křivky minimalizuj́ıćı vzdálenost;

2. křivky s nulovým zrychleńım.

Prvńı př́ıstup se pro zobecněńı ukazuje jako technicky náročný. Druhý př́ıstup se ukazuje
jako vhodný, avšak:

Jak definovat derivaci tečných vektor̊u?

Pro křivku γ : I →M lež́ı tečné vektory γ′(t1) a γ
′(t2) obecně v r̊uzných tečných prostorech

Tγ(t1)M a Tγ(t2)M . Pro derivováńı tedy potřebujeme na varietě zavést novou strukturu, jež
by nám tyto r̊uzné tečné prostory propojila.

2.1 Afinńı konexe

Definice 2.1. Afinńı konexe na varietě M je zobrazeńı

∇ : T(M) × T(M)→ T(M) : {(X, Y ) 7→ ∇XY }

splňuj́ıćı následuj́ıćı axiomy:

(a) ∀f1, f2 ∈ C∞(M), X1, X2, Y ∈ T(M), (linearita nad C∞(M) v 1. složce)

∇f1X1+f2X2Y = f1∇X1Y + f2∇X2Y ,

(b) ∀a1, a2 ∈ R, X, Y1, Y2 ∈ T(M), (linearita nad R v 2. složce)

∇X(a1Y1 + a2Y2) = a1∇XY1 + a2∇XY2 ,

(c) ∀f ∈ C∞(M), X, Y ∈ T(M), (Leibnizovo pravidlo)

∇X(fY ) = f∇XY + (Xf)Y .

∇XY se nazývá kovariantńı derivace Y podle X.

Pozor: Afinńı konexe neńı tenzor! (Linearita nad C∞(M) v 2. složce neplat́ı, poněvadž mı́sto
ńı máme Leibnizovo pravidlo.)

∇ je lokálńı operátor (v obou složkách) v tomto smyslu:

Tvrzeńı 2.2. ∀X, X̃, Y, Ỹ ∈ T(M),

X = X̃, Y = Ỹ na okoĺı p ∈M =⇒ ∇XY |p = ∇X̃ Ỹ |p .
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D̊ukaz.

Lokálnost v 1. složce. Uvažujme nejdř́ıve lokálnost v druhé složce, t.j. X = X̃ ∈ T(M) je
libovolné vektorové pole a chceme ukázat, že ∇XY |p = ∇X Ỹ |p, pokud Y = Ỹ na okoĺı bodu
p ∈ M . Dı́ky linearitě, stač́ı ukázat, že ∇XY |p = 0, pokud Y = 0 na okoĺı bodu p ∈ M .
Uvažujme testovaćı funkci ξ ∈ C∞(M) takovou, že supp ξ ⊂ U a ξ(p) = 1. Jelikož Y = 0
na U , plat́ı, že ξY = 0 naM . Linearita nad R implikuje ∇X(ξY ) = ∇X(0ξY ) = 0∇X(ξY ) =
0. Leibnizovo pravidlo pak dává

0 = ∇X(ξY ) = (Xξ)Y + ξ∇XY .

Z toho nakonec dostáváme požadované tvrzeńı ∇XY |p = −(Xξ)Y |p = 0, poněvadž ξ(p) = 1
a Y = 0 na supp ξ.

Lokálnost v 2. složce. Nyńı uvažujme lokálnost v prvńı složce, t.j. Y = Ỹ ∈ T(M) je
libovolné vektorové pole a chceme ukázat, že ∇XY |p = ∇X̃Y |p, pokud X = X̃ na okoĺı
bodu p ∈ M . Dı́ky linearitě, stač́ı ukázat, že ∇XY |p = 0, pokud X = 0 na okoĺı bodu
p ∈ M . Obdobně jako výše linearita nad R implikuje ∇ξX(Y ) = 0. Linearita nad C∞(M)
pak dává

0 = ∇ξX(Y ) = ξ∇XY ,

odkud rovnou ∇XY |p = 0, poněvadž ξ(p) = 1.

Lokálnost v obou složkách. Nakonec d́ıky linearitě plat́ı

∇XY |p = ∇X−X̃Y |p︸ ︷︷ ︸
=0

+∇X̃Y |p = ∇X̃(Y − Ỹ )|p︸ ︷︷ ︸
=0

+∇X̃ Ỹ |p ,

což je obecné tvrzeńı, jež jsme chtěli dokázat.

Jedná se dokonce o superlokálńı operátor v prvńı složce v tomto smyslu:

Tvrzeńı 2.3. ∀X, X̃, Y ∈ T(M),

Xp = X̃p =⇒ ∇XY |p = ∇X̃Y |p .

D̊ukaz. Dı́ky linearitě, stač́ı ukázat, že ∇XY |p = 0, pokud Xp = 0. Zvolme souřadnicové
okoĺı U bodu p ∈ M se souřadnicemi x. Potom

∇XY |p = ∇Xi ∂

∂xi
Y |p = X i(p)∇ ∂

∂xi
Y |p = 0 .

Zde prvńı rovnost využ́ıvá Tvrzeńı 2.2 (d́ıky lokálnosti se lze při výpočtu ∇XY |p omezit
na U) a druhá rovnost je linearita nad C∞(M) v prvńı složce.

Je-li dán lokálńı repér (E1, . . . , En) pro TM na otevřené množině U ⊂ M , pak existuje n3

hladkých funkćı Γk
ij : U → R (i, j, k = 1, . . . , n) zvaných Christoffelovy symboly, jež splňuj́ı

rozklad do báze

∇Ei
Ej =: Γk

ij Ek .
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Pro libovolná vektorová pole X = X iEi a Y = Y iEi pak z vlastnost́ı konexe snadno
odvod́ıme vztah

∇XY = ∇X(Y
jEj) = (XY j)Ej + Y j∇XEj

= (XY j)Ej + Y j∇XiEi
Ej = (XY j)Ej + Y jX i∇Ei

Ej

= (XY k +X iY jΓk
ij)Ek .

Speciálně pro souřadnicový repér máme

∇XY =

(
X i ∂Y

k

∂xi
+X iY jΓk

ij

)
∂

∂xk
. (2.1)

Vid́ıme, že akce ∇ na U je zcela určena Christoffelovými symboly, symbolicky:

∇
1−1
←→ {Γk

ij}
n
i,j,k=1 .

Užit́ım této korespondence a rozkladu jedničky vid́ıme, že pro každou varietu existuje afinńı
konexe (také vid́ıme, že je jich nekonečně mnoho).

Př́ıklad 2.4 (Eukleidovská konexe). Na eukleidovském prostoru definujeme eukleidovskou
konexi ∇̄ předpisem

∇̄XY := (XY j)
∂

∂xj
,

kde Y = Y j ∂
∂xj

. Odpov́ıdaj́ıćı Christoffelovy symboly jsou zřejmě identicky rovny nule,

Γ̄k
ij = 0. ∇̄XY je tedy vektorové pole, jehož komponenty jsou směrové derivace komponent Y

ve směru X . ♦

2.2 Kovariantńı derivace podél křivek

Necht’ γ je hladká křivka na varietě M , tedy hladké zobrazeńı γ : I →M , kde I je libovolný
interval. Tečný vektor (neboli rychlost) γ′(t0) v bodě t0 ∈ I je invariantně definovaný přes
tečné zobrazeńı

γ′(t0) = γ∗
d
dt

∣∣
t0
∈ Tγ(t0)M ,

kde d
dt

∣∣
t0
je standardńı souřadnicová báze pro Tt0I, tedy bereme mapu t : I → R : {t 7→ t}.

Vektorové pole podél křivky γ : I →M je zobrazeńı

V : I → TM splňuj́ıćı ∀t ∈ I, V (t) ∈ Tγ(t)M .

Množinu všech hkladkých vektorových poĺı označ́ıme symbolem T(γ). Rychlost (tečný vektor
ke křivce) je kanonickým př́ıkladem vektorového pole podél křivky. Jiným př́ıkladem je
normálový vektor.

Všimněte si, že vektorové pole podél křivky γ na M neńı nezbytně rozšǐritelné na vektorové
pole varietyM (a to ani lokálně). Řekneme, že V ∈ T(γ) je rozšiřitelné vektorové pole podél
křivky γ : I → M , pokud existuje Ṽ ∈ T(M) (definované alespoň na okoĺı obrazu křivky)
takové, že Ṽγ(t) = V (t) pro všechna t ∈ I.
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Pokud V ∈ T(γ) je rozšǐritelné vektorové pole podél křivky γ : I →M , má smysl definovat
jiné vektorové pole DtV podél křivky γ předpisem

(DtV )(t) := ∇γ′(t)Ṽ
∣∣
γ(t)

,

jemuž budeme ř́ıkat kovariantńı derivace V podél γ. Je ovšem třeba ukázat, že definice
nezáviśı na volbě rozš́ı̌reńı. Následuj́ıćı tvrzeńı ř́ıká mnohem v́ıc; vskutku, umožňuje nám
uvažovat kovariantńı derivaci vektorových poĺı, jež jsou definována pouze podél γ (nejsou
nezbytně rozšǐritelná).

Tvrzeńı 2.5. Necht’ ∇ je afinńı konexe na M .

∀γ : I → M, ∃! Dt : T(γ)→ T(γ)

splňuj́ıćı následuj́ıćı vlastnosti:

(a) ∀V1, V2 ∈ T(γ), a1, a2 ∈ R, (linearita nad R)

Dt(a1V1 + a2V2) = a1DtV1 + a2DtV2 ;

(b) ∀V ∈ T(γ), f ∈ C∞(I), (Leibnizovo pravidlo)

Dt(fV ) = f ′V + fDtV ;

(c) ∀ rozšiřitelné V ∈ T(γ), (souvislost s konex́ı)

(DtV )(t) = ∇γ′(t)Ṽ
∣∣
γ(t)

.

D̊ukaz. Nejdř́ıve ukažme jednoznačnost takovéhoto operátoru Dt. Necht’ t0 ∈ I a uvažujme
souřadnicový systém (x, U) variety M takový, že γ(t0) ∈ U . Pro V ∈ T(γ) a t bĺızko t0
můžeme psát

V (t) = V j(t)
∂

∂xj

∣∣∣∣
γ(t)

a γ′(t) = γj
′
(t)

∂

∂xj

∣∣∣∣
γ(t)

,

kde souřadnicové funkce V k a γj
′
(t) := (xj ◦ γ)′(t) jsou jednoznačně určeny. Z vlastnost́ı

(a)–(b) plyne

(DtV )(t) = V j ′(t)
∂

∂xj

∣∣∣∣
γ(t)

+ V j(t) Dt
∂

∂xj

∣∣∣∣
γ(t)

.

Z vlastnosti (c) pak plyne

Dt
∂

∂xj

∣∣∣∣
γ(t)

= ∇γ′(t)
∂

∂xj
= γ′

i
(t) ∇ ∂

∂xi
|
γ(t)

∂

∂xj
= γ′

i
(t) Γk

ij(γ(t))
∂

∂xk

∣∣∣∣
γ(t)

.

Dohromady tedy dostáváme lokálńı formulku

(DtV )(t) =
(
V k′(t) + γ′

i
(t) V j(t) Γk

ij(γ(t))
) ∂

∂xk

∣∣∣∣
γ(t)

, (2.2)
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jež je určena jednoznačně.

Nyńı ukažme existenci. Pokud je obraz křivky γ(I) pokryt jednou souřadnicovou mapou,
definujeme DtV formulkou (2.2) (a požadované vlastnosti (a)–(c) je jednoduché ověřit).
V obecném př́ıpadě pokryjeme γ(I) souřadnicovými mapami a definujeme DtV formul-
kou (2.2) v každé mapě. Kompatibilita na překryt́ıch plyne z jednoznačnosti.

Poznámky 2.6.

(1) Poněvadž nepředpokládáme, že γ je regulárńı, Tvrzeńı 2.5 přǐrazuje poli V ∈ T(γ) hod-
notu (DtV )(t) i v bodech t, kde γ′(t) = 0. Tato hodnota neńı nezbytně nulová. Extrémńım
př́ıkladem je konstantńı křivka γ : I → M : {t 7→ p ∈ M}. Pak vektorové pole V ∈ T(γ) je
křivka v TpM a DtV je obyčejná derivace této křivky.

(2) Pokud je γ : I →M regulárńı, což zaručuje, že obraz γ((t0 − ε, t0 + ε)) je vložená pod-
varieta M pro t0 ∈ I a dostatečně malé ε > 0, pak vždy můžeme psát V (t) = Ṽ |γ(t) na okoĺı

bodu γ(t0), kde Ṽ ∈ T(M). Avšak toto rozš́ı̌reńı Ṽ neńı jednoznačné, tud́ıž podmı́nka (c)
sama o sobě neurčuje DtV . Potřebujeme rovněž podmı́nky (a)–(b), jež implikuj́ı super-
lokálnost Dt. Vskutku, formulka (2.2) ukazuje, že pro výpočet DtV je relevantńı pouze
funkce t 7→ Ṽ |γ(t).

2.3 Geodetiky

Kovariantńı derivace Dt umožňuje definovat zrychleńı křivky γ : I → M coby vektorové
pole t 7→ Dtγ

′(t). Zobecněńı př́ımek v eukleidovském prostoru (coby křivek s nulovým
zrychleńım) na variety je pak př́ımočaré.

Definice 2.7. γ je geodetika :⇐⇒ Dtγ
′ = 0.

V lokálńıch souřadnićıch x pǐsme γi := xi ◦ γ. Pak rovnice pro geodetiku zńı

γk
′′
(t) + Γk

ij(γ(t)) γ
i′(t) γj

′
(t) = 0 . (2.3)

Př́ıklad 2.8 (Geodetiky v Rn). Na varietě Rn s eukleidovskou konex́ı (Γ̄k
ij = 0) máme

(∀t ∈ I)

Dtγ
′(t) = γk

′′
(t)

∂

∂xk

∣∣∣∣
γ(t)

= 0 ⇐⇒ ∀k , γk
′′
(t) = 0

⇐⇒ ∀k , γk
′
(t) = C1︸ ︷︷ ︸

konstantńı rychlost

∧ γk(t) = C1t+ C2︸ ︷︷ ︸
př́ımka

.

Geodetiky v Rn jsou tedy př́ımky s konstantńı rychlost́ı (definice křivky v sobě zahrnuje
parametrizaci). ♦

Klasické věty o existenci a jednoznačnosti řešeńı obyčejných diferenciálńıch rovnic implikuj́ı
následuj́ıćı lokálńı existenci a jednoznačnost geodetik.
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Věta 2.9 (Existence a jednoznačnost geodetik).

∀p ∈M, V ∈ TpM, ∃! γ : (t0 − ε, t0 + ε)→ M︸ ︷︷ ︸
geodetika

{
γ(t0) = p ,

γ′(t0) = V .

Všimněte si, že zde nevylučujeme možnost V = 0, kdy geodetika γ bude konstantńı křivka
(definovaná pro libovolně velké ε) γ : R→M : {t 7→ p}.

Maximálńı geodetika s počátečńım bodem p ∈M a s počátečńı rychlost́ı V ∈ TpM je taková
geodetika γ : I →M , kde I ⊂ R je (otevřený) interval, jež nemůže být prodloužena na větš́ı
interval; budeme značit γV (bod p nemuśı být specifikován, jelikož ten lze zjistit vztahem
p = π(V ), kde π : TM →M je přirozená projekce). Definice je to dobrá, poněvadž Věta 2.9
zaručuje, že libovolné dvě geodetiky se shoduj́ı na společném definičńım oboru. Rovněž
plyne, že interval I je nezbytně otevřený.

2.4 Paralelńı přenos

Necht’ V ∈ T(γ) je vektorové pole podél křivky γ : I → M .

Definice 2.10. V je paralelńı podél γ :⇐⇒ DtV = 0.

Geodetika je tedy křivka, jež je charakterizována t́ım, že jej́ı tečný vektor je paralelńı podél
této křivky:

γ je geodetika ⇐⇒ γ′ je paralelńı podél γ .

Následuj́ıćı věta je analogíı Věty 2.9. Ovšem nyńı dostáváme globálńı tvrzeńı, poněvadž se
v pozad́ı jedná o lineárńı obyčejnou diferenciálńı rovnici.

Věta 2.11 (Paralelńı přenos).

∀γ : I →M, V0 ∈ TpM, t0 ∈ R, ∃! paralelńı vektorové pole V podél γ, V (t0) = V0 .

Vektorovému poli V z této věty budeme ř́ıkat paralelńı přenos vektoru V0 podél γ.

Př́ıklad 2.12 (Paralelńı přenos v Rn). Pro křivku γ : I → Rn a vektorové pole V (t) =
V i(t) ∂

∂xi

∣∣
γ(t)
∈ T(γ) máme

(DtV )(t) = V k′(t)
∂

∂xk

∣∣∣∣
γ(t)

= 0 ⇐⇒ ∀k , V k(t) = C︸ ︷︷ ︸
konstantńı komponenty

Paralelńı přenost daného vektoru V0 podél křivky γ v R
n tedy vede ke konstantńımu vek-

torovému poli v Rn, t.j. ke standardńımu obrázku paralelńıho vektorového pole. ♦
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Obrázek 2.1: Paralelńı přenost podél křivky v Rn.

Paralelńı přenos vysvětluje termı́n “konexe”, t.j. propojeńı bĺızkých tečných prostor̊u, a to
skrze zobrazeńı

Pt0t1 : Tγ(t0)M → Tγ(t1)M : {V0 7→ V (t1)} ,

kde V je paralelńı vektorové pole podél γ. Jedná se o (lineárńı) izomorfismus, jelikož jeho
inverze je paralelńı transport podle inverzně přeparametrizované křivky t 7→ γ(−t).

Tvrzeńı 2.13.

(DtV )(t0) = lim
t1→t0

P−1
t0t1V (t1)− V (t0)

t1 − t0

D̊ukaz. Necht’ (E0
1 , . . . , E

0
n) je báze v Tγ(t0)M . Necht’ (E1(t), . . . , En(t)) jsou odpov́ıdaj́ıćı pa-

ralelně přenesené vektory podél γ v bodě t. Poněvadž Ej(t) = Pt0tE
0
j a Pt0t je izomorfismus,

v́ıme, že se jedná opět o bázi v Tγ(t)M . Pǐsme V (t) =: V i(t)Ei(t). Potom máme

P−1
t0t1V (t1)− V (t0)

t1 − t0
=
V i(t1)P

−1
t0t1Ei(t1)− V i(t0)Ei(t0)

t− t0

=
V i(t1)Ei(t0)− V i(t0)Ei(t0)

t1 − t0

=
V i(t1)− V i(t0)

t1 − t0
Ei(t0)

−−−→
t1→t0

V i′(t0)Ei(t0) = Dt[V
i(t)Ei(t)]

∣∣
t=t0

= (DtV )(t0) ,

kde předposledńı rovnost plat́ı d́ıky tomu, že Ej jsou paralelně přenesené vektory.

2.5 Kovariantńı derivace tenzor̊u

Definice 2.14. Necht’ T ∈ Tk(M) je tenzor řádu k ∈ N. Kovariantńı derivace ∇T tenzoru T
je tenzor řádu k + 1 definovaný vztahem, ∀Y1, . . . , Yk, X ∈ T(M),

(∇T )(Y1, . . . , Yk, X) := X
(
T (Y1, . . . , Yk)

)

− T (∇XY1, . . . , Yk)− · · · − T (Y1, . . . ,∇XYk) .
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Kovariantńı derivace T ∈ Tk(M) podle X ∈ T(M) je tenzor ∇XT řádu k definovaný vzta-
hem, ∀Y1, . . . , Yk ∈ T(M),

(∇XT )(Y1, . . . , Yk) := (∇T )(Y1, . . . , Yk, X) .

Nyńı uved’me několik argument̊u, jež ukazuj́ı, že uvedená definice je právě ta přirozená.

• Skaláry Ve speciálńım př́ıpadě k = 0, kdy tenzory řádu 0 identifikujeme se skalárńımi
funkcemi, dostáváme

(∇f)(X) = Xf = ∇Xf , (2.4)

kde f ∈ T0(M) = C∞(M). Připomenut́ım definice diferenciálu (0.10), dostáváme rovnost
∇f = df . Kovariantńı derivace skaláru je obyčejná směrová derivace.

Definujme kovariantńı hessián funkce f předpisem ∇2f := ∇(∇f), což je podle definice
tenzor řádu 2. Pro libovolná vektorová pole X, Y ∈ T(M) máme vztah

∇2f(X, Y ) = (∇Y df)(X) = Y df(X)− df ∇YX = Y (Xf)− (∇YX)f .

V lokálńıch souřadnićıch

∇2f(X, Y ) = X iY j

(
∂2f

∂xi∂xj
− Γk

ji

∂f

∂xk

)
. (2.5)

• Funkcionály Obecněji uvažujme ω ∈ T1(M). Pro libovolná vektorová pole X, Y ∈ T(M)
máme vztah

(∇Xω)(Y ) = (∇ω)(Y,X) = Xω(Y )− ω(∇XY ) . (2.6)

Funkci ω(Y ) lze chápat jako kontrakci tr(ω⊗Y ) (tenzorový součin funkcionálu a vektoru lze
zavést analogicky jako (0.11)) a obdobně pro ostatńı akce funkcionál̊u vystupuj́ıćıch v této
rovnosti. Zároveň Xω(Y ) je kovariantńı derivace skaláru ω(Y ). Definičńı vztah (2.6) lze tedy
přepsat takto

∇X tr(ω ⊗ Y ) = tr(∇Xω ⊗ Y ) + tr(ω ⊗∇XY ) .

Definice 2.14 tedy plyne přirozeně, pokud máme definované kovariantńı derivace vektor̊u a
skalár̊u a zároveň vyžadujeme “komutativitu s kontrakcemi” a “Leibnizovo pravidlo vzhle-
dem k tenzorovému součinu”. T́ımto zp̊usobem lze rozš́ı̌rit pojem kovariantńı derivace na
obecné tenzory, nejen kovariantńı.

• Paralelńı repér Pro obecné kovariantńı tenzory uvažujme bod p ∈M , pole X ∈ T(M) a

křivku γ : (−ε, ε)→M s ε > 0 splňuj́ıćı

γ(0) = p a γ′(t) = Xγ(t) .

Podle dř́ıve zavedené terminologie (viz Kapitola 0.15), křivka γ je trajektorie vektorového
pole X , jež procháźı bodem p v čase nula. Necht’ (E0

1 , . . . , E
0
n) je báze v TpM a necht’

(E1(t), . . . , En(t)) jsou odpov́ıdaj́ıćı paralelně přenesené vektory podél γ v bodě t. Pro
souřadnice T v tomto repéru pǐsme

Ti1...ik(t) := T (Ei1, . . . , Eik)|γ(t) ,

(∇XT )i1...ik(t) := (∇XT )(Ei1, . . . , Eik)|γ(t) .
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Potom Definice 2.14 implikuje

(∇XT )i1...ik(t) = T ′
i1...ik

(t)− T (∇XEi1 , . . . , Eik)|γ(t) − · · · − T (Ei1 , . . . ,∇XEik)|γ(t) .

Poněvadž ∇XEij

∣∣
γ(t)

= 0, dostáváme

(∇XT )i1...ik = T ′
i1...ik

.

V tomto speciálńım repéru jsou tedy souřadnice kovariantńı derivace ∇XT obyčejné derivace
souřadnic T .

Nakonec zmiňme, že v souřadnićıch bývá zvykem kovariantńı derivaci značit středńıkem.
Parciálńı derivace se pak označuj́ı čárkou. Vztah (2.4) tedy můžeme přepsat takto

∇f = f;i dx
i , kde f;i = f,i .

Formulku pro hessián (2.5) lze přepsat takto

∇2f = f;ij dx
i ⊗ dxj , kde f;ij = f,ij − Γk

ji f,k .
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3 Riemannovská konexe

Prozat́ım nemáme žádný vztah mezi konex́ı a metrikou. Naš́ım ćılem je nyńı zvolit speciálńı
konexi, jež je “adaptovaná” na metriku. Naš́ı motivaćı, jak by tato konexe měla vypadat,
jsou podvariety v eukleidovském prostoru.

3.1 Motivace: Tečná konexe podvariet

Necht’ Mn ⊂ Rm je vložená podvarieta a ι : Mn → Rm je odpov́ıdaj́ıćı vložeńı. Definujme
tečnou konexi na M předpisem

∇⊤ : T(M)× T(M)→ T(M) :
{
(X, Y ) 7→ π⊤(∇̄X̃ Ỹ |M)

}
,

kde ∇̄ je eukleidovská konexe v Rm (viz Př́ıklad 2.4), symboly X̃, Ỹ ∈ T(Rm) znač́ıme
libovolné rozš́ı̌reńı vektorových poĺı X, Y ∈ T(M) na vektorová pole v T(Rm) a hladký
homeomorfismus

π⊤ : TRm|M → TM

v libovolném bodě p ∈M definuje ortogonálńı projekci π⊤
p : TpR

m → TpM . Budeme zkraco-
vat π⊤Z =: Z⊤. Rovněž zavád́ıme Z⊥ := Z ⊖ Z⊤ a odpov́ıdaj́ıćı projektor do normálového
prostoru M znač́ıme π⊥.

Je ∇⊤ dobře definovaná?

• ∇⊤
XY nezáviśı na volbě rozš́ı̌reńı X , protože ∇̄X̃ Ỹ je superlokálńı v prvńı složce (Tvr-

zeńı 2.3), odkud ∇̄X̃ Ỹ |p záviśı pouze na X̃p = Xp.

• ∇⊤
XY nezáviśı na volbě rozš́ı̌reńı Y , protože ∇̄X̃ Ỹ |p záviśı pouze na Ỹ podél křivky,

jej́ıž tečný vektor v p je Xp (Poznámka 2.6(2)), a křivku můžeme zvolit lež́ıćı v M .

• Hladkost lze ověřit vyjádřeńım ∇̄X̃ Ỹ v adaptovaném ortonormálńım repéru, což je
takový ortonormálńı repér (E1, . . . , Em) na TR

m, že (E1, . . . , En) je ortonormálńı repér
na TM (viz Lemma 6.1).

Je ∇⊤ konexe?

• Linearita nad C∞(M) v prvńı složce (X) je zřejmá.

• Linearita nad R v druhé složce (Y ) je rovněž zřejmá.

• Zbývá ověřit Leibnizovo pravidlo. Necht’ X, Y ∈ T(M), f ∈ C∞(M) a f̃ ∈ C∞(Rm)
je hladké rozš́ı̌reńı funkce f . Potom

∇⊤
X(fY ) = π⊤[∇̄X̃(f̃ Ỹ )|M ]

= π⊤[(X̃f̃)Ỹ |M ] + π⊤[f̃∇̄X̃ Ỹ |M ]

= (X̃f̃)|M π⊤[Ỹ |M ] + f̃ |M π⊤[∇̄X̃ Ỹ |M ]

= (Xf) Y + f ∇⊤
XY ,

což je požadovaný vztah. Zde jsme mimo jiné využili linearity projekce π⊤, vlastnosti
(X̃f̃)|M = (Xf) (lze opět využ́ıt adaptovaný ortonormálńı repér a Eif̃ |M = Eif pro
i ∈ {1, . . . , n}) a π⊤[Ỹ |M ] = Y (poněvadž Ỹ |M = Y ).

Nadále budeme vlnovky vynechávat.
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3.1.1 Kompatibilita s metrikou

Pod́ıvejme se, jak přirozené konexe ∇̄ a ∇⊤ p̊usob́ı na riemannovské metriky ḡ a g⊤ := ι∗ḡ.

Začněme eukleidovskou metrikou:

∇̄X ḡ(Y, Z) = ∇̄X(δijY
iZj) = X(δijY

iZj) = Xk ∂

∂xk
(δijY

iZj)

= Xkδij

(
∂Y i

∂xk
Zj + Y i∂Z

j

∂xk

)

= X(Y i)δijZ
j + Y iδijX(Zj)

= ḡ(∇̄XY, Z) + ḡ(Y, ∇̄XZ) .

Pokud konexe splňuje takovéto Leibnizovo pravidlo vzhledem k metrice, ř́ıkáme, že konexe je
kompatibilńı s metrikou. Eukleidovská konexe je tedy kompatibilńı s eukleidovskou metrikou.

Následuj́ıćı výpočet ukazuje, že rovněž tečná konexe je kompatibilńı s indukovanou metrikou.

∇⊤
X g

⊤(Y, Z) |p = Xg⊤(Y, Z)|p = Xḡ(Y, Z)|p = ∇̄X ḡ(Y, Z)|p

= ḡp
(
∇̄XY |p, Zp

)
+ ḡp

(
Yp, ∇̄XZ|p

)

= ḡp
(
(∇̄XY )⊤|p + (∇̄XY )⊥|p, Zp

)
+ ḡp

(
Yp, (∇̄XZ)

⊤|p + (∇̄XZ)
⊥|p
)

= ḡp
(
(∇̄XY )⊤|p, Zp

)
+ ḡp

(
Yp, (∇̄XZ)

⊤|p
)

= g⊤(∇⊤
XY, Z) + g⊤(Y,∇⊤

XZ) |p .

3.1.2 Symetrie

Eukleidovská konexe je nav́ıc zřejmě symetrická v tomto smyslu

∇̄XY − ∇̄YX = [X, Y ] ,

kde [X, Y ] := XY − Y X je Lieova závorka z Kapitoly 0.15.

Tato symetrie rovněž plat́ı pro tečnou konexi:

∇⊤
XY −∇

⊤
YX |p = π⊤

(
∇̄XY |p − ∇̄YX|p

)

= π⊤[X, Y ]|p

= [X, Y ] |p .

Zde posledńı rovnost plat́ı z d̊uvodu, že [X, Y ]|p je tečný vektor, pokud Xp, Yp jsou tečné.

3.2 Definice a vlastnosti

Necht’ M je nyńı libovolná varieta vybavená riemannovskou metrikou g a konex́ı ∇.

Definice 3.1. ∇ je kompatibilńı s g, pokud ∀X, Y, Z ∈ T(M),

∇Xg(Y, Z) = g(∇XY, Z) + g(Y,∇XZ) .
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Zde ∇Xg(Y, Z) znamená kovariantńı derivaci funkce g(Y, Z) podle X , tedy ∇Xg(Y, Z) =
Xg(Y, Z).

Důležitost kompatibility konexe s metrikou plyne z následuj́ıćıho tvrzeńı.

Tvrzeńı 3.2. Následuj́ıćı vlastnosti jsou ekvivalentńı:

(i) ∇ je kompatibilńı s g.

(ii) ∇g = 0.

(iii) ∀γ, V,W ∈ T(γ),
d

dt
g(V,W ) = g(DtV,W ) + g(V,DtW ).

(iv) ∀γ, paralelńı V,W ∈ T(γ), g(V,W ) = const.

(v) ∀γ, t0, t1 ∈ I, Pt0t1 : Tγ(t0)M → Tγ(t1)M je izometrie.

Zde γ : I →M : {t 7→ γ(t)} je křivka.

D̊ukaz. Platnost tvrzeńı dokážeme jako platnost jednotlivých ekvivalenćı.

(i) ⇔ (ii) Připomenut́ım Definice 2.14, plat́ı

∇g(X, Y, Z) = Z(g(X, Y ))− g(∇ZX, Y )− g(X,∇ZY ) ,

odkud dostáváme požadovanou ekvivalenci.

(i) ⇔ (iii) Implikace ⇒ je zřejmá. Předpokládejme nyńı (iii) a necht’ γ : (−ε, ε) → M je

hladká křivka s ε > 0 splňuj́ıćı γ(0) = p ∈ M a γ′(0) = Xp. Potom

Xp〈Y, Z〉 = (〈Y, Z〉 ◦ γ)′(0) = 〈DtY, Z〉|p + 〈Y,DtZ〉|p = 〈∇XpY, Z〉|p + 〈Y,∇XpZ〉|p .

Poněvadž bod p je libovolný, dostáváme (i).

(iii) ⇔ (iv) Implikace ⇒ je zřejmá. Pro opačnou implikaci uvažujme křivku γ : I → M

a bod t0 ∈ I. Zvolme ortonormálńı bázi (E0
1 , . . . , E

0
n) tečného prostoru Tγ(t0)M . Necht’

(E1(t), . . . , En(t)) jsou odpov́ıdaj́ıćı paralelně přenesené vektory podél γ v bodě t ∈ I.
Z vlastnosti (iv) plyne, že (E1(t), . . . , En(t)) je ortonormálńı báze Tγ(t)M pro každé t ∈ I.
Pǐsme V = V iEi a W = W iEi, kde V

i a W i jsou hladké funkce na I. Poněvadž DtEi = 0,
plat́ı DtV = V i′Ei a DtW = W i′Ei. Tud́ıž

〈DtV,W 〉+ 〈V,DtW 〉 = V i′W j〈Ei, Ej〉+ V iW j ′〈Ei, Ej〉 = (δijV
iW j)′ = 〈V,W 〉′ .

(iv) ⇔ (v) Poněvadž 〈V (t1),W (t1)〉 = 〈Pt0t1V (t0), Pt0t1W (t0)〉, tato ekvivalence je zřejmá.

Definice 3.3. ∇ je symetrická, pokud ∀X, Y ∈ T(M),

∇XY −∇YX = [X, Y ] .
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Terminologie je vysvětlena následuj́ıćım tvrzeńım.

Tvrzeńı 3.4. Necht’ (M, g) je riemannovská varieta s konex́ı ∇. Pak následuj́ıćı vlastnosti
jsou ekvivalentńı:

(i) ∇ je symetrická.

(ii) ∀ souřadnicový repér, Γk
ij = Γk

ji. (Christoffelovy symboly jsou symetrické)

(iii) ∀f ∈ C∞(M), ∇2f je symetrický. (hessián je symetrický)

D̊ukaz. V lokálńıch souřadnićıch pǐsme X = X i ∂
∂xi a Y = Y i ∂

∂xi . Potom

∇XY −∇YX =

(
X i∂Y

k

∂xi
+X iY jΓk

ij − Y
i∂X

k

∂xi
+ Y iXjΓk

ij

)
∂

∂xk

= [X, Y ] +X iY j(Γk
ij − Γk

ji)
∂

∂xk
,

odkud plyne ekvivalence (i) ⇔ (ii). Ekvivalence s (iii) pak plyne z formulky (2.5).

U tvrzeńı (ii) je d̊uležité, že se jedná o souřadnicový repér.

3.3 Fundamentálńı lemma riemannovské geometrie

Symetrie a kompatibilita s metrikou jsou tak užitečné vlastnosti (zvláště pro konstrukci
geodetik), že bychom chtěli pracovat s konexemi, jež takové vlastnosti splňuj́ı. Existuj́ı však
takovéto konexe pro libovolnou varietu? Kolik jich je? Následuj́ıćı věta ukazuje, že stav věćı
je ideálńı: Takováto konexe vždy existuje a je určena jednoznačně. Řı́ká se j́ı riemannovská
(či Levi–Civitova) konexe.

Věta 3.5 (Fundamentálńı lemma riemannovské geometrie).

∀(M, g), ∃!∇ symetrická a kompatibilńı s g .

D̊ukaz. Dokažme jednotlivá tvrzeńı věty postupně.

Jednoznačnost Necht’ X, Y, Z ∈ T(M). Užit́ım kompatibility s metrikou a symetrie máme
následuj́ıćı identity (druhé dvě jsou varianty prvńı po cyklické permutaci):

⊕ X〈Y, Z〉 = 〈∇XY, Z〉+ 〈Y,∇XZ〉 = 〈∇XY, Z〉+ 〈Y,∇ZX〉+ 〈Y, [X,Z]〉 ,

⊕ Y 〈Z,X〉 = 〈∇Y Z,X〉+ 〈Z,∇YX〉 = 〈∇Y Z,X〉+ 〈Z,∇XY 〉+ 〈Z, [Y,X ]〉 ,

⊖ Z〈X, Y 〉 = 〈∇ZX, Y 〉+ 〈X,∇ZY 〉 = 〈∇ZX, Y 〉+ 〈X,∇Y Z〉+ 〈X, [Z, Y ]〉 .

Odečteme-li posledńı identitu od součtu prvńıch dvou, modré a zelené členy se vyruš́ı a
dostaneme vztah

X〈Y, Z〉+ Y 〈Z,X〉 − Z〈X, Y 〉 = 2〈∇XY, Z〉+ 〈Y, [X,Z]〉+ 〈Z, [Y,X ]〉 − 〈X, [Z, Y ]〉 .
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Ten můžeme přerovnat takovýmto zp̊usobem

〈∇XY, Z〉 =
1

2

{
X〈Y, Z〉+Y 〈Z,X〉−Z〈X, Y 〉−〈Y, [X,Z]〉−〈Z, [Y,X ]〉+〈X, [Z, Y ]〉

}
, (3.1)

kde pravá strana nezáviśı na konexi ∇. Pokud je tedy ∇̃ jiná konexe, jež je symetrická a
kompatibilńı s metrikou g, dostáváme rovnost

〈∇XY − ∇̃XY, Z〉 = 0 .

Z libovolnosti vektoru Z dostáváme ∇XY = ∇̃XY . Z libovolnosti vektor̊u X, Y pak ∇ = ∇̃.

Existence Stač́ı ukázat existenci v jedné libovolné souřadnicové mapě, poněvadž jedno-
značnost zaručuje, že konexe zkonstruované na r̊uzných mapách se nezbytně shoduj́ı na
překryt́ıch. V libovolné souřadnicové mapě je vztah (3.1) ekvivalentńı rovnosti

〈∇ ∂

∂xi

∂
∂xj ,

∂
∂xk 〉 =

1
2

{
∂
∂xi 〈

∂
∂xj ,

∂
∂xk 〉+

∂
∂xj 〈

∂
∂xk ,

∂
∂xi 〉 −

∂
∂xk 〈

∂
∂xi ,

∂
∂xj 〉

}

poněvadž Lieovy závorky jsou nula pro vektory souřadnicové báze. Připomeneme-li definici
koeficient̊u metriky gij = 〈

∂
∂xi ,

∂
∂xj 〉 a Christoffelových symbol̊u ∇ ∂

∂xi

∂
∂xj = Γm

ij
∂

∂xm , je rovnost

výše ekvivalentńı formulce

Γm
ij gmk =

1

2

{
∂gjk
∂xi

+
∂gki
∂xj
−
∂gij
∂xk

}
.

Vynásobeńım obou stran gkl a povšimnut́ım si, že gmkg
kl = δlm, nakonec dostáváme

Γl
ij =

1

2
gkl
{
∂gjk
∂xi

+
∂gki
∂xj
−
∂gij
∂xk

}
. (3.2)

Tyto Christoffelovy symboly jistě definuj́ı konexi ve zvolené souřadnicové mapě. Zbývá
ukázat, že je symetrická a kompatibilńı s metrikou.

Symetrie Poněvadž Christoffelovy symboly definované formulkou (3.2) splňuj́ı zřejmou sy-

metrii Γl
ij = Γl

ji, plat́ı

∇XY −∇YX =

(
X l∂Y

k

∂xl
+ Γk

ijX
iY j

)
∂

∂xk
−

(
Y l∂X

k

∂xl
+ Γk

ijY
iXj

)
∂

∂xk

=

(
X l∂Y

k

∂xl
− Y l∂X

k

∂xl

)
∂

∂xk

= [X, Y ] .

Kompatibilita Podle Tvrzeńı 3.2 stač́ı ukázat ∇g = 0. Užit́ım formulky (3.2) máme

gij;k = gij,k − Γl
ki glj − Γl

kj gil

= gij,k −
1
2
glm(−gki,m + gim,k + gmk,i) glj −

1
2
glm(−gkj,m + gjm,k + gmk,j) gil

= gij,k −
1
2
(−gki,j+gij,k+gjk,i)−

1
2
(−gkj,i+gji,k+gik,j)

= gij,k − gij,k = 0 .
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Jako bonus tohoto d̊ukazu jsme dostali explicitńı formulku (3.2) pro výpočet Christoffelových
symbol̊u riemannovské konexe v libovolné souřadnicové mapě. Připomeneme-li, že jsme se
dohodli značit parciálńı derivace čárkou, můžeme tuto formulku přepsat takto

Γl
ij =

1
2
gkl (−gij,k + gjk,i + gki,j) . (3.3)

Tento vztah je snadno zapamatovatelný jako Γl
ij = gkl Γijk, kde Γijk :=

1
2
(−gij,k+gjk,i+gki,j)

se zkonstruuje tak, že začneme požadovanými indexy s minusem a pak cyklicky permutujeme
s plusy.

Geodetiky spočtené vzhledem k riemannovské konexi budeme nazývat riemannovské geode-
tiky. Poněvadž od nyněǰska budeme vždy pracovat s riemannovskou konex́ı, budeme obvykle
vynechávat př́ıvlastek “riemannovské”. Z Tvrzeńı 3.2(iv) dostáváme následuj́ıćı d̊usledek.

Důsledek 3.6. Riemannovské geodetiky maj́ı konstantńı rychlost.

Nakonec argumentujme, že riemannovská konexe je skutečně ta přirozená.

Tvrzeńı 3.7 (Přirozenost riemannovské konexe). Necht’ ϕ : (M, g) → (M̃, g̃) je izometrie.
Potom

(i) ∀X, Y ∈ T(M) , ϕ∗(∇XY ) = ∇̃ϕ∗X ϕ∗Y ;

(ii) ∀γ , ∀V ∈ T(γ) , ϕ∗(DtV ) = D̃t ϕ∗V ;

(iii) γ je geodetika naM

{
γ(0) = p

γ̇(0) = V

}
=⇒ γ̃ := ϕ◦γ je geodetika na M̃

{
γ̃(0) = ϕ(p)

˙̃γ(0) = ϕ∗V

}
.

D̊ukaz.

ad (i) Definujme indukovanou (pull-back) konexi

ϕ∗∇̃ : T(M)× T(M)→ T(M) :
{
(X, Y ) 7→ ϕ−1

∗ ∇̃ϕ∗X ϕ∗Y
}
.

Přenecháváme čtenáři d̊ukaz, že se skutečně jedná o konexi, jež je nav́ıc symetrická a kom-
patibilńı s g. Potom požadované tvrzeńı plyne z fundamentálńı Věty 3.5.

ad (ii) Definujme indukovanou kovariantńı derivaci podél γ analogickým vztahem

ϕ∗Dt : T(γ)→ T(γ) :
{
V 7→ ϕ−1

∗ D̃t ϕ∗V
}
.

Přenecháváme čtenáři d̊ukaz, že ϕ∗Dt = Dt.

ad (iii) Posledńı tvrzeńı je d̊usledkem předcházej́ıćıho.

3.4 Geodetiky na modelových prostorech

Pod́ıvejme se, jak vypadaj́ı geodetiky na modelových prostorech.
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Př́ıklad 3.8 (Rotačńı plochy). Připomenut́ım Př́ıkladu 1.12 a užit́ım vztahu (3.3) snadno
ověř́ıme, že všechny Christoffelovy symboly v souřadnićıch (s, ϕ) jsou nula kromě

Γ1
22 = −rr

′ a Γ2
12 = Γ2

21 =
r′

r
.

Odtud snadno odvod́ıme geodetické rovnice (viz (2.3))

s′′(t)− r(s(t)) r′(s(t))ϕ′(t)2 = 0 a ϕ′′(t) + 2
r′(s(t))

r(s(t))
s′(t)ϕ′(t) = 0 . (3.4)

Pro druhou diferenciálńı rovnici okamžitě nacháźıme obecné řešeńı

ϕ′(t) =
c1

r(s(t))2

kde c1 ∈ R. Zaměřme se na geodetiky zač́ınaj́ıćı v pólu p := (0, 0, 0) s rychlost́ı V :=
(cosϕ0, sinϕ0, 0), kde ϕ0 ∈ (0, 2π). Poněvadž hledaná křivka γ(t) := π(s(t), ϕ(t)) by měla
v čase t = 0 procházet pólem, nezbytně limt→0 s(t) = 0. Odtud c1 = 0, poněvadž r(0) = 0 a
hledané řešeńı muśı být hladké, alespoň pro malé časy. Dosazeńım tohoto výsledku ϕ′ = 0
do prvńı rovnice v (3.4) dostáváme s′′(t) = 0, což vede na obecné řešeńı

s(t) = c2t+ c3 ,

kde c2, c3 ∈ R. Opět, z počátečńı podmı́nky γ(0) = p dostáváme c3 = 0. Tečný vektor
splňuje

γ′(t) =



r′(s(t))s′(t) cosϕ(t)
r′(s(t))s′(t) sinϕ(t)

z′(s(t))s′(t)


−



−r(s(t))ϕ′(t) sinϕ(t)
r(s(t))ϕ′(t) cosϕ(t)

0


 .

Připomeňme, že r(0) = 0 = z′(0) = 0 a r′(0) = 1. Podmı́nka limt→0 γ
′(t) = V0 pak implikuje

c2 = 1. Tedy hledané geodetiky jsou poledńıky ϕ(t) = ϕ0 parametrizované obloukem (viz
modré křivky vycházej́ıćı z pólu na Obrázku 3.1). ♦

Př́ıklad 3.9 (Sféra). Dvojdimenzionálńı sféra S2 z Př́ıkladu 1.8 je speciálńı př́ıklad rotačně
symetrických ploch uvažovaných v Př́ıkladech 1.12 a 3.8. Dı́ky homogennosti a izotropnosti
sféry lze každý jej́ı bod považovat za pól. Tud́ıž geodetiky na sféře jsou velké kružnice
(např́ıklad rovńık, viz Obrázek 3.2). ♦

Př́ıklad 3.10 (n-sféra). Poč́ıtáńı Christoffelových symbol̊u v hypersférických souřadnićıch
pro n-sféru Sn je poměrně pracné, jakmile n ≥ 3. To, že jej́ı geodetiky jsou výlučně
velké kružnice, lze však ukázat i alternativńım argumentem. Uvažujme geodetiku γ(t) ∼=
(x1(t), . . . , xn+1(t)) startuj́ıćı ze severńıho pólu N na hypersféře Sn s počátečńı rychlost́ı
∂

∂x1 . Předpokládejme, že geodetika neńı poledńık {x2 = · · · = xn=1 = 0}. Pak existuje čas
t0 > 0 a i ∈ {2, . . . , n+ 1} takový, že xi(t0) 6= 0. Lineárńı zobrazeńı

ϕ : Rn+1 → R
n+1 : {(x1, . . . , xi, . . . , xn+1) 7→ (x1, . . . ,−xi, . . . , xn+1)}
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Obrázek 3.1: Geodetiky vycházej́ıćı z pólu rotačńı plochy.

Obrázek 3.2: Tlusté modré křivky coby př́ıklady velkých kružnic na sféře S
2.

je izometrie sféry, jež zachovává pól N a počátečńı rychlost γ′(0). Podle Tvrzeńı 3.7 je ϕ ◦ γ
rovněž geodetika se stejným počátkem a počátečńı rychlost́ı, avšak (ϕ ◦ γ)(t0) 6= γ(t0), což
je spor s Větou 2.9. Dı́ky homogennosti a izotropnosti n-sféry lze tento argument rozš́ı̌rit
na jakýkoli jej́ı bod a počátečńı rychlost. ♦

Př́ıklad 3.11 (Hyperbolický prostor). Připomeňme definici hyperbolického prostoru Hn
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z Př́ıkladu 1.11. Podobně jako v předchoźım př́ıkladu lze ukázat, že v reprezentaci mo-
delem hyperboloidu jsou geodetiky velké hyperboly (čili pr̊uniky horńıho listy dvojlistého
hyperboloidu s rovinami procházej́ıćımi počátkem), viz např́ıklad tlusté modré křivky na
Obrázku 3.3.(a). V Poincarého kulovém modelu se jedná o části kružnic, jež prot́ınaj́ı hy-
persféru ∂Bn transverzálně (včetně degenerovaného př́ıpadu úsečky procházej́ıćı středem
koule Bn), viz Obrázek 3.3.(b). V Poincarého poloprostorovém modelu se jedná o polo-
kružnice se středem na nadrovině {xn = 0} (včetně degenerovaného př́ıpadu polopř́ımek),
viz Obrázek 3.3.(c). ♦

x
1

x
2

x
1

x
2

(a) model hyperboloidu (b) kulový model (c) poloprostorový model

Obrázek 3.3: Geodetiky v hyperbolickém prostoru Hn.

3.5 Laplacián

Necht’ f :M → R je hladká funkce. Připomeňme definici gradientu grad f z kapitolky 1.4.1,
zvláště pak vyjádřeńı (1.6) v lokálńıch souřadnićıch.

Pro hladké vektorové pole X ∈ T(M) definujeme divergenci X vztahem

divX := tr∇X ,

kde ∇X : T(M) → T(M) : {Y 7→ ∇YX} je totálńı kovariantńı derivace X . V lokálńıch
souřadnićıch x plat́ı

divX , =
∂X i

∂xi
+ Γi

ijX
j =

1√
|g|

∂

∂xj
(√
|g|Xj

)
,

kde |g| := det(gij). Zde prvńı rovnost je zřejmá z (2.1), zat́ımco druhá plyne z následuj́ıćıho
tyvrzeńı.

Lemma 3.12. Γi
ij =

(
log
√
|g|
)
,j
.

D̊ukaz. Z formulky (3.3) dostáváme

Γi
ij =

1
2
gki gki,j =

1
2
tr(g−1g,j) =

1
2
tr((log g),j) =

1
2
(tr log g),j =

1
2
(log det g),j ,

kde pro jednoduchost znač́ıme g := (gij).
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Nakonec definujeme laplacián (či Laplace–Beltrami operátor) funkce f obvyklým předpisem

∆f := div grad f .

V lokálńıch souřadnićıch x plat́ı

∆f =
1√
|g|

∂

∂xi

(√
|g| gij

∂f

∂xj

)
.
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4 Geodetiky a vzdálenost

Geodetiky jsme definovali coby křivky s nulovým zrychleńım. Ćılem této kapitolky je ukázat
následuj́ıćı souvislost geodetik se vzdálenost́ı:

vzdálenost minimalizuj́ıćı křivka =⇒ geodetika

⇐=︸︷︷︸
alespoň lokálně

4.1 Geodetický tok

Naš́ım prvńım krokem bude zjemněńı Věty 2.9 o existenci a jednoznačnosti geodetik.

Jakákoli hladká křivka t 7→ γ(t) na varietě M určuje křivku t 7→ (γ(t), γ′(t)) na tečném
svazku TM . Připomeňme tvar geodetické rovnice (2.3) v lokálńıch souřadnićıch x, kde
znač́ıme γi := (x ◦ γ)i. Označ́ıme-li dále γi

′
=: V i, pak (2.3) je ekvivalentńı systému

(
γk

V k

)′

=

(
V k

−Γk
ij V

iV j

)
=: Xk

( γ
γ′

). (4.1)

Připomeňme Tvrzeńı 0.5 o trajektoríıch vektorových poĺı, kde stač́ı vektorové pole X uva-
žovat definované na otevřeném okoĺı bodu p ∈ M . Pak formulka (4.1) definuje vektorové
pole X na TM , jehož trajektorie jsou křivky t 7→ (γ(t), γ′(t)). Toto vektorové pole se nazývá
geodetické pole a jeho tok se nazývá geodetický tok.

Uvažujme nyńı libovolný bod p ∈ M a souřadnicový systém (x, U) v tomto bodě. Aplikaćı
Tvrzeńı 0.5 na geodetické pole X dostáváme:

∃ okoĺı E bodu (p, 0) ∈ TM, δ > 0, ϕ ∈ C∞
(
(−δ, δ)× E, TM

)
,

kde ϕ je trajektorie geodetického pole X , jež je jednoznačně určená počátečńı podmı́nkou

ϕ(0, q, V ) = (q, V ) ∈ E .

Okoĺı E lze zvolit ve tvaru

E := {(q, V ) ∈ U1 × TqM : |V | < ε1} ,

kde U1 ⊂ U je okoĺı bodu p ∈ M a ε1 > 0. Definujeme-li γ : π ◦ ϕ, kde π : TM → M je
kanonická projekce, můžeme naše předchoźı poznatky shrnout do následuj́ıćıho tvrzeńı.

Tvrzeńı 4.1. Pro libovolný bod p ∈M existuje otevřená množina U ⊂M obsahuj́ıćı bod p,
č́ısla δ > 0 a ε > 0 a hladké zobrazeńı

γ : (−δ, δ)× {(q, V ) ∈ U × TqM : |V | < ε} → M

takové, že (−δ, δ) ∋ t 7→ γ(t, q, V ) je jediná geodetika na M , jež v čase t = 0 procháźı
bodem q rychlost́ı V , a to pro libovolnou volbu q ∈ U a V ∈ TqM s |V | < ε.

Předchoźı tvrzeńı ř́ıká, že pokud |V | < ε, geodetika t 7→ γ(t, q, V ) existuje na intervalu
(−δ, δ) a je jediná. Následuj́ıćı tvrzeńı ř́ıká, že lze zvýšit rychlost na úkor zmenšeńı časového
intervalu, a naopak.
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Lemma 4.2 (Škálovaćı lemma). Necht’ c > 0. Je-li geodetika t 7→ γ(t, q, V ) definovaná na
intervalu (−δ, δ), pak t 7→ γ(t, q, cV ) je geodetika definovaná na intervalu (−c−1δ, c−1δ) a
plat́ı

γ(t, q, cV ) = γ(ct, q, V ) .

D̊ukaz. Uvažujme křivky

γ1 : (−δ, δ)→ M : {t 7→ γ(t, q, V )} ,

γ2 : (−c
−1δ, c−1δ)→M : {t 7→ γ(ct, q, V )} .

Křivka γ1 je geodetika určená počátečńımi podmı́nkami γ1(0) = q a γ′1(0) = V . Vzhledem
k jednoznačnosti, stač́ı ukázat, že γ2 je geodetika určená počátečńımi podmı́nkami γ2(0) = q
a γ′2(0) = cV .

Počátečńı podmı́nky Počátečńı podmı́nka γ2(0) = q je zřejmá. Abychom zjisitili, jak vy-

padá tečný vektor γ′2(0), uvažujme souřadnicové reprezentace γi1 = xi ◦ γ1 a γi2 = xi ◦ γ2,
kde (x, U) je souřadnicový systém. Potom γi2(t) = γi1(ct) a klasická formulka pro derivaci
složené funkce dává

γi2
′
(t) = cγi1

′
(ct) .

Odtud speciálně γ2
′(0) = cγ′1(0) = cV .

Geodetická rovnice Necht’D
(1)
t aD

(2)
t znač́ı kovariantńı derivaci podél křivky γ1 a γ2. Potom

plat́ı

D
(2)
t γ′2(t) =

[
γk2

′′
(t) + Γk

ij(γ2(t)) γ
i
2
′
(t) γj2

′
(t)
] ∂

∂xk

∣∣∣∣
γ2(t)

=
[
c2 γk1

′′
(ct) + c2 Γk

ij(γ1(ct)) γ
i
1
′
(ct) γj1

′
(ct)
] ∂

∂xk

∣∣∣∣
γ(ct)

= c2D
(1)
t γ′(ct) = 0 .

Tedy γ2 je geodetika.

Tvrzeńı 4.1 společně s Lemma 4.2 umožňuj́ı zvolit časový interval geodetiky uniformně velký
na okoĺı bodu p (alternativně bychom mohli volit rychlosti uniformně velké na nějakém
malém okoĺı bodu p).

Tvrzeńı 4.3. Pro libovolný bod p ∈M existuje otevřená množina U ⊂M obsahuj́ıćı bod p,
č́ıslo ε > 0 a hladké zobrazeńı

γ : (−2, 2)× {(q, V ) ∈ U × TqM : |V | < ε} →M

takové, že (−2, 2) ∋ t 7→ γ(t, q, V ) je jediná geodetika na M , jež v čase t = 0 procháźı
bodem q rychlost́ı V , a to pro libovolnou volbu q ∈ U a V ∈ TqM s |V | < ε.
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4.2 Exponenciálńı zobrazeńı

Tvrzeńı 4.3 ospravedlňuje následuj́ıćı definici.

Definice 4.4. Exponenciálńı zobrazeńı je zobrazeńı

exp : E→M : {(q, V ) 7→ γ(1, q, V )} ,

kde
E := {(q, V ) ∈ U × TqM : |V | < ε} .

Množina E ⊂ TM se nazývá definičńı obor exponenciálńıho zobrazeńı. Všimněte si, že E je
otevřená podmnožina TM . Zobrazeńı exp je zřejmě hladké.

Zúžené zobrazeńı

expq := exp |Eq : Eq →M , kde Eq := E ∩ TqM = {V ∈ TqM : |V | < ε} ,

se nazývá zúžené exponenciálńı zobrazeńı. Všimněte si, že Eq je otevřená koule v TqM o po-
loměru ε a se středem v počátku. Je snadné vidět, že i zobrazeńı expq je hladké a expq(0) = q.
Geometricky je expq(V ) bod na M , na nějž se dostaneme v čase 1 při pohybu po geode-
tice procházej́ıćı bodem q rychlost́ı V (či ekvivaletně v čase |V | po geodetice procházej́ıćı
bodem q rychlost́ı V/|V |).

Lemma 4.5 (O normálńım okoĺı). ∀p ∈M , ∃ V ⊂ TpM︸ ︷︷ ︸
otevřené okoĺı 0

, U ⊂ M︸ ︷︷ ︸
otevřené okoĺı p

,

expp : V→ U je difeomorfismus.

D̊ukaz. Důkaz je založen na větě o inverzńı funkci, protože se ukáže, že tečné zobrazeńı
(expp)∗ : TTpM → TM je invertibilńı v nule.

Pro přehlednost v tomto d̊ukazu zd̊urazňujme bod, v němž se tečné zobrazeńı uvažuje.
Exponenciálńı zobrazeńı v bodě p ∈ M je zobrazeńı expp : TpM → M . Pro daný bod
V ∈ TpM tud́ıž uvažujeme tečné zobrazeńı (expp)∗V : TV TpM → Texpp(V )M a naš́ım ćılem
je ukázat, že tečné zobrazeńı (expp)∗0 : T0TpM

∼= TpM → TpM je invertibilńı.

Vskutku, necht’ V ∈ TpM a necht’ τ : (−δ, δ) → TpM je křivka s δ > 0 splňuj́ıćı τ(0) = 0 a
τ ′(0) = V . Zřejmá volba je τ(t) := tV . Potom

(expp)∗0V = (expp)∗0 τ∗0
d

dt

∣∣∣∣
t=0

= (expp ◦τ)∗0
d

dt

∣∣∣∣
t=0

.

Zde γV (t) := (expp ◦τ)(t) = γ(1, p, tV ) = γ(t, p, V ), kde posledńı rovnost plyne z Lemma 4.2.
Aplikaćı na libovolnou funkci f :M → R podle definice tečného zobrazeńı a tečného vektoru
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dostáváme

(expp ◦τ)∗0
d

dt

∣∣∣∣
t=0

(f) =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

(f ◦ expp ◦τ) =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

(f ◦ γV )

= (γV )∗0
d

dt

∣∣∣∣
t=0

(f)

= γ′V (0)f = V (f) .

Odtud

(expp)∗0V = V .

Tedy (expp)∗0 je vlastně identita! Proto je samozřejmě invertibilńı.

Jakékoli otevřené okoĺı U bodu p ∈M , jež je difeomorfńım obrazem hvězdicovitého otevře-
ného okoĺı 0 ∈ TpM pomoćı zobrazeńı expp, se nazývá normálńım okoĺım bodu p.

Speciálně, necht’ Bε(0) := {V ∈ TpM : |V | < ε} ⊂ TpM . Potom expp(Bε(0)) ⊂M se nazývá
geodetickou kouĺı o poloměru ε se středem v p, pokud je obraz expp(Bε(0)) normálńı okoĺı.
Pokud je obraz expp(B̄ε(0)) podmnožinou normálńıho okoĺı, potom expp(B̄ε(0)) je uzavřená
geodetická koule a expp(∂Bε(0)) je geodetická sféra.

Př́ıklad 4.6 (Eukleidovský prostor). Z Př́ıkladu 2.8 v́ıme, že geodetiky v Rn jsou př́ımky
s konstantńı rychlost́ı. Obvyklou identifikaćı TpR

n ∼= Rn snadno nahlédneme, že expp je
identita. ♦

Př́ıklad 4.7 (n-sféra). Z Př́ıkladu 3.10 v́ıme, že geodetiky v Sn jsou velké kružnice.
Exponenciálńı zobrazeńı expp je definováno na celém tečném prostoru TpS

n. Zobrazeńı
expp : Bε(0) → expp(Bε(0)) je difeomorfismus tehdy a jen tehdy, pokud ε ≤ π. Speciálně
expp(Bπ(0)) = Sn \ {p′}, kde p′ je antipod bodu p (p′ je jižńı pól, pokud p je severńı pól), a
expp(∂Bπ(0)) = {p′}. ♦

4.3 Normálńı souřadnice

Necht’ (E1, . . . , En) je ortonormálńı báze TpM . Potom

E : Rn → TpM :
{
(x1, . . . , xn) 7→ x1E1 + · · ·+ xnEn

}

je izomorfismus. Pokud U je normálńı okoĺı bodu p, potom

ϕ := E−1 ◦ exp−1
p : U→ R

n

definuje souřadnicovou mapu, jež se nazývá normálńı souřadnice se středem v p. Jak bývá
zvykem, aby se to co nejv́ıce pletlo, znač́ıme x := ϕ, tedy (x1, . . . , xn) = (ϕ1, . . . , ϕn).

Jinými slovy,

ϕ−1 : Rn →M :
{
(x1, . . . , xn) 7→ expp(x

iEi)
}

představuje lokálńı parametrizaci okoĺı bodu p ∈M .
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V daných normálńıch souřadnićıch definujeme radiálńı vzdálenost

r(x) :=
√

(x1)2 + · · ·+ (xn)2

a jednotkové radiálńı vektorové pole

∂

∂r
:=

xi

r

∂

∂xi
.

Tyto zápisy obsahuj́ı všechny dvojznačnosti značeńı: použ́ıvá se stejné ṕısmenko x pro mapu
normálńıch souřadnic, jakož i pro bod variety; a tento bod x ∈ M se identifikuje s jeho
souřadnicemi (x1, . . . , xn). Správněji bychom měli psát r(q) :=

√
x1(q)2 + · · ·+ xn(q)2, kde

q ∈ U ⊂M .

V normálńıch souřadnićıch se středem v p plat́ı:

• ∀V = V i ∂
∂xi

∣∣
p
∈ TpM ,

γV (t) = (tV 1, . . . , tV n) , (4.2)

kde γV (t) := γ(t, p, V ) je geodetika procházej́ıćı bodem p rychlost́ı V . Vztah (4.2)
přesněji znamená ϕ(γV (t)) = (tV 1, . . . , tV n). Speciálně máme reprezentaci středu p =
(0, . . . , 0).

• gij(p) = δij , protože E−1 mapuje ortonormálńı bázi TpM na ortonormálńı bázi Rn.

Přesněji, připomeneme-li, že (expp)∗0 je identita a ϕ(p) = 0,

∂

∂xi

∣∣∣∣
p

= (ϕ−1)∗ϕ(p)
∂

∂xi

∣∣∣∣
ϕ(p)

= (expp)∗0E∗0
∂

∂xi

∣∣∣∣
0

= Ei .

• Eukleidovská koule {x : r(x) < ε} ⊂ U je geodetická koule expp(Bε(0)) ⊂M .

• ∀q ∈ U \ {p} plat́ı
∂

∂r

∣∣∣∣
q

= γ′(r(q)) , kde γ je geodetika z p do q parametrizovaná ob-

loukem. Skutečně, necht’ γ je geodetika startuj́ıćı z bodu p rychlost́ı γ′(0) = xi(q)
r(q)

∂
∂xi

∣∣
p
.

Potom (4.2) implikuje γ(r(q)) = q a γ′(r(q)) = xi(q)
r(q)

∂
∂xi

∣∣
q
= ∂

∂r

∣∣
q
. Plat́ı tedy | ∂

∂r
| = 1,

jak ostatně název vektorového pole ∂
∂r

napov́ıdá.

• gij,k(p) = 0 a Γk
ij(p) = 0 . Tato pozorováńı lze dokázat následovně. Z formulky (4.2)

vid́ıme, že γiV
′
(t) = V i a γiV

′′
(t) = 0 pro všechny časy t, tedy geodetická rovnice (2.3)

se redukuje na (∀k ∈ {1, . . . , n})

Γk
ij(tV ) V i V j = 0 ,

kde využ́ıváme identifikace (4.2). Speciálně v čase nula máme (∀k ∈ {1, . . . , n})

Γk
ij(0) V

i V j = 0 .

Volbou V := 1
2
(El + Em) dostaneme (∀k, l,m ∈ {1, . . . , n})

1

4

[
Γk
ll(0) + Γk

mm(0) + Γk
lm(0) + Γk

ml(0)
]
= 0 ,
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z čehož d́ıky symetrii Γk
lm = Γk

ml plyne

Γk
lm(0) = 0 .

Z formulky (3.3) pro Christoffelovy symboly dostáváme v čase nule:

gik(−glm,k + gmk,l + gkl,m) = 0 ,

a tedy zároveň i (∀l, m, r ∈ {1, . . . , n})

−glm,r+gmr,l + grl,m = 0 .

Sečteme-li tuto rovnici s identickou rovnićı po cyklické permutaci (l 7→ m 7→ r 7→ l)

−gmr,l + grl,m+glm,r = 0 ,

dostaneme 2grl,m(0) = 0.

4.4 Minimalizuj́ıćı křivky

Pro hladkou křivku γ : I → M jsme definovali jej́ı délku vztahem (1.5). Pro měřeńı
vzdálenost́ı na varietě M je však potřeba uvažovat obecněǰśı tř́ıdu křivek.

• Po částech hladká křivka je spojité zobrazeńı γ : [a, b]→M takové, že

∃ děleńı a =: a0 < a1 < · · · < ak−1 < ak =: b , ∀i = 1, . . . , k ,

γ|[ai−1,ai] je hladká křivka.

V krajńıch bodech definujeme jednostranné rychlosti

γ′(a±i ) := lim
t→a±i

γ′(t) .

(Limity maj́ı dobrý smysl, poněvadž γ′(t)f = γ∗
d
dt

∣∣
t
f = d

dt

∣∣
t
(f ◦γ) = (f ◦γ)′(t).) Po částech

regulárńı křivka se definuje analogicky.

• Triviálńı křivka je zobrazeńı γ : {a} → M : {t 7→ p}, kde p je bod v M .

• Př́ıpustná křivka je po částech regulárńı křivka nebo triviálńı křivka. Délku př́ıpustné
křivky definujeme vztahem

L(γ) :=

k∑

i=1

L(γ|[ai−1,ai]) ,

jenž opět nezáviśı na reparametrizaci křivky γ.

• Délka oblouku př́ıpustné křivky γ : [a, b]→M je zobrazeńı

s : [a, b]→ R : {t 7→ L(γ|[a,t])} .

Pokud γ je hladká, pak s je hladké a plat́ı s′(t) = |γ′(t)| pro t ∈ [a, b]. Řekneme, že γ je
parametrizovaná obloukem (či má jednotkovou rychlost), pokud |γ′(t)| = 1 pro t ∈ [a, b].
Jakoukoli př́ıpustnou křivku lze přeparametrizovat tak, aby měla jednotkovou rychlost. In-
tegrál funkce f ∈ C∞([a, b]) vzhledem k délce oblouku s př́ıpustné křivky γ : [a, b] → M
definujeme vztahem ∫

γ

f ds :=

∫ b

a

f(t) |γ′(t)| dt ,
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jenž nezáviśı na reparametrizaci křivky γ.

• Po částech hladké vektorové pole podél př́ıpustné křivky γ : [a, b]→M je spojité zobrazeńı
V : [a, b]→ TM : {t 7→ Vt ∈ Tγ(t)M} takové, že

∃ děleńı
(př́ıpadně jemněǰśı)

a =: ã0 < ã1 < · · · < ãk̃−1 < ãk̃ =: b , ∀i = 1, . . . , k̃ ,

V |[ãi−1,ãi] je hladké vektorové pole.

Plat́ı:
∀Va ∈ Tγ(a)M, ∃! paralelně přenesené pole podél γ.

Definice 4.8. Riemannovská vzdálenost dvou bod̊u p, q ∈M je č́ıslo:

d(p, q) := inf
γ
L(γ) ,

kde infimum se bere přes všechny př́ıpustné křivky spojuj́ıćı p, q.

Je funkce (p, q) 7→ d(p, q) dobře definovaná? Pro to je třeba ukázat, že libovolné dva body
lze propojit př́ıpustnou křivkou. Je-li M souvislá, pak je obloukově spojitá, tedy libovolné
dva body lze propojit spojitou křivkou c : [a, b] → M . Dı́ky kompaktnosti intervalu [a, b]
existuje děleńı a =: a0 < a1 < · · · < ak−1 < ak =: b takové, že část křivky c|[ai−1,ai] je
obsažena v jedné mapě pro každé i = 1, . . . , k. Pak užit́ım souřadnic lze c|[ai−1,ai] zaměnit za
hladkou křivku propojuj́ıćı ty samé krajńı body.

Na dané riemannovské varietě budeme vzdálenosti vždy měřit pomoćı Definice 4.8.

Tvrzeńı 4.9. Souvislá riemannovská varieta je metrický prostor, jehož indukovaná topologie
se shoduje s topologíı variety.

D̊ukaz. Vlastnosti

d(p, q) ≥ 0 , d(p, q) = d(q, p) , d(p, p) = 0

jsou zřejmé. Trojúhelńıková nerovnost se ukáže také snadno, viz Obrázek 4.1; zde právě
potřebujeme obecněǰśı definici př́ıpustných křivek namı́sto regulárńıch.

p r

q

Obrázek 4.1: Důkaz trojúhelńıkové nerovnosti v Tvrzeńı 4.9: Př́ıpustnou křivku z p do r
lze realizovat propojeńım bodu p a q př́ıpustnou křivkou a pak propojeńım bodu q a r
př́ıpustnou křivkou.

Zbývá ukázat
p 6= q =⇒ d(p, q) > 0

a shodnost topologíı. K tomu se využije srovnáńı s eukleidovskou metrikou v normálńıch
souřadnićıch.
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Definice 4.10. γ je minimalizuj́ıćı křivka, pokud je γ př́ıpustná a

L(γ) ≤ L(γ̃)

pro všechny př́ıpustné křivky γ̃ se stejnými koncovými body.

4.5 Př́ıpustné rodiny křivek

Naš́ım ćılem je dát do souvislosti geodetiky a minimalizuj́ıćı křivky. Za t́ımto účelem budeme
přǐrazeńı γ 7→ L(γ) interpretovat jako funkcionál na množině př́ıpustných křivek a hledat
minimum tohoto funkcionálu. Z variačńıho počtu v́ıme, že potřebujeme spoč́ıst variaci funk-
cionálu L. Potřebujeme tud́ıž uvažovat vhodnou tř́ıdu křivek, vzhledem k ńıž budeme variaci
poč́ıtat.

Definice 4.11. Př́ıpustná rodina křivek je spojité zobrazeńı

Γ : (−ε, ε)× [a, b]→ M ,

splňuj́ıćı:

• Γ|(−ε,ε)×[ai−1,ai] je hladké, kde a =: a0 < a1 < · · · < ak−1 < ak =: b je konečné děleńı;

• ∀s ∈ (−ε, ε), t 7→ Γ(s, t) je př́ıpustná křivka.

Budeme použ́ıvat následuj́ıćı značeńı:

t 7→ Γ(s, t) =: Γs(t) hlavńı křivky (s = const) ,

s 7→ Γ(s, t) =: Γ(t)(s) transverzálńı křivky (t = const) .
(4.3)

Podle Definice 4.11 jsou hlavńı křivky po částech regulárńı, zat́ımco transverzálńı křivky
jsou hladké.

ε

−ε

b

0

a

s

t

M

Γ

t 7→ Γ(s, t)

s 7→ Γ(s, t)

Obrázek 4.2: Př́ıpustná rodina křivek.

Vektorové pole podél Γ je spojité zobrazeńı

V : (−ε, ε)× [a, b]→ TM : {(s, t) 7→ V (s, t) ∈ TΓ(s,t)M}
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takové, že V |(−ε,ε)×[ãi−1,ãi] je hladké, kde a =: ã0 < ã1 < · · · < ãm−1 < ãm =: b je (př́ıpadně
jemněǰśı) konečné děleńı. Pokud je Γ hladká, speciálńı vektorová pole podél Γ představuj́ı
tečné vektory

∂tΓ(s, t) :=
d

dt
Γs(t) , ∂sΓ(s, t) :=

d

ds
Γ(t)(s) . (4.4)

Přesněji, ∂tΓ je (hladké) vektorové pole, pouze když je Γs hladká, zat́ımco ∂sΓ je vždy
(hladké) vektorové pole.

Lemma 4.12 (O symetrii). ∀(s, t) ∈ (−ε, ε)× [ai−1, ai], kde je Γ hladká,

Ds∂tΓ(s, t) = Dt∂sΓ(s, t) .

D̊ukaz. Poněvadž se jedná o lokálńı tvrzeńı, stač́ı ho dokázat v lokálńı mapě x kolem libo-
volného bodu Γ(s0, t0). Pǐsme (x ◦ Γ)(s, t) =: (x1(s, t), . . . , xn(s, t)). Potom

∂tΓ =
∂xk

∂t

∂

∂xk
a ∂sΓ =

∂xk

∂s

∂

∂xk
.

Užit́ım souřadnicové formulky (2.2) pro kovariantńı derivaci podél křivek dostaneme

Ds∂tΓ =

(
∂2xk

∂s∂t
+
∂xi

∂s

∂xj

∂t
Γk
ij

)
∂

∂xk
,

Dt∂sΓ =

(
∂2xk

∂t∂s
+
∂xi

∂t

∂xj

∂s
Γk
ij

)
∂

∂xk
.

Tyto dva výrazy se zjevně rovnaj́ı, pokud Γk
ij = Γk

ji, což je speciálně pravda pro riemannov-
skou konexi (obecněji pro pouze symetrickou konexi).

Variace př́ıpustné křivky γ : [a, b] → M je př́ıpustná rodina Γ taková, že Γ0(t) = γ(t), pro
všechna t ∈ [a, b]. Řekneme, že se jedná o vlastńı variaci, pokud (viz Obrázek 4.3)

∀s ∈ (−ε, ε) , Γs(a) = γ(a) a Γs(b) = γ(b) .

γ γ

obecná vlastńı

Obrázek 4.3: Variace křivky γ.

Variačńı pole variace Γ je vektorové pole podél γ definované předpisem (s = const)

V : [a, b]→ TM : {t 7→ ∂sΓ(0, t)} .
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Řekneme, že vektorové pole V podél γ je vlastńı, pokud

V (a) = 0 = V (b) .

Variačńı pole vlastńı variace je vlastńı.

Lemma 4.13.

γ je př́ıpustná křivka

V je vektorové pole podél γ

}
=⇒ V je variačńı pole nějaké variace křivky γ.

Je-li V vlastńı, pak variaci lze zvolit také vlastńı.

D̊ukaz. Lze zvolit Γ(s, t) := expγ(t)(sV (t)), kde s ∈ (−ε, ε) s dostatečně malým ε > 0.
Pokud V (a) = 0 = V (b), potom Γ(s, a) = γ(a) a Γ(s, b) = γ(b) pro všechna s.

4.6 Minimalizuj́ıćı křivky jsou geodetiky

Lemma 4.14 (Prvńı variace). Necht’:

• γ : [a, b]→M je př́ıpustná křivka parametrizovaná obloukem;

• Γ je vlastńı variace γ;

• V je variačńı pole rodiny Γ.

Potom

d

ds

∣∣∣∣
s=0

L(Γs) = −

∫ b

a

〈V,Dtγ
′〉 dt−

k−1∑

i=1

〈V (ai),∆iγ
′〉 , (4.5)

kde ∆iγ
′ := γ′(a+i )− γ

′(a−i ) znač́ı skok tečného pole γ′ v bodě ai.

D̊ukaz. Označme

T (s, t) := ∂tΓ(s, t) a S(s, t) := ∂sΓ(s, t) . (4.6)

Poněvadž integrand je hladká funkce a integrujeme přes kompaktńı množinu, lze zaměnit
derivaci a integrál a psát

d

ds
L(Γs|[ai−1,ai]) =

∫ ai

ai−1

∂

∂s
〈T, T 〉1/2 dt

=

∫ ai

ai−1

1

2
〈T, T 〉−1/2 2 〈DsT, T 〉 dt

=

∫ ai

ai−1

1

|T |
〈DsT, T 〉 dt

=

∫ ai

ai−1

1

|T |
〈DtS, T 〉 dt ,



60 4. Geodetiky a vzdálenost David Krejčǐŕık

kde druhá rovnost využ́ıvá kompatibility riemannovské konexe s metrikou (Tvrzeńı 3.2.(iii))
a symetrie metriky a posledńı rovnost plat́ı d́ıky Lemma 4.12. Pro s = 0, jelikož S(0, t) =
V (t) a T (0, t) = γ′(t), dostáváme

d

ds

∣∣∣∣
s=0

L(Γs|[ai−1,ai]) =

∫ ai

ai−1

〈DtV, γ
′〉 dt

=

∫ ai

ai−1

(
d

dt
〈V, γ′〉 − 〈V,Dtγ

′〉

)
dt

= 〈V (ai), γ
′(a−i )〉 − 〈V (ai−1), γ

′(a+i−1)〉 −

∫ ai

ai−1

〈V,Dtγ
′〉 dt .

Ted’ už zbývá jen přesč́ıtat přes i = 1, . . . , k a všimnout si, že V (a0) = 0 = V (ak).

Věta 4.15. Libovolná minimalizuj́ıćı křivka parametrizovaná obloukem je geodetika.

D̊ukaz. Necht’ γ : [a, b]→M je minimalizuj́ıćı křivka parametrizovaná obloukem (t.j. |γ′| =
1) taková, že γ|[ai−1,ai] je hladká pro i = 1, . . . , k. Pak d

ds

∣∣
s=0

L(Γs) = 0. Poněvadž (viz
Lemma 4.13) jakékoli vlastńı vektorové pole podél γ je variačńı pole nějaké vlastńı variace
křivky γ, muśı pravá strana (4.5) vymizet pro všechna taková V .

γ je “lomená geodetika” :⇔ Dtγ
′ = 0 na [ai−1, ai].

Necht’ ϕ ∈ C∞
0 ([ai−1, ai]) je taková, že ϕ > 0 na (ai−1, ai). Volbou V := ϕDtγ

′ dostáváme

0 = −

∫ ai

ai−1

ϕ |Dtγ
′|2 dt .

Z libovolnosti ϕ pak plyne Dtγ
′ = 0 na [ai−1, ai].

γ “nemá rohy” :⇔ ∆iγ
′ = 0.

Necht’ V je takové, že V (ai) = ∆iγ
′ a V (aj) = 0 pro všechna j 6= i. Potom

0 = −|∆iγ
′|2 .

γ je hladká.

Poněvadž se jednostranné rychlosti γ shoduj́ı v každém bodě ai, z jednoznačnosti geodetik
dostáváme, že γ|[ai,ai+1] je prodloužeńım geodetiky γ|[ai−1,ai].

Věta 4.16. Plat́ı následuj́ıćı ekvivalence:

př́ıpustná křivka γ parametrizovaná obloukem je kritickým bodem funkcionálu L

m

γ je geodetika.
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D̊ukaz.

⇓ Tento směr plyne rovnou z d̊ukazu Věty 4.15, kde jsme využili pouze, že γ je kritickým

bodem funkcionálu L (ne nezbytně minimem).

⇑ Pokud je γ geodetika, pak Dtγ
′ = 0 (geodetická rovnice) a ∆iγ

′ = 0 (hladkost), tud́ıž

pravá strana (4.5) je rovna nule.

Geodetickou rovnici lze chápat jako Euler–Lagrangeovu rovnici odpov́ıdaj́ıćı funkcionálu L.

4.7 Gaussovo lemma

Jako prvńı krok k d̊ukazu opačného tvrzeńı (že geodetiky jsou minimalizuj́ıćı křivky, a
to alespoň lokálně) je následuj́ıćı fundamentálńı výsledek. Řı́ká, že (radiálńı) geodetiky
vycházej́ıćı z bodu p jsou ortogonálńı ke geodetickým sférám (t.j. ke každé křivce, jež je
charakterizována fixńı vzdálednost́ı od p).

Věta 4.17 (Gaussovo lemma). Necht’ expp(Bε(0)) je geodetická koule se středem v p ∈M .
Potom, ∀R < ε,

∂

∂r
⊥ expp(∂BR(0)).

D̊ukaz. Uvažujme libovolný bod q ∈ expp(Bε(0)) a vektor X ∈ TqM takový, že X ‖
expp(∂BR(0)) s R < ε (vektor X je tečný ke geodetické sféře o poloměru R v bodě q),
viz Obrázek 4.4. Poněvadž expp je difeomorfismus na expp(Bε(0)), existuje vektor V ∈ TpM
takový, že q = expp V . Zároveň existuje vektor W ∈ TV (TpM) ∼= TpM takový, že X =
(expp)∗W . Potom V ∈ ∂BR(0) a W ∈ TV ∂BR(0), kde R = d(p, q). Radiálńı geodetika z p

do q je křivka γV (t) := expp(tV ) s tečným vektorem γ′V (t) = R ∂
∂r

∣∣
γ(t)

. Chceme ukázat, že

X⊥γ′V (1) .

Zvolme nějakou křivku

σ : (−δ, δ)→ TpM : {s 7→ σ(s) ∈ ∂BR(0)} , σ(0) = V , σ′(0) =W .

Zároveň uvažujme variaci křivky γV danou vztahem

Γ(s, t) := expp(tσ(s)) . (4.7)

Poněvadž |σ(s)| = R pro s ∈ (−δ, δ), hlavńı křivka Γs (viz (4.3)) je geodetika s konstantńı
rychlost́ı R (t.j. |Γ′

s| = R). Připomenut́ım značeńı (4.4) a (4.6) máme

S(0, 0) =
d

ds

∣∣∣∣
s=0

expp(0) = 0 ,

T (0, 0) =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

expp(tV ) = V ,

S(0, 1) =
d

ds

∣∣∣∣
s=0

expp(σ(s)) = (expp)∗ σ
′(0) = X ,

T (0, 1) =
d

dt

∣∣∣∣
t=1

expp(tV ) = γ′V (1) .
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V d̊usledku těchto vztah̊u dostáváme

(s, t) = (0, 0) =⇒ 〈S, T 〉 = 0 ,

(s, t) = (0, 1) =⇒ 〈S, T 〉 = 〈X, γ′V (1)〉 .

K d̊ukazu věty tedy stač́ı ukázat, že skalárńı součin 〈S, T 〉 nezáviśı na proměnné t. Avšak:

∂

∂t
〈S, T 〉 = 〈DtS, T 〉+ 〈S,DtT 〉

= 〈DsT, T 〉+ 〈S, 0〉 (⇐ Lemma 4.12 & Γs geodetika)

=
1

2

∂

∂s
|T |2

= 0 , (⇐ |T | = |Γ′
s| = R)

č́ımž je d̊ukaz věty u konce.

V

0
W

X

p q

γV

TpM M
expp

γ′V (1)

Obrázek 4.4: Geometrie v d̊ukazu Věty 4.17.

Alternatiovńı d̊ukaz. Využijme alternativně Lemma 4.14; pokud Γ neńı vlastńı variace, po-
tom formulka (4.5) pro prvńı variaci se lǐśı pouze t́ım, že v druhém členu na pravé straně se
sč́ıtá od i = 0 do i = k s krajńımi skoky ∆0γ

′ := γ′(a) a ∆kγ
′ := −γ′(b). Jako v předchoźım

d̊ukazu, uvažujme variaci (4.7). Potom

0 =
d

ds

∣∣∣∣
s=0

L(Γs) = −〈∂sΓ(0, 0), γ
′(0)〉+ 〈∂sΓ(0, 1), γ

′(1)〉 ,

kde prvńı rovnost plat́ı d́ıky Větě 4.16, poněvadž se jedná o variaci geodetiky γ := expp(tV )
(explicitně L(Γs) = R, kde R je poloměr geodetické sféry). Zbývá si uvědomit, že ∂sΓ(0, 0) =
S(0, 0) = 0 a ∂sΓ(0, 1) = S(0, 1) = X . Tedy X⊥γ′(1), což bylo dokázati.

Důsledek 4.18. Necht’ U := expp(Bε(0)) je geodetická koule se středem v p ∈M . Potom

grad r =
∂

∂r
na U \ {p}.
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D̊ukaz. Je potřeba ukázat

∀q ∈ expp(Bε(0)) \ {p}, Y ∈ TqM, dr(Y ) =

〈
∂

∂r
, Y

〉
.

Geodetická sféra expp(∂BR(0)) ∋ q je v normálńıch souřadnićıch reprezentována rovnićı

r = R. Poněvadž je vektor ∂
∂r

kolmý k této sféře (viz Věta 4.17), máme ortogonálńı rozklad

Y = α
∂

∂r
+X , kde α ∈ R, X ‖ ∂BR(0) .

Plat́ı

dr

(
∂

∂r

)
= 1 , (⇐ př́ımý výpočet v souřadnićıch)

dr(X) = 0 . (⇐ X ‖ {r = const})

Tedy

dr(Y ) = dr

(
α
∂

∂r
+X

)
= α dr

(
∂

∂r

)
+ dr(X) = α .

Na druhou stranu však

〈
∂

∂r
, Y

〉
=

〈
∂

∂r
, α

∂

∂r
+X

〉
= α

∣∣∣∣
∂

∂r

∣∣∣∣
2

︸ ︷︷ ︸
=1

+

〈
∂

∂r
,X

〉

︸ ︷︷ ︸
=0

= α ,

kde jsme využili ortogonality ∂
∂r
⊥X v d̊usledku Věty 4.17.

Tvrzeńı 4.19. Necht’ p ∈M a expp(Bε(0)) je geodetická koule. ∀q ∈ expp(Bε(0)) plat́ı:

Radiálńı geodetika z p do q je jediná (až na reparametrizaci) minimalizuj́ıćı křivka z p do q.

D̊ukaz. Necht’ γ : [0, R] → M je radiálńı geodetika z p do q parametrizovaná obloukem.
Existuje vektor V ∈ TpM takový, že γ(t) = expp(tV ). Necht’ σ : [0, b]→ M je jakákoli jiná
křivka parametrizovaná obloukem propojuj́ıćı body p a q. Je potřeba ukázat, že

b = L(σ) > L(γ) = R .

L(σ) ≥ L(γ) ⇒ γ je minimalizuj́ıćı křivka.

Necht’:

• a0 ∈ [0, b] je posledńı čas t, kdy σ(t) = p;

• b0 ∈ [0, b] je prvńı čas t po a0, kdy σ(t) ∈ expp(∂BR(0)).

Plat́ı rozklad

∀t ∈ (a0, b0], σ′(t) = α(t)
∂

∂r

∣∣∣∣
σ(t)

+X(t) , kde X(t) ‖ expp(∂Bσ(t)(0)) .
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Dı́ky Větě 4.17 v́ıme, že se jedná o ortogonálńı rozklad, tud́ıž

∀t ∈ (a0, b0], |σ′(t)|2 = α(t)2 + |X(t)|2 ≥ α(t)2 .

Nav́ıc d́ıky Důsledku 4.18 v́ıme, že

∀t ∈ (a0, b0], α(t) =

〈
∂

∂r

∣∣∣∣
σ(t)

, σ′(t)

〉
= dr(σ′(t)) .

Tud́ıž
L(σ) ≥ L(σ|[a0,b0])

= lim
δ→0

∫ b0

a0+δ

|σ′(t)| dt

≥ lim
δ→0

∫ b0

a0+δ

α(t) dt

= lim
δ→0

∫ b0

a0+δ

dr(σ′(t)) dt

= lim
δ→0

∫ b0

a0+δ

d

dt
r(σ(t)) dt

= r(σ(b0))− r(σ(a0))

= R− 0 = L(γ) .

(4.8)

(Třet́ı rovnost zdola plat́ı z definičńıch vztah̊u dr(σ′(t)) = σ′(t)r = σ∗
d
dt

∣∣
t
r = d

dt
(r ◦ σ)(t).)

L(σ) > L(γ) ⇒ γ je jediná minimalizuj́ıćı křivka.

Předpokládejme, že L(σ) = R. Pak obě nerovnosti v (4.8) jsou rovnosti. Prvńı rovnost
implikuje a0 = 0 a b0 = b = R. Druhá rovnost implikuje X = 0 a α > 0, což znamená, že
σ′(t) = α(t) ∂

∂r

∣∣
σ(t)

. Poněvadž je σ parametrizovaná obloukem, nezbytně α = 1, což znamená,

že σ′(t) = ∂
∂r

∣∣
σ(t)

. Dostáváme tedy, že obě křivky σ a γ jsou integrálńı křivky vektoru ∂
∂r

procházej́ıćı bodem q v čase t = R. Tedy σ = γ.

Důsledek 4.20. Necht’ expp(Bε(0)) je geodetická koule se středem v p ∈M . Potom

∀x ∈ expp(Bε(0)), r(x) = d(p, x) .

Tento d̊usledek nám umožňuje zavést zjednodušuj́ıćı značeńı pro geodetické koule a sféry.
Vskutku, je-li expp(BR(0)) geodetická koule, potom tato množina muśı být rovna met-
rické kouli se středem v p a poloměru R. Podobně, geodetická sféra expp(∂BR(0)) je přesně
množina bod̊u, jejichž vzdálenost od p je rovna R. Tato pozorováńı ospravedlňuj́ı následuj́ıćı
zjednodušuj́ıćı značeńı:

BR(p) := expp(BR(0)) ,

B̄R(p) := expp(B̄R(0)) ,

∂BR(p) := expp(∂BR(0)) .
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4.8 Geodetiky jsou lokálně minimalizuj́ıćı křivky

Tvrzeńı 4.19 by se mohlo na prvńı pohled zdát jako kladná odpověd’ na otázku, zda jsou geo-
detiky minimalizuj́ıćı křivky. Ve skutečnosti se jedná pouze o částečnou odpověd’, poněvadž
Tvrzeńı 4.19 se týká pouze bod̊u na geodetice startuj́ıćı z bodu p. Obecněji je jasné, že
požadovaného tvrzeńı můžeme dosáhnout pouze lokálně (např́ıklad geodetika startuj́ıćı ze
severńıho pólu sféry přestane být minimalizuj́ıćı, jakmile projde jižńım pólem).

Definice 4.21. Křivka γ : I →M je lokálně minimalizuj́ıćı, pokud

∀t0 ∈ I, ∃ okoĺı I0 ⊂ I, γ|I0 je minimalizuj́ıćı ∀ dva body z I0.

Obrázek 4.5: Severńı polokoule bez rovńıku coby stejnoměrně normálńı okoĺı severńıho pólu.

Za účelem d̊ukazu lokálńıho tvrzeńı si nejdř́ıve dokážeme silněǰśı verzi Lemmatu 4.5. Ote-
vřená množina W ⊂M se nazývá stejnoměrně normálńı, pokud:

∃δ > 0, ∀p ∈W, W ⊂ Bδ(p) [geodetická koule] .

Sféra Sn bez jižńıho pólu je normálńı okoĺı severńıho pólu, avšak neńı stejnoměrně normálńı
(dva r̊uzné body na rovńıku lze propojit dvěma r̊uznými geodetikami). Severńı polosféra bez
rovńıku je stejnoměrně normálńı okoĺı severńıho pólu (viz Obrázek 4.5).

Lemma 4.22 (O stejnoměrně normálńım okoĺı).

∀p ∈M, U ⊂M︸ ︷︷ ︸
otevřené okoĺı p

, ∃ W ⊂ U︸ ︷︷ ︸
stejnoměrně normálńı

.



66 4. Geodetiky a vzdálenost David Krejčǐŕık

D̊ukaz. Necht’ č́ıslo ε > 0 a okoĺı U ∈ TqM jsou jako v Tvrzeńı 4.3, připomeňme, že U je
podmnožinou definičńıho oboru lokálńı mapy x v bodě p ∈M , a necht’ okoĺı E ⊂ U × TqM
je jako v Definici 4.4. Definujme zobrazeńı

F : E→M ×M : {(q, V ) 7→ (q, expq V )} .

Kolem bodu F (p, 0) = (p, p) uvažujme souřadnicový systém ((x, x), U × U). Poněvadž
(expp)∗0 = I, matice tečného zobrazeńı F∗(p,0) má tvar

M(F∗(p,0)) =

(
I 0
I I

)
. (4.9)

Skutečně, v E uvažujme křivky

γ1(t) := (α1(t), 0) a γ2(t) := (p, α2(t)) ,

kde α1 je křivka v M splňuj́ıćı α1(0) = p a α′
1(0) =

∂
∂xk

∣∣
p
a α2 je křivka v TpM splňuj́ıćı

α2(0) = 0 a α′
2(0) =

∂
∂xk

∣∣
p
. Za α2 lze volit α2(t) := t ∂

∂xk

∣∣
p
, kde k ∈ {1, . . . , n}. Tečné vektory

splňuj́ı

γ′1(0) :=
(

∂
∂xk

∣∣
p
, 0
)

a γ′2(0) :=
(
0, ∂

∂xk

∣∣
p

)
.

Potom

F∗(p,0)

(
∂

∂xk

∣∣
p
, 0
)
= F∗(p,0)(γ1)∗0

d
dt

∣∣
t=0

= (F ◦ γ1)∗0
d
dt

∣∣
t=0

= d
dt

∣∣
t=0

(α1(t), expα1(t) 0)

= (α′
1(0), α

′
1(0)) =

(
∂

∂xk

∣∣
p
, ∂
∂xk

∣∣
p

)
,

F∗(p,0)

(
0, ∂

∂xk

∣∣
p

)
= F∗(p,0)(γ2)∗0

d
dt

∣∣
t=0

= (F ◦ γ2)∗0
d
dt

∣∣
t=0

= d
dt

∣∣
t=0

(p, expp α2(t))

= (0, α′
2(0)) =

(
0, ∂

∂xk

∣∣
p

)
.

Z těchto formulek plyne tvar (4.9).

Jelikož matice (4.9) je invertibilńı, F je lokálńı difeomorfismus na okoĺı bodu (p, 0). To
znamená, že existuje okoĺı E′ ⊂ E ⊂ TM bodu (p, 0) a okoĺı W′ ⊂ M ×M bodu (p, p), že
F : E′ →W′ je difeomorfismus. Okoĺı E′ lze zvolit ve tvaru

E
′ := {(q, V ) ∈ U ′ × TqM : |V | < δ} ,

kde U ′ ⊂ U ⊂M je okoĺı bodu p. Nyńı zvolme okoĺı W ⊂ M bodu p tak, že W×W ⊂W′.
Tvrd́ıme, že W je stejnoměrně normálńı okoĺı bodu p. Vskutku, když q ∈W a Bδ(0) ⊂ TqM ,
pak

F
(
{q} × Bδ(0)

)
⊃ {q} ×W ,

jelikož F : E′ →W′ je difeomorfismus. Z definice funkce F plat́ı expq(Bδ(0)) ⊃W.

Věta 4.23. Libovolná geodetika je lokálně minimalizuj́ıćı.

D̊ukaz. Necht’ γ : I → M je geodetika, kde I je otevřený, a t0 ∈ I. Necht’ W ⊂ M
je stejnoměrně normálńı okoĺı bodu γ(t0) ∈ M . Necht’ I0 ⊂ I je souvislá komponenta
γ−1(W) obsahuj́ıćı bod t0. Pro libovolné dva body t1, t2 ∈ I0 definice stejnoměrně normálńıho
okoĺı implikuje, že bod q2 := γ(t2) je obsažen v geodetické kouli se středem v q1 := γ(t1).
Z Tvrzeńı 4.19 plyne, že radiálńı geodetika z q1 do q2 je jediná minimalizuj́ıćı křivka, jež
tyto body propojuje. Avšak restrikce γ|I0 je rovněž geodetika propojuj́ıćı q1 a q2 a lež́ıćı ve
stejné geodetické kouli, tud́ıž se muśı jednat o minimalizuj́ıćı geodetiku.
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4.9 Úplnost

Definice 4.24. M je geodeticky úplná, pokud

∀p ∈M, V ∈ TpM, ∃ expp(V ) .

Jinými slovy, M je geodeticky úplná, pokud jakákoli geodetika t 7→ γ(t) startuj́ıćı z bodu p
je definována pro všechny hodnoty parametru t.

Př́ıklad 4.25. Modelové prostory Rn, Sn
R a Hn

R jsou geodeticky úplné variety. ♦

Př́ıklad 4.26. Geodeticky neúplná varieta je např́ıklad jakákoli otevřená podmnožina

Ω ⊂
6=
R

n

vybavená eukleidovskou metrikou, jelikož v ńı existuj́ı geodetiky, jež dosáhnou hranice
v konečném čase. ♦

Př́ıklad 4.27. Zaj́ımavěǰśım př́ıkladem je varieta

(
R

n, (σ−1)∗g̊R
)
,

kde g̊R je metrika sféry Sn
R a σ je stereografická projekce. Skutečně, maximálńı geodetika γE1

uteče do nekonečna v Rn v konečném čase, kde E1 je prvńı vektor standardńı báze v Rn. ♦

Pro d̊ukaz následuj́ıćı věty máme nyńı všechny ingredience.

Věta 4.28 (Hopf–Rinow). Necht’ M je souvislá. Potom

M je geodeticky úplná ⇐⇒ M je úplná coby metrický prostor.

D̊ukaz. Směr ⇐ je snadný, zat́ımco opačná implikace ⇒ je technicky poměrně náročněǰśı,
tud́ıž ji z časových d̊uvod̊u vynecháme.

⇐ Předpokládejme, že M je metricky úplná, avšak geodeticky neúplná. Potom existuje
geodetika γ : [0, b) → M s jednotkovoui rychlost́ı |γ′| = 1, jež neńı definována na větš́ım
intervalu [0, b + ε) s ε > 0. Necht’ {ti} ր b (rostoućı posloupnost konverguj́ıćı k bodu b) a
definujme q := γ(ti). Poněvadž je γ parametrizovaná obloukem, plat́ı

d(qi, qj) ≤ L(γ|[ti,tj ]) = |tj − ti|
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pro všechna j ≥ i, a tud́ıž {qi} je cauchyovská posloupnost. Z metrické úplnosti plyne, že
{qi} konverguje k nějakému bodu q ∈M .

Necht’ W je stejnoměrně normálńı okoĺı bodu q takové, že geodetická koule Bδ(r) ⊃W pro
všechny body r ∈W s nějakým fixńım δ > 0. Pro dostatečně velká j plat́ı qj ∈W a tj > b−δ.
Fakt, že Bδ(qj) je geodetická koule, zaručuje, že jakákoli geodetika startuj́ıćı v bodě qj
existuje přinejmenš́ım ještě v čase δ. Toto speciálně plat́ı pro geodetiku σ splňuj́ıćı σ(0) = qj
a σ′(0) = γ′(tj). Z jednoznačnosti geodetik však plyne, že σ je pouhou reparametrizaćı γ.
Tud́ıž γ̃(t) := σ(tj + t) je rozš́ı̌reńı γ za bod b, což je spor.
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5 Křivost

Pro křivku γ : I → Rd : {t 7→ γ(t)} parametrizovanou obloukem je křivost definována vzta-
hem |γ′′|. Poněvadž γ′(t) je tečný vektor (aneb jednotková rychlost), lze křivost interpretovat
jako odchylku (derivaci) od př́ımky (aneb zrychleńı). Obecněji, pro křivku γ : I → M se
definuje (geodetická) křivost |Dtγ

′| coby odchylka od geodetiky. Jak definovat s derivaćı
souvisej́ıćı tenzorovou veličinu pro v́ıcedimenzionálńı variety?

5.1 Tenzor křivosti

Prvńı konstrukce, co člověka napadne, je kovariantńı derivace

(X, Y ) 7→ ∇XY ,

avšak nejedná se o tenzor. Tenzor z kovariantńı derivace lze vyrobit kombinaćı (tenzor torze)

(X, Y ) 7→ ∇XY −∇YX − [X, Y ] = 0 ,

avšak tento je skutečně identicky roven nule pro riemannovskou konexi (viz Definice 3.3).
Daľśı tenzorovou kombinaćı, jež zahrnuje druhé derivace, je (riemannovský) endomorfismus
křivosti

(X, Y, Z) 7→ ∇X∇Y Z −∇Y∇XZ −∇[X,Y ]Z =: R(X, Y )Z .

Uvid́ıme, že toto je dobrá definice, jež skutečně souviśı s křivost́ı.

Všimněte si, že namı́sto standardńıho zápisu R(X, Y, Z), jak je obvyklé pro funkce, bizarně
ṕı̌seme R(X, Y )Z, poněvadž role vektoru Z je specifická. Podle definice je endomorfismus
křivosti zobrazeńı

R : T(M) × T(M) × T(M)→ T(M) :
{
(X, Y, Z) 7→ R(X, Y )Z

}
.

Zafixujeme-li vektory X, Y , máme tedy endomorfismus

R : T(M)→ T(M) :
{
Z 7→ R(X, Y )Z

}
.

V lokálńıch souřadnićıch x definujme koeficienty

R

(
∂

∂xi
,
∂

∂xj

)
∂

∂xk
=: R l

ijk

∂

∂xl
.

Pak (coby difeomorfismus R : T(M)→ T(M))

R(X, Y )Z = X iY jR l
ijk Z

k ∂

∂xl
.

Př́ımým výpočtem lze ověřit formulku

R l
ijk = Γl

jk,i − Γl
ik,j + Γl

iρ Γ
ρ
jk − Γl

jρ Γ
ρ
ik .

Užit́ım metriky můžeme definovat (riemannovský) tenzor křivosti coby tenzor Rm řádu 4
definovaný předpisem

Rm(X, Y, Z,W ) := 〈R(X, Y )Z,W 〉 ,
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kde X, Y, Z,W ∈ T(M). Tedy

Rm : T(M) × T(M) × T(M) × T(M)→ C∞(M) :
{
(X, Y, Z,W ) 7→ 〈R(X, Y )Z,W 〉

}
.

Ověřeńı, že se skutečně jedná o tenzor podle Definice 0.3, je přenecháno čtenáři.

V lokálńıch souřadnićıch plat́ı

Rm = Rijkl dx
i ⊗ dxj ⊗ dxk ⊗ dxl ,

kde

Rijkl := R ρ
ijk gρl .

Lze ukázat, že R a Rm jsou lokálńı izometrické invarianty, což znamená, že pro libovolnou
lokálńı izometrii

ϕ : (M, g)→ (M̃, g̃)

plat́ı

ϕ∗R̃m = Rm a R̃(ϕ∗X,ϕ∗Y )ϕ∗Z = ϕ∗(R(X, Y )Z) .

5.2 Ploché variety

Užit́ım eukleidovské konexe se snadno ukáže, že R = 0 a Rm = 0 pro Rn. To je prvńı argu-
ment ospravedlňuj́ıćı definici riemannovského tenzoru: Očekáváme, že bude měřit odchylku
variety M od eukleidovského prostoru R

n. To nyńı formalizujeme následuj́ıćı větou.

Definice 5.1. M je plochá :⇐⇒ M je lokálně izometrická Rn.

To, že M je lokálně izometrická prostoru Rn, znamená, že pro libovolný bod v M existuje
okoĺı izometrické otevřené množině v Rn vybavené eukleidovskou metrikou.

Věta 5.2. M je plochá ⇐⇒ Rm = 0.

D̊ukaz.

⇒ Jak už jsme zmı́nili, R = 0 a Rm = 0 pro Rn. Poněvadž je M plochá, pro libovolný
bod v M existuje okoĺı U a izometrie ϕ : U→ U ⊂ Rn takové, že Rm = ϕ∗Rm = 0.

⇐ Pro jednoduchost se omezme na dimenzi n = 2. Necht’ (E1|p, E2|p) je ortonormálńı
báze pro TpM . Existuj́ı souřadnice (např́ıklad normálńı souřadnice) takové, že Ei|p =

∂
∂xi

∣∣
p
.

Př́ıpadným smrsknut́ım souřadnicového okoĺı můžeme předpokládat, že obraz souřadnicové
mapy je čtverec

Qε := {x ∈ R
2 : |xi| < ε, i = 1, 2} .

• Paralelně přenesme E1|p a E2|p podél osy x1.

• V každém bodě osy x1 přenesme přenesený vektor podél souřadnicové čáry paralelńı
s osou x2.
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T́ımto postupem obdrž́ıme ortonormálńı repér (E1, E2) definovaný na Qε. Hladkost plyne
z hladké závislosti řešeńı obyčejných diferenciálńıch rovnic na počátečńıch podmı́nkách.
Ortonormálnost plyne z toho, že paralelńı přenos zachovává skalárńı součin (viz bod (iv)
Tvrzeńı 3.2). Tvrd́ıme, že se jedná o paralelńı repér. Za t́ımto účelem stač́ı ukázat, že

∀i, j = 1, 2, ∇ ∂

∂xi
Ej = 0

(poněvadž ∇XEj je lineárńı nad C∞(M) v X). Z konstrukce je zřejmé, že

∇ ∂

∂x1
Ej = 0 na ose x1 ,

∇ ∂

∂x2
Ej = 0 v rovině (x1, x2) .

Pro zbytek stač́ı ukázat, že
∇ ∂

∂x2

(
∇ ∂

∂x1
Ej

)
= 0 .

Avšak d́ıky [ ∂
∂x1 ,

∂
∂x2 ] = 0 a předpokladu Rm = 0 plat́ı

∇ ∂

∂x2

(
∇ ∂

∂x1
Ej

)
= ∇ ∂

∂x1

(
∇ ∂

∂x2
Ej

)
= 0 .

Tud́ıž (E1, E2) je skutečně ortonormálńı paralelńı repér na Qε.

Plat́ı
[E1, E2] = ∇E1 E2 −∇E2 E1 = 0 ,

kde prvńı rovnost plyne ze symetrie riemannovské konexe a druhá rovnost plat́ı d́ıky pa-
ralelnosti (E1, E2). Máme tedy komutuj́ıćı nezávislé vektorové pole (E1, E2) na Qε ∋ p.
Tvrzeńı 0.7 pak tvrd́ı, že existuj́ı souřadnice (y1, y2) definované na okoĺı bodu p takové, že

E1 =
∂

∂y1
a E2 =

∂

∂y2
.

V těchto souřadnićıch

gij = g

(
∂

∂yi
,
∂

∂yj

)
= g(Ei, Ej) = δij ,

tud́ıž zobrazeńı y = (y1, y2) představuje izometrii z okoĺı bodu p ∈ M na otevřenou
podmnožinu eukleidovského prostoru R2.

5.3 Symetrie

Následuj́ıćı symetrie je zřejmá př́ımo z definice.

Tvrzeńı 5.3 (Prohozeńı prvńıch dvou argument̊u).

Rm(X, Y, Z,W ) = −Rm(Y,X, Z,W )

neboli ve složkách
Rijkl = −Rjikl .

Následuj́ıćı symetrie plat́ı d́ıky kompatibilitě riemannovské konexe s metrikou.
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Tvrzeńı 5.4 (Prohozeńı posledńıch dvou argument̊u).

Rm(W,X, Y, Z) = −Rm(W,X,Z, Y )

neboli ve složkách
Rijkl = −Rijlk .

D̊ukaz. Stač́ı ukázat
∀Y, Rm(W,X, Y, Y ) = 0 ,

poněvadž pak požadované tvrzeńı bude plynout rozvojem Rm(W,X, Y +Z, Y +Z). Užit́ım
kompatibility konexe s metrikou máme

⊕ WX|Y |2 =WX〈Y, Y 〉 = W2〈∇XY, Y 〉 = 2〈∇W∇XY, Y 〉+ 2〈∇XY,∇WY 〉 ,

⊖ XW |Y |2 = = 2〈∇X∇WY, Y 〉+ 2〈∇WY,∇XY 〉 ,

⊖ [W,X ]|Y |2 = = 2〈∇[W,X]Y, Y 〉 .

Odečteme-li posledńı dvě identity od prvńı, dostaneme

0 = 2〈∇W∇XY, Y 〉 − 2〈∇X∇WY, Y 〉 − 2〈∇[W,X]Y, Y 〉

= 2〈R(W,X)Y, Y 〉 = 2Rm(W,X, Y, Y ) ,

což je to, co jsme chtěli dokázat.

Následuj́ıćı symetrie plyne ze symetrie riemannovské konexe.

Tvrzeńı 5.5 (Prvńı (algebraická) Bianchiho identita).

Rm(W,X, Y, Z) +Rm(X, Y,W,Z) + Rm(Y,W,X, Z) = 0

neboli ve složkách (cyklická permutace prvńıch tř́ı argument̊u)

Rijkl +Rjkil +Rkijl = 0 .

D̊ukaz. Plat́ı

R(W,X)Y +R(X, Y )W +R(Y,W )X

= ∇W∇XY−∇X∇WY −∇[W,X]Y

+∇X∇YW−∇Y∇XW −∇[X,Y ]W

+∇Y∇WX−∇W∇YX −∇[Y,W ]X

= ∇W (∇XY −∇YX) +∇X(∇YW −∇WY ) +∇Y (∇WX −∇XW )

−∇[W,X]Y −∇[X,Y ]W −∇[Y,W ]X

= ∇W [X, Y ] +∇X [Y,W ] +∇Y [W,X ]

−∇[X,Y ]W −∇[Y,W ]X −∇[W,X]Y

= [W, [X, Y ]] + [X, [Y,W ]] + [Y, [W,X ]] = 0 .
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Zde třet́ı rovnost plat́ı d́ıky symetrii konexe (⇔ tenzor torze je identicky nulový) a posledńı
rovnost je Jacobiho identita.

Tvrzeńı 5.6 (Prohozeńı prvńıho a posledńıho páru argument̊u).

Rm(W,X, Y, Z) = Rm(Y, Z,W,X)

neboli ve složkách
Rijkl = Rklij .

D̊ukaz. Užit́ım algebraické Bianchiho identity cyklicky permutované dostáváme

Rm(W,X, Y, Z) +Rm(X, Y,W,Z) +Rm(Y,W,X, Z) = 0 ,

Rm(X, Y, Z,W ) +Rm(Y, Z,X,W ) +Rm(Z,X, Y,W ) = 0 ,

Rm(Y, Z,W,X) +Rm(Z,W, Y,X) +Rm(W,Y, Z,X) = 0 ,

Rm(Z,W,X, Y ) +Rm(W,X,Z, Y ) +Rm(X,Z,W, Y ) = 0 .

Sečteme-li tyto identity a užijeme-li symetríı Tvrzeńı 5.3 a 5.4, dostaneme

2Rm(Y,W,X, Z)− 2Rm(X,Z, Y,W ) = 0 ,

což je požadovaná identita.

Tvrzeńı 5.7 (Druhá (diferenciálńı) Bianchiho identita).

∇Rm(X, Y, Z, V,W ) +∇Rm(X, Y, V,W, Z) +∇Rm(X, Y,W,Z, V ) = 0

neboli ve složkách (cyklická permutace posledńıch tř́ı argument̊u)

Rijkl;m +Rijlm;k +Rijmk;l = 0 . (5.1)

D̊ukaz. Užit́ım symetrie Tvrzeńı 5.6 je požadovaná identita ekvivalentńı vztahu

∇Rm(Z, V,X, Y,W ) +∇Rm(V,W,X, Y, Z) +∇Rm(W,Z,X, Y, V ) = 0 ,

který d́ıky multilinearitě stač́ı dokázat pro vektory nějaké báze. Toto tvrzeńı se klasicky
dokazuje pracným výpočtem, který lze však významně zjednodušit užit́ım normálńıch sou-
řadnic. Necht’ (xi) jsou normálńı souřadnice v p ∈ M . Necht’ X, Y, Z, V,W jsou libovolné
vektory souřadnicové báze ∂

∂xi

∣∣
p
. Zjednodušeńı následuj́ıćıho výpočtu je zp̊usobeno těmito

vlastnostmi:

(1)
[

∂
∂xi ,

∂
∂xj

]
= 0 ;

(2) ∇ ∂
∂xi

∣∣
p
= 0 (⇐ Γk

ij(p) = 0).
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Užit́ım vlastnosti (1) máme

∇WRm(Z, V,X, Y ) = ∇W 〈R(Z, V )X, Y 〉 = 〈∇W∇Z∇VX−∇W∇V∇ZX, Y 〉 ,

∇ZRm(V,W,X, Y ) = = 〈∇Z∇V∇WX−∇Z∇W∇VX, Y 〉 ,

∇VRm(W,Z,X, Y ) = = 〈∇V∇W∇ZX−∇V∇Z∇WX, Y 〉 ,

kde posledńı dvě identity jsou pouze variantou prvńı po cyklické permutaci vektor̊uW,Z, V .
Sečteme-li tyto identity, dostaneme

∇WRm(Z, V,X, Y ) +∇ZRm(V,W,X, Y ) +∇VRm(W,Z,X, Y )

= 〈R(W,Z)∇VX +R(Z, V )∇WX +R(V,W )∇ZX, Y 〉

= 0 ,

kde posledńı rovnost plat́ı d́ıky vlastnosti (2).

5.4 Ricciho a skalárńı křivosti

Ricciho křivost (nebo tenzor) je tenzor Rc = (Rij) řádu 2 definovaný předpisem (kontrakce
přes prvńı a posledńı index)

Rij := R k
kij .

Užit́ım symetríı (d) a (a)–(b) výše plat́ı

Rij = gkmRkijm = gkmRjmki = gkmRmjik = Rji ,

z čehož vid́ıme, že Ricciho křivost je symetrický tenzor. Podobně

Rij = gkmRkijm = gkmRikmj = R k
ik j = −R

k
ki j = −R

k
ikj ,

tud́ıž Ricciho křivost jsme také mohli definovat jako kontrakci přes prostředńı indexy či (až
na znaménko) jako kontrakci přes prvńı a třet́ı index nabo přes druhý a čtvrtý index. Naopak
kontrakce přes prvńı dva indexy či posledńı dva indexy by daly pouze triviálńı výsledek.

Skalárńı křivost je skalárńı pole

S := R i
i ,

tedy stopa Ricciho křivosti, S = trg Rc.

Tvrzeńı 5.8 (Kontrahovaná Bianchiho identita).

divRc = 1
2
∇S (5.2)

neboli ve složkách
R k

i ;k =
1
2
S;i .

D̊ukaz. Diferenciálńı Bianchiho identita (5.1) zńı

Rijkl;m +Rijlm;k +Rijmk;l = 0 .

Přenásobeńım gil (kontrakce přes indexy i = l) dostaneme

R l
ljk ;m +R l

lj m;k +Rl
jmk;l = 0 ,
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což je užit́ım definice Ricciho křivosti ekvivalentńı rovnosti

Rjk;m −Rjm;k +Rl
jmk;l = 0 .

Přenásobeńım gjk (kontrakce přes indexy j = k) nakonec dostaneme

S;m − R
k
m;k − R

l
m;l = 0 .

Tato identita je ekvivalentńı vztahu (5.2).

5.5 Einsteinova metrika

Definice 5.9. g je Einsteinova metrika :⇐⇒ Rc = λg, kde λ je skalárńı funkce.

Ve složkách to znamená Rij = λgij. Přenásob́ıme-li tuto rovnost gji, dostaneme S = λn.
Vid́ıme tedy, že g je Einsteinova metrika tehdy a jen tehdy, pokud

Rc =
S

n
g . (5.3)

Tvrzeńı 5.10. Necht’ M je souvislá varieta s dimM ≥ 3. Potom

g je Einsteinova metrika =⇒ S = const .

D̊ukaz. Kovariantńı derivace vztahu (5.3) ve složkách zńı

Rij;k =
1

n
S;k gij .

Přenásob́ıme-li tuto rovnost gjk, dostaneme

R k
i ;k =

1

n
S;i .

Užit́ım kontrahované Bianchiho identity (Tvrzeńı 5.8) máme

1

2
S;i =

1

n
S;i ,

odkud vid́ıme, že∇S = 0 naM , pokud n 6= 2. Poněvadž jeM souvislá, dostáváme S = const
na M .

Důkaz zřejmě funguje i pro n = 1; pro jednodimenzionálńı variety je však pojem Ein-
steinovy metriky triviálńı, poněvadž tenzor křivosti (a tedy i Rc a S) je identicky roven
nule. Pro dvojdimenzionálńı variety tvrzeńı neplat́ı, jak uvid́ıme v následuj́ıćı kapitolce (viz
Důsledek 6.10).
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6 Riemannovské podvariety

Ćılem této kapitolky je jednak samotný koncept riemannovských podvariet, avšak předevš́ım
kvantitativńı interpretace tenzoru křivosti.

6.1 Geometrie podvariet

Značeńı pro tuto kapitolku je následuj́ıćı:

(M̃, g̃) riemannovská varieta (ambientńı prostor), dim M̃ =: m,

(M, g) riemannovská podvarieta, M ⊂ M̃, dimM =: n,

ι :M → M̃ injektivńı vnořeńı, g := ι∗g̃.

Vnořeńı ι je izometrické kv̊uli speciálńımu tvaru g. Předpokládáme, že vnořeńı je injektivńı,
abychom mohli mluvit o podvarietě. Bez újmy na obecnosti můžeme předpokládat, že se
jedná o vložeńı, jelikož nás zaj́ımaj́ı pouze lokálńı výpočty (vnořeńı je lokálně vložeńı).

Dále:

TM̃ =

.⋃

p∈M̃

TpM̃ tečný svazek nad M̃,

TM =

.⋃

p∈M

TpM tečný svazek nad M,

TM̃ |M :=
.⋃

p∈M

TpM̃ ambientńı tečný svazek nad M.

V každém bodě p ∈M máme ortogonálńı direktńı součet

TpM̃ = TpM ⊕ (TpM)⊥ , (6.1)

kde
(TpM)⊥ =: NpM je normálový prostor

v bodě p vzhledem ke skalárńımu součinu g̃ na TpM̃ . Nakonec zavedeme

NM :=

.⋃

p∈M

NpM normálový svazek nad M.

Repér z následuj́ıćıho technického tvrzeńı se nazývá adaptovaný repér.

Lemma 6.1. ∀p ∈M , ∃ okoĺı Ũ ⊂ M̃ , (E1, . . . , Em) ortonormálńı repér na Ũ,

∀q ∈ Ũ ∩M, (E1|q, . . . , En|q) je ortonormálńı báze pro TqM .

D̊ukaz. Důkaz je založen na faktu, že pro libovolný bod p ∈ M existuje okoĺı Ũ ⊂ M̃ a
souřadnice (tzv. slice coordinates) (x1, . . . , xm) na Ũ takové, že

Ũ ∩M = {x : xn+1 = · · · = xm = 0} ∧ (x1, . . . , xn) jsou lokálńı souřadnice pro M.

Nakonec stač́ı aplikovat Gram–Schmidt̊uv ortogonalizačńı proces na souřadnicový repér
( ∂
∂x1 , . . . ,

∂
∂xm ).
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Důsledek 6.2. (En+1|p, . . . , Em|p) je ortonormálńı báze pro NpM .

Máme rozklad

∀X ∈ TpM̃ |M , X = X1E1|p + · · ·+XnEn|p︸ ︷︷ ︸
X⊤∈TpM

+Xn+1En+1|p + · · ·+XmEm|p︸ ︷︷ ︸
X⊥∈NpM

,

a odpov́ıdaj́ıćı projektory

π⊤ : TM̃ |M → TM a π⊥ : TM̃ |M → NM .

Tedy X⊤ = π⊤X a X⊥ = π⊥X .

6.2 Druhá fundamentálńı forma

Pro libovolná vektorová pole X, Y ∈ T(M) existuj́ı rozš́ı̌reńı X̃, Ỹ ∈ T(M̃); později nebu-
deme rozš́ı̌rené vektory vlnovkou obvykle odlǐsovat. Obdobně budeme stejným symbolem
〈X, Y 〉 značit skalárńı součin vzhledem k g i g̃, poněvadž g je pouze restrikce g̃ na TM .

Užit́ım (6.1) máme ortogonálńı direktńı rozklad

∇̃XY = (∇̃XY )
⊤ + (∇̃XY )

⊥ , (6.2)

kde všude by měly vystupovat ovlnkované vektory X̃, Ỹ . Druhá komponenta v tomto roz-
kladu definuje druhou fundamentálńı formu

II : T(M) × T(M)→ N(M) : {(X, Y ) 7→ (∇̃XY )⊥} .

Je toto zobrazeńı dobře definované (nezáviśı na rozš́ı̌reńı vektor̊u X, Y )? Prvńı pozorováńı
je, že se jedná o symetrickou formu, tedy II(X, Y ) = II(Y,X). Skutečně:

II(X, Y )− II(Y,X) = (∇̃XY − ∇̃YX)⊥ = [X, Y ]⊥ = 0 ,

kde posledńı rovnost plat́ı d́ıky tomu, že vektory X, Y jsou tečné k M ve všech bodech
variety M . Hodnota II(X, Y ) zřejmě nezáviśı na rozš́ı̌reńı vektoru X , poněvadž X 7→ ∇̃X

je superlokálńı operátor (∇̃X̃ Ỹ |p záviśı pouze na X̃p = Xp, viz Tvrzeńı 2.3). To, že II(X, Y )
nezáviśı rovněž na rozš́ı̌reńı vektoru Y plyne z předchoźıho a ze symetrie II. Nakonec si
uvědomme, že zobrazeńı II je bilineárńı nad C∞(M); to je zřejmé pro prvńı argument a pro
druhý to opět plyne ze symetrie.

(Co je prvńı fundamentálńı forma? Neńı to rozhodně prvńı člen rozkladu (6.2), avšak stará
terminologie pro indukovanou metriku g : T(M) × T(M) → T(M).) Nyńı se pod́ıvejme na
prvńı člen rozkladu (6.2).

Lemma 6.3. (∇̃XY )
⊤ = ∇XY .
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D̊ukaz. Definujme

∇⊤ : T(M)× T(M)→ T(M) : {(X, Y ) 7→ (∇̃XY )
⊤} ,

kde vektory X, Y vystupuj́ıćı v (∇̃XY )
⊤ by měly být ovlnkované (libovolná rozš́ı̌reńı do M̃).

Stejně jako pro tečnou konexi (viz kapitolka 3.1) lze ukázat, že se jedná o konexi. Strategie
d̊ukazu spoč́ıvá v tom, že se ukáže, že ∇⊤ je symetrická a kompatibilńı s metrikou g. Potom
nezbytně ∇⊤ = ∇ z jednoznačnosti riemannovské konexe.

Jako d̊usledek předchoźıho lemmatu dostáváme následuj́ıćı větu.

Věta 6.4 (Gaussova formule). ∀X, Y ∈ T(M),

∇̃XY = ∇XY + II(X, Y )

na M .

Druhá fundamentálńı forma je tedy mı́ra rozd́ılu mezi vntřńı konex́ı ∇ a vněǰśı konex́ı ∇̃.

Přestože je druhá fundamentálńı forma definována skrze kovariantńı derivace vektorových
poĺı tečných k M , lze ji rovněž využ́ıt k výpočtu kovariantńıch derivaćı normálových vekto-
rových poĺı.

Lemma 6.5 (Weingartenova rovnice). ∀X, Y ∈ T(M), N ∈ N(M),

〈∇̃XN, Y 〉 = −〈N, II(X, Y )〉

na M .

D̊ukaz. Poněvadž 〈N, Y 〉 = 0 identicky na M , máme

0 = X〈N, Y 〉

= 〈∇̃XN, Y 〉+ 〈N, ∇̃XY 〉

= 〈∇̃XN, Y 〉+ 〈N,∇XY + II(X, Y )〉

= 〈∇̃XN, Y 〉+ 〈N, II(X, Y )〉 ,

což je ekvivalentńı požadované identitě.

Věta 6.6 (Gaussova rovnice). ∀X, Y, Z,W ∈ T(M),

R̃m(X, Y, Z,W ) = Rm(X, Y, Z,W )− 〈II(X,W ), II(Y, Z)〉+ 〈II(X,Z), II(Y,W )〉 .

D̊ukaz. Rozšǐrme X, Y, Z,W libovolně na vektorová pole na M̃ , jež jsou tečná k M v bo-
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dech M . Na M plat́ı

R̃m(X, Y, Z,W )

=
〈
∇̃X∇̃Y Z − ∇̃Y ∇̃XZ − ∇̃[X,Y ]Z,W

〉

=
〈
∇̃X(∇Y Z + II(Y, Z))− ∇̃Y (∇XZ + II(X,Z))− (∇[X,Y ]Z + II([X, Y ], Z)),W

〉

=
〈
∇̃X(∇Y Z + II(Y, Z))− ∇̃Y (∇XZ + II(X,Z))−∇[X,Y ]Z,W

〉

=
〈
∇̃X∇Y Z,W

〉
−
〈
II(Y, Z), II(X,W )

〉

−
〈
∇̃Y∇XZ,W

〉
+
〈
II(X,Z), II(Y,W )

〉

−
〈
∇[X,Y ]Z,W

〉

=
〈
∇X∇Y Z,W

〉
−
〈
II(Y, Z), II(X,W )

〉

−
〈
∇Y∇XZ,W

〉
+
〈
II(X,Z), II(Y,W )

〉

−
〈
∇[X,Y ]Z,W

〉

= Rm(X, Y, Z,W )−
〈
II(Y, Z), II(X,W )

〉
+
〈
II(X,Z), II(Y,W )

〉
,

kde druhá rovnost je Gaussova formule (Věta 6.6) a čtvrtá rovnost je Weingartenova rovnice
(Lemma 6.5) s volbou N := II(Y, Z) a N := II(X,Z).

6.3 Křivost křivek

Necht’ γ : I →M je křivka parametrizovaná obloukem, t.j. |γ′| = 1. Definujeme (geodetickou)
křivost křivky γ coby funkci

κ := |Dtγ
′| .

Vid́ıme, že κ = 0 tehdy a jen tehdy, pokud γ je geodetika. Křivost κ tedy měř́ı deviaci
křivky γ od byt́ı geodetikou. (Pokud M = R

n, κ = |γ′′| je obvyklá křivost.)

Uvažujme nyńı, jako výše, že M je podvarieta variety M̃ . Potom má křivka γ dvě křivosti:
křivost κ (vnitřńı) γ coby křivky naM a křivost κ̃ (vněǰśı) γ coby křivky na M̃ . Vztah mezi
nimi je dán druhou fundamentálńı formou.

Věta 6.7 (Gaussova formule pro křivky). ∀V ∈ T(γ), V ‖M (:⇔ V je tečné k M),

D̃tV = DtV + II(γ′, V )

na M .

D̊ukaz. Užit́ım adaptovaného ortonormálńıho repéru (E1, . . . , Em) můžeme psát V (t) =
V i(t)Ei, kde sumujeme pouze přes i = 1, . . . , n (protože V je paralelńı kM). Potom z Gaus-
sovy formule (Věta 6.4) plyne

D̃tV = V i′Ei + V i ∇̃γ′ Ei

= V i′Ei + V i∇γ′ Ei + V i II(γ′, Ei)

= DtV + II(γ′, V ) ,

což jsme chtěli dokázat.
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Pro speciálńı volbu V := γ′ tedy dostáváme následuj́ıćı formulku pro zrychleńı libovolné
křivky γ na M ⊂ M̃ :

D̃tγ
′ = Dtγ

′ + II(γ′, γ′) .

Z toho dostáváme hledaný vztah

κ̃2 = κ2 + | II(γ′, γ′)|2 .

6.4 Nadplochy v eukleidovském prostoru

Pod́ıvejme se nyńı na speciálńı př́ıpad, kdy

M̃ = R
n+1 ,

tedy codimM = 1. V každém bodě p ∈M existuj́ı právě dva jednotkové normálové vektory.
Pokud je M orientovatelná (což můžeme bez újmy na obecnosti předpokládat, poněvadž
nás zaj́ımaj́ı pouze lokálńı vlastnosti), můžeme pomoćı orientace zvolit jednoznačně určené
hladké normálové vektorové pole

N ∈ N(M)

(lze volit N = ±En+1, kde (E1, . . . , En+1) je adaptovaný ortonormálńı repér). Tato jedno-
duchost normálového prostoru razantně zjednodušuje předchoźı obecné definice a formulky.

V prvé řadě můžeme namı́sto vektorového pole II uvažovat skalárńı druhou fundamentálńı
formu

h : T(M)× T(M)→ C∞(M) : {(X, Y ) 7→ 〈II(X, Y ), N〉} ,

což je symetrický tenzor řádu 2. Všimněte si, že jiná volbaN změńı pouze znaménko h(X, Y ).
Poněvadž NM = spanN , plat́ı

II(X, Y ) = h(X, Y )N .

V lokálńıch souřadnićıch máme

h = hij dx
idxj , hij := h

(
∂
∂xi ,

∂
∂xj

)
.

Zvednut́ım jednoho indexu dostaneme tvarový operátor

s : T∗(M)× T(M)→ C∞(M), s = hij
∂

∂xi
⊗ dxj , hij := gikhkj .

Jako obvykle můžeme takovýto smı́̌sený tenzor ztotožnit s endomorfismem

ŝ : T(M)→ T(M), s(ω,X) =: ω(ŝX) ,

kde X ∈ T(M), ω ∈ T
∗(M). Plat́ı

∀X, Y ∈ T(M), 〈ŝX, Y 〉 = h(X, Y ) .

Endomorfismus ŝ je tedy operátor reprezentuj́ıćı formu h. Poněvadž je h symetrická, je
operátor ŝ samosdružený. V lokálńıch souřadnićıch

ŝ(X) = hij X
j ∂

∂xi
,

kde X = Xj ∂
∂xj .

Obecné formulky odvozené výše nabydou jednodušš́ıho tvaru ńıže.
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• Gaussova formule

∇̄XY = ∇XY + h(X, Y )N .

• Weingartenova rovnice 〈∇̄XN, Y 〉 = −h(X, Y ) = −〈ŝX, Y 〉 .

Z identity 〈∇̄XN,N〉 =
1
2
∇̄X |N |2 = 0 vid́ıme, že ∇̄XN ‖M , tud́ıž

∇̄XN = −ŝX .

• Gaussova rovnice

Rm(X, Y, Z,W ) = h(X,W )h(Y, Z)− h(X,Z)h(Y,W ) . (6.3)

• Gaussova formule pro křivky

γ′′ = Dtγ
′ + h(γ′, γ′)N .

Odtud vid́ıme, že plat́ı:

γ je geodetika na M ⇐⇒ γ′′ ‖ N .

Necht’ p ∈ M . Poněvadž je operátor ŝ : TpM → TpM samosdružený, má reálné vlastńı
hodnoty (hlavńı křivosti),

σ(ŝ) = {κ1, . . . , κn} ,

a odpov́ıdaj́ıćı vlastńı vektory (hlavńı směry) E1, . . . , En splňuj́ıćı ŝEi = κiEi pro i =
1, . . . , n (bez sumace na pravé straně) lze zvolit tak, že tvoř́ı ortonormálńı bázi na tečném
prostoru TpM . V této bázi máme následuj́ıćı reprezentaci skalárńı druhé fundamentálńı
formy

h(X, Y ) = h(X iEi, Y
jEj) = κ1X

1Y 1 + · · ·+ κnX
nY n .

Důležité kombinace hlavńıch křivost́ı jsou následuj́ıćı:

Gaussova křivost K := det ŝ = κ1 . . . κn ,

středńı křivost H :=
1

n
tr ŝ =

1

n
(κ1 + · · ·+ κn) .

6.5 Plochy v trojdimenzionálńım eukleidovském prostoru

Pod́ıvejme se nyńı na ještě speciálněǰśı př́ıpad, kdy

M̃ = R
3 ,

tedy n = dimM = 2.
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6.5.1 Interpretace hlavńıch křivost́ı

V tomto př́ıpadě máme velice intuitivńı interpretaci hlavńıch směr̊u a hlavńıch křivost́ı.
Uvažujme geodetiku γ parametrizovanou obloukem na M , jež splňuje γ(0) = p a γ′(0) =
X . Počátečńı vektor rychlosti můžeme ve dvou dimenźıch vhodně parametrizovat užit́ım
hlavńıch směr̊u takto

X = cos θ E1 + sin θ E2 , θ ∈ [0, 2π) .

Poněvadž γ′′ = h(γ′, γ′)N =: h[γ′]N , v čase t = 0 máme

±κ̄(θ) = 〈γ′′, N〉 = h[cos θ E1 + sin θ E2] = κ1 cos
2 θ + κ2 sin

2 θ =: κN(θ) ,

kde κ(θ) := |γ′′(0)| je eukleidovská křivost křivky γ coby křivky v R
3 (znaménko + odpov́ıdá

situaci, kdy N, γ′′ mı́̌ŕı ve stejném směru) a κN (θ) je normálová křivost. Poněvadž κ′N(θ) = 0
tehdy a jen tehdy, když θ = 0 nebo θ = π

2
, vid́ıme, že hlavńı křivosti κN(0) = κ1 a κN (

π
2
) = κ2

jsou extrémy (minima a maxima) funkce θ 7→ κN(θ).

Křivost κN (θ) můžeme rovněž interpretovat jako znaménkovou křivost κθ rovinné křivky γθ
v bodě p (t.j. κθ := γ1θ

′
γ2θ

′′
− γ2θ

′
γ1θ

′′
, pokud je γθ parametrizovaná obloukem), již dostaneme

coby pr̊useč́ık plochy M s rovinou kolmou k TpM . Odtud vid́ıme, že hlavńı křivosti κ1, κ2
jsou minima a maxima mezi všemi křivostmi κθ takovýchto pr̊useč́ık̊u (viz Obrázek 6.1).

θ

γ0

γθ

M

N

Obrázek 6.1: Řezy rovinami, v nichž lež́ı zvolený normálový vektor n v bodě p, definuje
rodinu rovinných křivek γθ procházej́ıćıch bodem p a závisej́ıćıch na úhlovém parametru θ.
Hlavńı křivosti plochy Σ jsou maximálńı a minimálńı hodnota mezi křivostmi této rodiny:

κ1 := max
θ
κθ , κ2 := min

θ
κθ .

6.5.2 Theorema Egregium

Pozorováńı:

N 7→ −N =⇒ κi 7→ −κi =⇒
H 7→ −H ,

K 7→ K .

Při volbě druhého normálového vektoru se tedy Gaussova křivost nezměńı (zat́ımco ostatńı
křivosti změńı znaménko). V každém př́ıpadě je však Gaussova křivost (stejně jako ostatńı
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křivosti) definována pomoćı vnořeńı M ⊂ R3, jedná se tud́ıž a priori o vněǰśı (extrinsic)
veličinu plochy M a neńı sebemenš́ı d̊uvod předpokládat, že by se mělo jednat o vnitřńı (in-
trinsic) veličinu variety (M, g). Avšak je tomu tak, jak zjistil Gauss v roce 1828, a překvapilo
ho to natolik, že výsledek nazval Theorema Egregium, což bychom volně mohli přeložit jako
“naprosto úchvatná věta”.

Věta 6.8 (Theorema Egregium). Necht’ M ⊂ R3 je dvojdimenzionálńı podvarieta s induko-
vanou metrikou g. Potom Gaussova křivost K je izometrický invariant:

∀p ∈M, ∀báze (X, Y ) pro TpM,

K =
Rm(X, Y, Y,X)

|X|2|Y |2 − 〈X, Y 〉2
. (6.4)

Význam tvrzeńı, že K je izometrický invariant či vnitřńı veličina variety (M, g) vnořené
do (R3, ḡ), je, že nezáviśı na volbě izometrického vnořeńı ι : M → R3. Přesněji, pokud
ι : M → R3 je vnořeńı (M, g) do (R3, ḡ) s g = ι∗ḡ a ϕ : M → M ′ je jakákoli izometrie
(připomeňme, že g = ϕ∗g′), pak ι′ := ι ◦ ϕ−1 : M ′ → R3 je vnořeńı (M ′, g′) do (R3, ḡ)
s g′ = ι′∗ḡ:

(R3, ḡ)

(M, g)

ι
::ttttttttt

ϕ
// (M ′, g′)

ι◦ϕ−1
ee❑❑❑❑❑❑❑❑❑

Skutečně,

ι′∗ḡ = (ι ◦ ϕ−1)∗ḡ = ϕ−1∗ ◦ ι∗ḡ = ϕ−1∗g = ϕ∗−1g = g′ .

Věta 6.8 ř́ıká, že Gaussova křivost K variety M spočtená pomoćı vnořeńı ι a Gaussova
křivost K ′ variety M ′ spočtená pomoćı vnořeńı ι′ se rovnaj́ı, K = K ′.

D̊ukaz.

Speciálńı př́ıpad: (X, Y ) := (E1, E2) ortonormálńı báze pro TpM .

Potom z formulek

gij := g(Ei, Ej) = δij , hij := h(Ei, Ej) , hli = glrhri

dostáváme

K = det ŝ = det(hli) = det(glk) det(hri) = det(hri) .

Gaussova rovnice (6.3) implikuje

Rm(E1, E2, E2, E1) = h(E1, E1)h(E2, E2)− h(E1, E2)h(E2, E1)

= h11h22 − h12h21

= det(hri) = K .

Zároveň |E1|2|E2|2 − 〈E1, E2〉2 = 1.

Obecný př́ıpad: (X, Y ) libovolná báze pro TpM .
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Aplikaćı Gram–Schmidtova procesu na (X, Y ) dostaneme ortonormálńı bázi (E1, E2) ve
tvaru

E1 :=
X

|X|
, E2 :=

Y −

〈
Y,

X

|X|

〉
X

|X|∣∣∣∣Y −
〈
Y,

X

|X|

〉
X

|X|

∣∣∣∣
=

Y −
〈Y,X〉

|X|2
X

∣∣∣∣Y −
〈Y,X〉

|X|2
X

∣∣∣∣
.

Ze speciálńıho př́ıpadu výše dostáváme

K = Rm(E1, E2, E2, E1)

=

Rm

(
X, Y −

〈Y,X〉

|X|2
X, Y −

〈Y,X〉

|X|2
X,X

)

|X|2
∣∣∣∣Y −

〈Y,X〉

|X|2
X

∣∣∣∣
2

=
Rm (X, Y, Y,X)

|X|2
(
|Y |2 +

〈Y,X〉2

|X|2
− 2
〈Y,X〉2

|X|2

)

=
Rm (X, Y, Y,X)

|X|2|Y |2 − 〈Y,X〉2
,

kde jsme ve třet́ı rovnosti využili symetríı Rm(X,X, ·, ·) = 0 = Rm(·, ·, X,X).

Motivováni Větou 6.8, definujeme Gaussovu křivost K pro libovolnou dvojdimenzionálńı
riemannovskou varietu (M, g), jež neńı nezbytně vnořená v R3, pomoćı formulky (6.4) v li-
bovolném lokálńım repéru. Následuj́ıćı tvrzeńı ř́ıká, že tato Gaussova křivost zcela určuje
tenzor křivosti a že je nezávislá na volbě repéru.

Tvrzeńı 6.9. Necht’ (M, g) je dvojdimenzionálńı riemannovská varieta. Potom

∀X, Y, Z,W ∈ TpM ,

(i) Rm(X, Y, Z,W ) = K
(
〈X,W 〉〈Y, Z〉 − 〈X,Z〉〈Y,W 〉

)
;

(ii) Rc(X, Y ) = K 〈X, Y 〉 ;

(iii) S = 2K .

D̊ukaz. Jedná se o tenzory, tud́ıž stač́ı pracovat s jakoukoli báźı. Necht’ (E1, E2) je ortonor-
málńı báze pro TpM .

ad (i) Uvažujme koeficienty Rijkl := Rm(Ei, Ej , Ek, El). Potom

K = +R1221 = +R2112

= −R1212 = −R2121 ,

kde prvńı řádek je d̊usledkem Věty 6.8 a druhý řádek plyne ze symetríı tenzoru křivosti.
Zbývá si uvědomit, že Rijkl = 0, pokud i = j nebo k = l.

ad (ii) Pro Ricciho tenzor máme

Rij = Rc(Ei, Ej) = R1ij1 +R2ij2 .
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Odtud vid́ıme, že

R12 = R21 = 0 a
R11 = R2112 = K ,

R22 = R1221 = K ,

což je ekvivalentńı druhému vztahu.

ad (iii) Nakonec

S = trg Rc = tr

(
K 0
0 K

)
= 2K .

Poněvadž skalárńı křivost S je nezávislá na volbě repéru, to samé muśı platit pro Gaussovu
křivost K.

Tvrzeńı 6.9(ii) je ekvivalentńı vztahu Rc = Kg. Pro libovolnou dvojdimenzionálńı rieman-
novskou varietu (M, g) je tud́ıž g vždy Einsteinova metrika.

Důsledek 6.10. Necht’ (M, g) je riemannovská varieta s dimM = 2. Potom g je Einstei-
nova metrika.

Avšak tento obecný fakt nezbytně neimplikuje (oproti vyšš́ım dimenźım, viz Tvrzeńı 5.10),
že K je konstantńı.

6.5.3 Praktické poč́ıtáńı

Obrat’me se nakonec od abstraktńıch výsledk̊u k praktickým výpočetńım dovednostem.
Uvažujme lokálńı parametrizaci

π : U → R
3 , π(U) ⊂M

ι
−→ R

3 ,

kde U ⊂ R2 a p(U) ⊂M jsou otevřené množiny. Už v́ıme (viz Př́ıklad 1.6), že v souřadnićıch
x := π−1 ◦ ι pro metriku variety M plat́ı

g = gαβ dx
αdxβ , gαβ := ∂απ · ∂βπ ,

kde nesprávně ṕı̌seme ∂απ namı́sto (∂απ)◦x, což je však obvyklá identifikace. Při ztotožněńı
TpR

3 ∼= R3 lze vektory ∂1π a ∂2π chápat jako tečné vektory variety M . Normálový vektor
N :M → TpR

3 ∼= R3 pak spočteme pomoćı vektorového součinu

ν :=
∂1π × ∂2π

|∂1π × ∂2π|
: U → R

3

jako N := ν ◦ x . Z Weingartenovy rovnice dostáváme

hαβ = −

〈
∇̄ ∂

∂xα
N, ι∗

∂

∂xβ

〉

ḡ

= −δij
N i

∂xα
∂ιj

∂xβ
= −δij (∂αν

i) ◦ x (∂βπ
j) ◦ x .

Obvyklou identifikaćı (∂αν) s (∂αν) ◦ x tedy nakonec

h = hαβ dx
αdxβ , hαβ := −∂αν · ∂βπ .

Z těchto formulek pro metriku a skalárńı druhou fundamentálńı formu pak snadno spočteme
hlavńı křivosti a Gaussovu a středńı křivost.
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Zkoušku neudělá ten, kdo nebude umět spoč́ıst křivosti ploch na Obrázku 6.2.

válec paraboloid
x2 + y2 = 1 z = x2 + y2

hyperbolický paraboloid opič́ı sedlo
z = y2 − x2 z = x3 − 3xy2

Obrázek 6.2: Př́ıklady nejslavněǰśıch ploch.
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7 Gaussova–Bonnetova věta

Nyńı máme všechny potřebné ingredience pro d̊ukaz duležitého lokálńıho-globálńıho tvrzeńı
pro dvojdimenzionálńı variety, jež dává do souvislosti křivost a topologii. Notoricky známá
tvrzeńı, že součet vnitřńıch úhlú trojúhelńıku je roven π, že obvod kružnice o poloměru R
je roven 2πR a že integrál křivosti jednoduché uzavřené křivky je roven ±2π, jsou pouze
velice speciálńı, eukleidovské d̊usledky.

7.1 Rovinná geometrie

Předpokládejme nejdř́ıve, že γ : [a, b] → R
2 je hladká křivka parametrizovaná obloukem.

Připomeňme (či zaved’me) následuj́ıćı pojmy:

• γ je jednoduchá :⇐⇒ γ|[a,b) je injektivńı.

• γ je uzavřená :⇐⇒ γ(a) = γ(b).

• Tečný úhel je spojité (ve skutečnosti hladké) zobrazeńı θ : [a, b]→ R takové, že

γ′(t) = (cos θ(t), sin θ(t))

a splňuj́ıćı normalizaci θ(a) ∈ (−π, π] (jež ho určuje jednoznačně).

• Úhel rotace je č́ıslo Rot(γ) := θ(b) − θ(a). Pro uzavřenou křivku plat́ı Rot(γ) ∈ 2πZ
a hodnota nezáviśı na normalizaci θ(a).

Předpokládejme nyńı, že γ je pouze po částech hladká, t.j. γ : [a, b]→ R2 je spojité zobrazeńı
splňuj́ıćı

∃ děleńı a =: a0 < a1 < · · · < ak−1 < ak =: b , ∀i = 1, . . . , k ,

γ|[ai−1,ai] je hladká křivka.

Jednostranné rychlosti definujeme jako výše

γ′(a±i ) := lim
t→a±i

γ′(t) .

Daľśı terminologie je následuj́ıćı:

• Vněǰśı úhel v ai je orientovaný úhel εi ∈ [−π, π] z γ′(a−i ) do γ
′(a+i ) takový, že

sgn εi =

{
+1 ⇔ (γ′(a−i ), γ

′(a+i )) je kladně orientovaná báze v R2 ,

−1 ⇔ (γ′(a−i ), γ
′(a+i )) je záporně orientovaná báze v R2 .

V př́ıpadě, že se nejedná o bázi (např. cusp), znaménko úhlu neurčujeme, poněvadž
takovéto křivky uvažovat nebudeme (viz následuj́ıćı definice).

• γ je křivý polygon :⇐⇒
γ je jednoduchá, uzavřená a bez vněǰśıch úhl̊u ±π,
jež je hranićı omezené otevřené oblasti Ω ⊂ R2.

Body γ(ai) nazýváme vrcholy a křivky γ|[ai−1,ai] nazýváme strany křivého polygonu.

Řekneme, že γ je kladně orientovaný, pokud Ω je vždy nalevo od γ (křivka je parame-
trizovaná proti směru hodinových ručiček).
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• Tečný úhel je zobrazeńı θ : [a, b]→ R definované indukćı následovně:

◦ t = a : θ(a) ∈ (−π, π] ;

◦ t ∈ [a, a1) : θ(t) definováno spojitě jako výše (v hladkém př́ıpadě) ;

◦ t = a1 : θ(a1) := lim
t→a−1

θ(t) + ε1 ;

◦ t ∈ [a1, a2) : θ(t) definováno spojitě jako výše (v hladkém př́ıpadě) ;

...

◦ t = b = ak : θ(b) := lim
t→a−

k

θ(t) + εk .

• Úhel rotace Rot(γ) := θ(b)− θ(a) ∈ 2πZ je definovaný jako výše.

Věta 7.1 (Umlaufsatz [Hopf 1935]). ∀ kladně orientovaný křivý polygon γ ⊂ R2,

Rot(γ) = 2π .

7.2 Gaussova–Bonnetova formule

Na dvojdimenzionálńı varietě M uvažujme po částech hladkou křivku γ : [a, b]→M , jež je
parametrizovaná obloukem.

• γ je křivý polygon :⇐⇒
γ je hranićı omezené prekompaktńı oblasti Ω ⊂M
a x(Ω) ⊂ R2 je křivý polygon jako výše.

Zde x : U→ R
2 je souřadnicová mapa taková, že U ⊃ γ.

• Tečný úhel je zobrazeńı θ : [a, b] → R takové, že na částech, kde rychlost γ′ je spo-
jitá, θ je jednoznačná spojitá volba úhlu od vektoru ∂

∂x1 k vektoru γ′, plus skoky na
vrcholech jako výše.

• Úhel rotace Rot(γ) := θ(b)− θ(a) ∈ 2πZ je definovaný jako výše.

Vzhledem k roli vektoru ∂
∂x1 v definici tečného úhlu, neńı v̊ubec jasné, že úhel rotace má

jakýkoli na souřadnićıch nezávislý význam. Následuj́ıćı tvrzeńı však ř́ıká, že tomu tak je.

Lemma 7.2. ∀ kladně orientovaný křivý polygon γ ⊂ M ,

Rot(γ) = 2π .

D̊ukaz. Máme k dispozici dva polygony a tomu odpov́ıdaj́ıćı úhly rotace spočtené v̊uči
r̊uzným metrikám:

Ω ⊂M ←→ Rotg(γ) ∈ 2πZ ,

x(Ω) ⊂ R
2 ←→ Rotḡ(γ) ∈ 2πZ .

Pro libovolný parametr s ∈ [0, 1] definujme metriku

gs := sg + (1− s)ḡ
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a j́ı odpov́ıdaj́ıćı úhel rotace Rotgs(γ) ∈ 2πZ. Funkce

f(s) :=
1

2π
Rotgs(γ)

tud́ıž nabývá pouze celoč́ıselných hodnot. Jelikož je spojitá v s, muśı být nezbytně kon-
stantńı. Avšak f(0) = 1 podle Věty 7.1.

Na částech, kde γ je hladká, existuje právě jedno jednotkové vektorové pole N takové, že
(γ′(t), N(t)) je kladně orientovaná ortonormálńı báze tečného prostoru Tγ(t)M pro všechna
odpov́ıdaj́ıćı t. (N směřuje dovnitř Ω pro kladně orientovaný polygon.) V hladkých bodech
křivky γ definujeme znaménkovou (geodetickou) křivost předpisem

κN(t) := 〈Dtγ
′(t), N(t)〉 .

(κN > 0, pokud se kladně orientovaná γ krout́ı směrem k Ω.) Plat́ı

|γ′|2 = 1 =⇒ 2〈Dtγ
′, γ′〉 = 0 =⇒ Dtγ

′⊥ γ′ .

Tud́ıž máme Frenet̊uv vzorec

Dtγ
′(t) = κN (t)N(t) .

Věta 7.3 (Gaussova–Bonnetova formule). Necht’ γ je křivý polygon na orientované dvojdi-
menzionálńı riemannovské varietě (M, g) a γ je kladně orientovaná coby hranice otevřené
prekompaktńı oblasti Ω. Potom

∫

Ω

K dA+

∫

γ

κN ds+

k∑

i=1

εi = 2π ,

kde dA je riemannovský objemový element a s je délka oblouku.

D̊ukaz. Užit́ım Lemmatu 7.2 máme

2π =

k∑

i=1

εi +

k∑

i=1

∫ ai

ai−1

θ′(t) dt .

Pro d̊ukaz věty potřebujeme dát do souvislosti θ′ s κN a K.

Necht’ (x1, x2) jsou orientované souřadnice na otevřené množině U ⊃ Ω, γ. Aplikaćı Gram–
Schmidtova ortogonalizačńıho procesu na souřadnicový repér ( ∂

∂x1 ,
∂

∂x2 ) dostaneme oriento-
vaný ortonormálńı repér (E1, E2) takový, že E1 je kladný násobek ∂

∂x1 . V hladkých bodech t
křivky t 7→ γ(t) máme

γ′(t) = cos θ(t)E1 + sin θ(t)E2 ,

N(t) = − sin θ(t)E1 + cos θ(t)E2 .
(7.1)

Zderivováńım γ′ dostaneme

Dtγ
′ = −θ′ sin θ E1 + cos θ∇γ′E1 + θ′ sin θ E2 + sin θ∇γ′E2

= θ′N + cos θ∇γ′E1 + sin θ∇γ′E2 ,
(7.2)
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kde pro jednoduchost vynecháváme závislost na t ve značeńı funkćı. Z ortonormality (E1, E2)
zároveň dostáváme, ∀X ∈ TM ,

0 = ∇X |E1|
2 = 2 〈∇XE1, E1〉 =⇒ ∇XE1 = násobek E2 ,

0 = ∇X |E2|
2 = 2 〈∇XE2, E2〉 =⇒ ∇XE2 = násobek E1 ,

0 = ∇X〈E1, E2〉 = 〈∇XE1, E2〉+ 〈E1,∇XE2〉 =⇒ 〈E1,∇XE2〉 = −〈∇XE1, E2〉 .

Definováńım funkcionálu (1-formy) ω(X) := 〈E1,∇XE2〉 plat́ı vztahy

∇XE1 = −ω(X)E2 ,

∇XE2 = ω(X)E1 ,
(7.3)

tud́ıž ω zcela určuje konexi na U.

Ze vztah̊u (7.1), (7.2) a (7.3) dostáváme

κN = 〈Dtγ
′, N〉

= 〈θ′N,N〉+ cos θ 〈∇γ′E1, N〉+ sin θ 〈∇γ′E2, N〉

= θ′ − cos θ 〈ω(γ′)E2, N〉+ sin θ 〈ω(γ′)E1, N〉

= θ′ − cos2 θ ω(γ′)− sin2 θ ω(γ′)

= θ′ − ω(γ′) .

Zbývá tedy ukázat ∫

γ

ω =

∫

Ω

K dA .

Poněvadž
∫
γ
ω =

∫
Ω
dω d́ıky Stokesově větě (okamžitě v př́ıpadě hladké oblasti Ω, obecně

nutno použ́ıt aproximaci), stač́ı ukázat dω = K dA, což však plyne z následuj́ıćıho výpočtu:

K dA(E1, E2)

= K

= Rm(E1, E2, E2, E1)

=
〈
∇E1∇E2E2 −∇E2∇E1E2 −∇[E1,E2]E2, E1

〉

=
〈
∇E1

(
ω(E2)E1

)
−∇E2

(
ω(E1)E1

)
− ω([E1, E2])E1, E1

〉

=
〈
E1

(
ω(E2)

)
E1 + ω(E2)∇E1E1 −E2

(
ω(E1)

)
E1 − ω(E1)∇E2E1 − ω([E1, E2])E1, E1

〉

= E1

(
ω(E2)

)
− E2

(
ω(E1)

)
− ω([E1, E2])

= dω(E1, E2) .

Zde prvńı rovnost plat́ı, protože repér (E1, E2) je ortonormálńı (viz kapitolka 1.5), a posledńı
rovnost je definice akce vněǰśı derivace dω (2-forma) na obecnou bázi (v souřadnicové bázi
plat́ı dobře známý vztah (dω)ij = ∂iωj − ∂jωi).

Rozmyslete si, že na začátku této kapitolky zmı́něné elementárńı varianty pro kružnice a
trojúhelńıky plynou coby d̊usledek Věty 7.3.

7.3 Globalizace skrze triangulaci

Necht’ M je (hladká) kompaktńı 2-varieta. (Hladká) triangulace variety M je množina

{Ωi}
Nf

i=1 taková, že
Nf⋃

i=1

Ωi =M ,
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kde Nf < ∞ a Ωi jsou křivé trojúhelńıky (křivé polygony o třech stranách) takové, že
pr̊useč́ık libovolného páru je bud’ prázdná množina, nebo jeden vrchol, nebo jedna strana.
Triangulace vždy existuje.

Eulerova charakteristika variety M je č́ıslo

χ(M) := Nv −Ne +Nf ,

kde
Nv := počet vrchol̊u (vertices) ,

Ne := počet stran (edges) ,

Nf := počet trojúhelńık̊u (faces) .

Eulerova charakteristika je čistě topologický invariant, jež nezáviśı na triangulaci. Plat́ı
χ(S2) = 2 pro sféru, χ(T2) = 0 pro torus a obecně χ(M) = 2− 2g pro orientovanou plochu
s g držadly.

Nyńı jsme v pozici dokázat úchvatné lokálńı-globálńı tvrzeńı, jenž dává do souvislosti křivost
a topologii.

Věta 7.4 (Gaussova–Bonnetova věta). Necht’ M je kompaktńı, orientovaná 2-varieta. Po-
tom ∫

M

K dA = 2π χ(M) .

D̊ukaz. Mějme:

{Ωi}i=1,...,Nf
triangulace ,

{γij}
j=1,2,3
i=1,...,Nf

hrany trojúhelńık̊u , γi1 ∪ γi2 ∪ γi3 = ∂Ωi ,

{θij}
j=1,2,3
i=1,...,Nf

vnitřńı úhly trojúhelńık̊u .

Poněvadž vněǰśı úhel je roven π minus vnitřńı úhel, aplikace Gaussovy–Bonnetovy formule
(Věta 7.3) na každý trojúhelńık a přesč́ıtáńı přes i dá

Nf∑

i=1

∫

Ωi

K dA +

Nf∑

i=1

3∑

j=1

∫

γij

κN ds

︸ ︷︷ ︸
=0

+

Nf∑

i=1

3∑

j=1

(π − θij) =

Nf∑

i=1

2π .

Zde druhý člen vymiźı, jelikož v součtu vystupuje každá strana trojúhelńıku právě dvakrát,
avšak s opačnou orientaćı. Máme tud́ıž

∫

M

K dA + 3πNf −

Nf∑

i=1

3∑

j=1

θij

︸ ︷︷ ︸
2πNv

= 2πNf .

Zde dvojitá suma je skutečně rovna 2πNv, protože každý úhel θij se v sumě vyskytuje právě
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jednou a v každém vrcholu je součet úhl̊u, jež se vrcholu dotýkaj́ı, roven 2π. Máme tud́ıž

∫

M

K dA = 2πNv − πNf

= 2πNv − 3πNf + 2πNf

= 2πNv − 2πNe + 2πNf

= 2π χ(M) .

Zde třet́ı rovnost plat́ı d́ıky vztahu
2Ne = 3Nf ,

kde na levé straně vystupuje počet stran včetně násobnost́ı (každé straně odpov́ıdaj́ı právě
dva trojúhelńıky) a pravá strana odráž́ı fakt, že každý trojúhelńık má právě tři strany.

Význam Gaussovy–Bonnetovy věty je nedocenitelný. Zmı́ńıme jen pár zřejmých d̊usledk̊u.
Pro stručnost značme symbolem ∼ relaci homeomorfismu dvou variet.

Důsledek 7.5.

(a) M ∼ S
2 (g = 0) =⇒ K > 0 někde ;

(b) M ∼ T
2 (g = 1) =⇒ K = 0 všude ∨ (K > 0 někde ∧ K < 0 někde) ;

(c) jiná topologie (g ≥ 2) =⇒ K < 0 někde .

Důsledek 7.6.
(a) K > 0 =⇒ M ∼ S

2 (g = 0) ;

(b) K ≤ 0 =⇒ g ≥ 1 .

Jeden z hlavńıch ćıl̊u moderńı riemannovské geometrie je zobecněńı Gaussovy–Bonnetovy
věty (a jej́ıch topologických d̊usledk̊u) do vyšš́ıch dimenźı.
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