Riemannovska geometrie

David Krejcitik

http://nsa.fjfi.cvut.cz/david

13. prosince 2024

Jednosemestralni prednaska Uvod do riemannovské geometrie
prednédsend autorem na FJFI CVUT na podzim 2024.

Tento text je neuplny,
postupné ziplnovany a opravovany autorem
kazdy tyden béhem semestru.
Aktudlni verzi textu lze najit na tomto odkazu:

http://nsa.fjfi.cvut.cz/david/other/urg.pdf

HIER 'RUIET IN COTT

FCEORG FRIEDRICH BERNHARD RIEMANN |

PROFESSOR ZU GOETTINGEN

GEBOREN IN BRESELENZ DEN 17. SEPTEMBER 1826.

CESTORBEN IN SELASCA DEN 20.JULI 1266

DENEN DI¥. GOTT LIEBEN MUESSEN

ALLF DINGE ZUM BESTEN DIENEN.



http://nsa.fjfi.cvut.cz/david
http://nsa.fjfi.cvut.cz/david/other/urg.pdf

Obsah David Krejcitik

Obsah
lo_Uvod

0.1 Motivace: Prostorové plochvl ...........................

0.2 Topnologické varietsd . . . . . . . .

1
1
2
D_ﬁ_]:ﬁfﬁmnmam_nuaﬂﬂj ............................. 3
4
5
8

012 Kotetné zobrazend . . . . . . o oo 14
|0 13 Tenzorq ...................................... 14

0.14 Orientovatelnostl . . . . . o o o oo 15

|1 4.2 Stong ................................... 28
(L5 Integrovand . . . . o oot 29

2 Konexd 31

2.2 Kovariantni derivace podél kiivel . . . . . . . . ... 33
3 Geo detikq ..................................... 35

|3 Ri KA ] | 40
13.1 Motivace: Teéna konexe podvarietl . . . . . . . . . . . 40
13.1.1  Komnpatibilita s metrikou . . . . . . . . .. 41

3.5 Laplacian . . . . . . . .. 48

l4  Geodetiky a vzdilenost] 50
% .............................. 50
4.2  Exponencidlni zobrazend . . . . . . . . . 52

4.3 Normdlnf soufadnicd . . . . . o o o 53




Obsah

6.5.1 Interpretace hlavnic

6.4 Nadplochy v eukleidovském r)rqs’rord ......................
6.5 Plochy v trojdimenziondlnim euldeidovském prostoru . . . . ... ...

h kidvostd . . . . .. ...

6.5.2 Theorema Egregiu




Riemanniv nahrobek v Biganzolo

Zde odpocivda v Panu
Georg Friedrich Bernhard Riemann
profesor v Gotingenu
narozeny v Breselenz 17. zdri 1826
zesnuly v Selasca 20. ¢ervence 1866

Tem, kteri miluji Boha,
vsecko napomahd k dobrému.

[Rimantim 8:28]



David Krejéifik 0. Uvod 1

0 Uvod

Cilem této prednésky je tivod do teorie riemannovskych variet. Varieta je objekt, jenz lokalné
vypada jako eukleidovsky prostor. Riemannovskd varieta je navic vybavena skaldrnim sou-
¢inem, jenz umoznuje mérit vzdéalenosti a thly. Mame tudiz tuto analogii:

linedrni algebra: vektorovy prostor DO  vektorovy prostor se skaldrnim soucinem
geometrie: varieta D riemannovskd varieta

Nasim primarnim cilem je zodpovédét tuto otazku:

Co je ktivost 7

Avsak nasim prvnim krokem, nez se vrhneme na samotny koncept riemannovské geome-
trie, bude zobecnéni prostorovych ploch na abstraktni variety. Hlavni motivaci je rychlé
pripomenuti nékterych pojmu a znaceni z teorie hladkych variet, jejichz znalost neni od
studenta vyzadovana. Kapitolky oznacené hvezdickou lze pteskocit.

Hlavnim zdrojem této prednasky je vynikajici kniha [I] brazilského matematika Manfredo
do Carmo (1928-2018). Velka ¢ast téchto poznamek je pouhy (a neumély) preklad vy-
branych partii této knihy do cestiny. V nékterych castech se alternativné inspiruji uc¢ebnici
amerického autora Johna M. Leea [3] (nyni je k dispozici i druhé vydéni [3]), jez navazuje

VVVVVV

avsak velice instruktivni pojednani [111, 9, [7, [8 10] od Michaela Spivaka (1940-2020).

0.1 Motivace: Prostorové plochy

Varieta je abstrakci pojmu plochy v trojdimenziondlnim eukleidovském prostoru, pticemz
chceme zapomenout na ambientni prostor. Za timto ticelem pripomenme nasledujici definici.

Obrézek 0.1: Lokalni parametrizace plochy S.

Definice 0.1. S C R3 je requldrni plocha, pokud
Vp e S, 3Fokol (bodup) V CR® & m:U(oteviend) CR* —V NS CR?,

(a) 7 je hladky homeomorfismus,

(b) Yz € U, rank7'(x) = 2.
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ad (a): V tomto kurzu budeme pod pojmem “hladky” ¢ “diferencovatelny” vzdy chapat
C*°-hladkost. (Homeomorfismus je bijektivni zobrazeni, jez je spojité a jehoz inverze je
rovnéz spojitd.)

ad (b): Zde 7'(x) znaé¢i Jacobiho matici derivace m v bodé x vzhledem ke standardnim bazim
v R? a R3. Pfipomenme (viz [6]), ze derivace zobrazeni 7 : R® — R™ v bodé = € R" je
linedrni transformace D7(z) : R® — R™ definovand vztahem

lim w(x 4+ h) —w(z) — Dr(x)h

h—0 | L] =0

Ponévadz 2 = dimR? = dimker D7 (x) + rank D (), vidime, Ze podminka (b) je splnéna
tehdy a jen tehdy, pokud Dm(z) : R* — R? je injektivni, coz znamen4 (diky vété o inverzni
funkci), ze 7 je lokalni difeomorfismus. (Difeomorfismus je bijektivni zobrazeni, jez je hladké
a jehoz inverze je rovnéz hladka.) V nasem piipadé Jacobiho matice vypada takto:

6171'1 (.T) 8271'1 (.T)
m'(z) = | Om?(z) Oom?(x)
o3 (x) O3 (x)

Gometricky podminka (b) znamend, ze teéné vektory 0;m a Oy jsou linedrné nezdvislé, viz

Obrazek 011

Zobrazeni 7 se nazyva parametrizace plochy S v bodé p. Dulezitym dusledkem Definice [0.1]
je fakt, ze pfechod od jedné parametrizace k druhé je difeomorfismus. Ptesnéji, pokud m :
Uy — S am: Uy — S jsou dvé parametrizace takové, ze mi(Uy) Nmo(Us) =: W # @, potom
prechodova zobrazeni

mtom s (W) — R?

i . 0.1
Wfloﬁg: w;l(W)—>R2 Jsou (0.1)

Dusledkem této C*°-kompatibility je, ze méa smysl mluvit o diferencovatelnych funkcich na
plose S a lze aplikovat metody diferencialniho poctu.

Intuitivné tedy regularni plochu dostaneme tak, ze vezmeme kousky roviny, deformujeme
je a pak je poskladame dohromady tak, ze vysledny objekt nema hroty, ostré hrany, ani se
neprotind sam se sebou, tudiz ma smysl mluvit o tecné roviné v kazdém bodé.

Nevyhodou definice reguldrni plochy je jeji zdvislost na ambientnim prostoru R3. Co ve
skutecnosti pottebujeme, je fakt, ze plocha je dvojdimenzionalni objekt, na némz lze apliko-
vat metody diferencidlniho poc¢tu. Zbyteéna piftomnost ambientnfho prostoru R? je pouze
dusledkem nasi fyzikalni prirozenosti. Zobecnéni do vyssich dimenzi je pak rovnéz primocaré.

0.2 Topologické variety

Formalné nazveme wvarietou metricky prostor M, jenz je lokalné homeomorfni eukleidov-
skému prostoru, tedy:

Vpe M, 3Jokoli (bodup)UC M & neN, U je homeomorfni R”.

Homeomorfni znamenad, ze existuje bijektivni zobrazeni ¢ : U — R", jez je spojité a jehoz

inverze ¢! je rovnéz spojitd, viz Obrazek Vsimnéte si, ze v Definici roli tohoto

homeomorfismu hraje inverze parametrizace, tedy ¢ = 71,
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Okoli bodu p € M je podmnozina U C M, jez obsahuje otevienou podmnozinu obsahujici
bod p. Z vlastnosti bijektivnich spojitych zobrazeni plyne, ze okoli U v definici vyse musi
byt nezbytné oteviené.

Zna¢ime dim M =: n a fikdme, ze M je n-dimenziondlni (metrickd) varieta; pokud chceme
zduraznit, jakou dimenzi varieta M ma, piSeme M™.

R?’L

Obrazek 0.2: Varieta je objekt, jenz lokalné vypada jako eukleidovsky prostor.

Obecnéji lze v definici variety zaménit “metricky” za “topologicky”, a tedy uvazovat, ze M je
topologicky prostor. V tomto obecnéjsim piipadeé je vSak nutné vyloucit skutecné patologické
priklady a za timto ucelem predpokladat dvé extra vlastnosti:

1. M je Hausdorffiv (pro libovolné dva odlisné body existuji okoli, jez se navzajem
neprotinaji);

2. M je uplné separabilni (jeho topologie obsahuje spoc¢etnou bazi).

Nejjednodussim piikladem variety je cely eukleidovsky prostor R™ ¢i jakakoli jeho oteviena
podmnozina. Jediné souvislé 1-dimenzionalni variety jsou pfimka R (¢i jakykoli otevieny
interval) a kruznice S! := {x € R? : |z| = 1}, kde | - | zna¢i eukleidovskou normu.

0.3 Diferencovatelné variety

Na obecné (metrické ¢i topologické) varieté mé pojem spojité funkce f : M — R dobry
smysl, avsak pojem diferencovatelnosti neni dobfe definovéan (pfipomenme, ze “hladkd” ¢i
“diferencovatelnd” vzdy znamend C*°-hladkost). Skute¢né, uvazujme dva homemorfismy
¢:U—R"av:V — R"takové, ze UNV # &. Potom funkce fo¢~!: R® — R muZe byt
diferencovatelnd, zatimco funkce f o1 ~! diferencovatelnd byt nemusi. Za ticelem provadéni
diferencialnitho poctu na varietach je nezbytné pojem variety obohatit o dalsi strukturu.
Nasi motivaci je C°°-kompatibilita pro reguldrni plochy (0.1]).

Atlas A variety M je soubor vsech homeomorfismi, jejichz definiéni obory pokryvaji vari-
etu M a libovolné dva elementy ¢,v € A jsou C*-kompatibilni ve smyslu, ze prechodova
zobrazeni

Yool JUNV) = UNV) |
. jsou C°. (0.2)
potp : Y(UNV)—=o(UNV)
Jednotlivy homeomorfismus ¢ € A s definicnim oborem U (3 p) se nazyva (lokdlni) mapa
nebo souradnicovy systém na U (v bodé p). Pokud chceme zduraznit definiéni obor U (jenz
se nekdy nazyva souradnicovy obor), piseme (¢, U). Casto pouzivané (a obcas matouc)
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znaceni pro jednotlivou mapu je pismenko z, a to za ucelem identifikace bodu p € M s
bodem z(p) € R", jenz m4 “souiadnice” (z'(p),...,2"(p)).

Vsimnéte si moderni preference uzivat ¢ namisto ¢!, kde druh4 volba je charakteristicka
pro starobylou diferencidlni geometrii uvazovanou v Kapitole (¢! 1ze ztotoznit s lok4lni
parametrizaci m v pfipadé, ze M je vnorend do eukleidovského prostoru).

Zbyvé se zamyslet nad (ne)jednoznacénosti volby atlasu: Obecné méme mnoho voleb ruznych
atlasu, jez vedou ke stejné hladké strukture na varieté M. Avsak kazdy atlas variety M je
obsazen v jednozna¢né uréeném mazimdlnim atlase (jenz uz neni obsazen v zadném striktné
vetsim atlase).

Hladka (¢i diferencovatelnd) varieta je topologickd varieta vybavend maximalnim hladkym
atlasem. Schematicky:

diferencovatelnd varieta := varieta + maximalni atlas.

(Privlastky “hladkd” ¢i “diferencovatelnd” budeme obvykle vynechavat.)

0.4 Funkce

Necht M, N jsou dvé variety, dim M = n a dim N = m. Funkce F' : M — N je hladkd (nebo

diferencovatelnd) v bodé p € M, pokud pro libovolny soufadnicovy systém (z,U) v bodé

p € M a libovolny soutadnicovy systém (y, V') v bodé F(p) € N plati, ze funkce
yoFoxz ': R" - R™

je diferencovatelna (viz Obrazek [0.3]) v bodé z(p) € R™. To, Ze je tato definice dobra, t.j.
nezavisld na volbé parametrizaci, plyne z podminky kompatibility (0.2]). Hladka funkce F’
je nezbytné spojita.

M N

RH R”l

yoFoIf1

Obrazek 0.3: Funkce mezi varietami a jejich mapy.

V piipadé, ze funkce F': M — N je difeomorfismus, fekneme, ze variety M, N jsou difeo-
morfni.
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Pro hladkou funkei f : M — R a soutradnicovy systém (x, U) definujeme

883]; =0i(fox Houz, (0.3)

kde 0;g znaci obvyklou parcialni derivaci podle i-té proménné funkce g : R" — R. Vztah (0.3))
definuje funkci z U C M do R. V libovolném bodé p € M ziejmé mame

of| _ of
oxt , o

(p) = 0i(f o x ") (x(p)). (0.4)

Funkce f = fox!:x(U) C R® — R se obvykle nazyva souradnicovd reprezentace funkce f.
(Zmatky zacinaji, pokud se funkce f a f za¢nou ztotoznovat, coz je v diferencialni geometrii
zcela bézné.)

Necht nyn{ mdme dva souradnicové systémy (z,U) a (y, V) na varieté M. Potom na pruniku
U NV plati analogie pravidla o derivaci slozené funkce (chain rule)

0 ozl 0
f _ 9w Of (0.5)
dyt Oyt Oxd
Zde 1 nadale uzivame Einsteinovo sumacni pravidlo, kdy se automaticky s¢ita pres vsechny
hodnoty indexu, jenz se vyskytuje nahote i dole; v tomto ptipadé pfes index j =1,...,n.
Plati - B!
x x
. 5P )
—1y/ O’ y. i .
(zoy ) (ylp) = ai@) = : : :
Y ji=1,..n O™ 9"
ayl(p)--- ayn(p)

kde na levé strané prvni rovnosti stoji Jacobiho matice zobrazeni x oy~ v bodé y(p) a na
pravé strané je matice typu n x n z formulky ((L5). Jednd se o regularni matici a plati

o yue = (220) = (L) = woe )

0.5 Vnoreni a vlozeni

Obecnéji uvazujme hladkou funkei F' : M™ — N™, soutadnicovy systém (z,U) v bodé
p € M"™ a souradnicovy systém (y,V) v bodé F(p) € N™. Potom definujeme hodnost
funkce F v bodé p coby hodnost Jacobiho matice typu m xn zobrazeni yo Fox~! : R® — R™
v bodé z(p):

rank F(p) := rank (y o F o ™) (2(p)), (0.6)

jez nezavisi na volbé souradnicovych systému. Pripomenutim definice (0.3]) dostavame al-
ternativni vztah

J
rank F'(p) = rank (W(p))
€ (i) e{L,..om}x{1,...n}
Ay'oF) Ay' o)
T(p) e W(P)
= rank : :
Ay™ o F) y™oF)

T(P) W(P)



6 0. Uvod David Krejcifik

Bod p je kriticky bod funkce F' (a F(p) je kritickd hodnota funkce F'), pokud rank F'(p) < m;
jinak se bod p nazyva requldrni bod funkce F' (a F(p) je reguldrni hodnota funkce F).
Pokud M ma nejvyse spocetné mnozstvi souvislych komponent, potom podle Sardovy véty
kritické hodnoty funkce F' tvori mnozinu miry nula v N.

Nejzajimavéjsi je piipad n < m, kdy ma smysl nasledujici dulezité definice (immersion):
F:M"— N™ je vnorent <= rank F' =n.

Ponévadz n = dim M"™ = dim ker F'(p) + rank F'(p), kde dim ker F'(p) definujeme analogicky
jako hodnost (0.6]) (piesnéji jako dimenzi jddra derivace D(yo Foxz™!) v bodé x(p)), vidime,
7ze F: M™ — N™ je vnoteni tehdy a jen tehdy, pokud je derivace D(y o F o z71)(z(p)) :
R"™ — R™ injektivni (¢i, ekvivalentné, Jacobiho matice (yo Foz™') (z(p) indukuje injektivni
zobrazeni z R™ do R™). Diky vété o inverzni funkci pak dostdvame, ze funkce F' je lokdlni
difeomorfismus.

Pro ilustraci uvazujme ptipad kiivky v : I — R™, kde I C R je otevieny interval. Potom -~
je vnofeni tehdy a jen tehdy, pokud v je reguldrni kiivka (t.j. |7'(t)| # O pro vSechna
t € I). Razné scénafe pro kiivkova vnofeni v roviné lze shlédnout na Obrazku [0k v, je
vnofeni, ponévadz |y{(t)| > 0 pro vSechna t € R; -, neni vnoreni, ponévadz neni ani hladké;
73 zachranuje hladkost pfeparametrizovanim, avsak |v4(0)| = 0. Jesté jednodussi piiklad
hladkého zobrazeni, jez neni vnofeni, je samotné funkce g : R — R, ponévadz ¢'(0) = 0.

m(t) = (¢, 9(t))

Y2(t) = (&, [t]) 3(t) = (9(2), 19 (t)])
71 je hladké ~2 neni hladké ~3 je hladké
71 je vnoreni 72 neni vnoreni ~3 neni vnoreni

—e T &t <0,
Obrézek 0.4: Zobrazeni 7 : R — R? : {t = v.(t)} s g(t):=<0 St=0,
et et>0.

Silnéjsi vlastnost je nasledujici definice (embedding):

. . {F je injektivni vnofeni,
F:M"— N™ je vloZeni = )
F: M — F(N) je homeomorfismus .

Zde druhd vlastnost znamend, ze F' je topologické vlozeni (homeomorfismus chdpeme vzhle-
dem k podprostorové topologii). Kiivka v; na Obrazku [0.4] je vlozeni. Lokalni paramet-
rizace m : U — R? z Kapitoly 01 je vloZeni. Diky vété o inverzni funkci dostavame, Ze
kazdé vnofeni F' je lokdlni vlozeni. Nékdy (viz [2]) se vlozenim nazyva pouze injektivni
vnoteni a nasi vlastnosti se pak fika vlastni vioZeni. Jak uvidime nize, nase terminologie je
konzistentnéjsi.

Podmnozina M C N se nazyvé vnorend podvarieta (1mmersed submanifold), pokud trividlni
identifikace (inclusion map) ¢ : M — N : {p — p} je vnoreni. Zde je dulezité, ze M
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muze byt vybavena topologii a diferencovatelnou strukturou, které se lisi od topologie a
diferencovatelné struktury indukované nadmnozinou N.

Pokud je navic ¢ vlozeni, potom M C N se nazyva vloZend podvarieta (embedded submani-
fold) ¢i jednoduse podvarieta.

Regularni plocha z Kapitoly [0.1] je vlozena podvarieta. Ruzné scénéte pro kiivkova vnotreni
v roviné Ize shlédnout na Obrézku

e=-1 e=1 e=0
7. je neinjektivni vnoreni e je injektivni vnoreni e je injektivni vnoreni
ve(I¢) je vnofend podvarieta  7:(I) je vnorend podvarieta  v:(I:) je vnorend podvarieta
Ye(Ie) neni vlozend podvarieta ~.(I:) je vlozend podvarieta v.(I) neni vlozend podvarieta

Obrézek 0.5: Zobrazeni 7, : I. — R? : {t — (sin(2t), cos(t))} s I, := (=% +¢,35 — ).

Vnorené podvariety jsou v mnoha ohledech neintuitivni, avsak pro jisté aplikace jsou dulezité
(napriklad pro uvazovéani rovinnych kfivek, jez se protinaji). Vnorené podvariety se typicky
objevuji nasledujicim zptsobem. Necht I, N jsou hladké variety a necht je ddno injektivni
vnoren{ f : I — N (napifklad o : Iy — R? z Obrézku [0.5). Na obrazu M := f(I) C N lze
zavést topologii piedpisem, ze U C M je oteviend tehdy a jen tehdy, pokud f~1(U) C I je
oteviend. S takovouto topologii je M jisté topologicka varieta homeomorfni I. Navic existuje
jednoznacné urcend diferencovatelna struktura takova, ze f : I — M je difeomorfismus
(hladké souradnicové mapy jsou tvaru ¢ o f~1, kde ¢ je hladkd soufadnicové mapa pro I).
S takovouto topologii a diferencovatelnou strukturou je jisté identifikace ¢ : M — N hladké
vnoteni, jelikoz ho 1ze realizovat jako slozeni difeomorfismu a vnofeni:

oML TN,

Tedy M je vnotena podvarieta N.

Pokud M je vnotfenda podvarieta, pak z postupu vyse plyne, ze trividlni identifikace ¢ : M —
N je injektivni vnofeni. Vnotené variety lze tedy charakterizovat jako obrazy injektivnich
vnoteni. Je evidentni, Ze kazd4d vlozena podvarieta je zaroven vnotena podvarieta. Obracend
implikace samofejmé neplati: Vnotend podvarieta M je vlozend tehdy a jen tehdy, pokud
jeji topologie je indukovana nadmmnozinou N.

V jistém smyslu se lze vzdy omezit na vlozené variety v eukleidovském prostoru, ponévadz
plati obecné tvrzeni (Whitney embedding theorem), ze jakoukoli hladkou souvislou varietu
1ze vlozit do RY pro dostatecné velké N.
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0.6 Vektory a teény prostor

Déle bychom chtéli definovat pojem teénych vektoru na varietach. Za timto ucelem se opét
inspirujme regularnimi plochami z Kapitoly Zde lze tecny vektor v bodé p € S chapat
jako “rychlost” «/ kiivky ~ lezici na plose S C R? a prochdzejici bodem p, viz Obrazek
Ponévadz vsak neméame k dispozici ambientni prostor, musime najit charakteristickou vlast-
nost tecného vektoru, jez by nam umoznila nahradit pojem rychlosti na obecné varieté.

Obrazek 0.6: Tecny vektor coby rychlost kiivky + na plose S vnofené v R3.

Necht v : (—¢,e) =+ S C R® s € > 0 je hladkd kiivka takovd, ze v(0) = p. Pisme T :=
7'(0) = (v7(0),74%(0),74*(0)). Necht f : R® — R je hladké funkce definovand na okolf
bodu p. Uvazujeme-li restrikci funkce f na ktivku ~, pak pro smérovou derivaci vzhledem
k T plati:

(fo)(0) = (@) @) 7" (0) = (T* W), /.

Smérovou derivaci ve sméru 1" 1ze tedy chapat jako operator na funkcich, jenz jednoznacné
zavisi na T'. To je ta charakteristicka vlastnost, kterou nyni vyuzijeme pro definici te¢nych
vektori na obecné varieté M.

Definice 0.2. Necht v : (—¢,6) = M s ¢ > 0 je hladkd kiivka takovd, ze y(0) = p.
Tecny vektor ke krivce v v bodé p je funkce 7/(0) : C°(M) — R definovana predpisem,
VfeC®(M),

7(0)f = (f 27)(0)

Tecny vektor v bodé p € M je tecny vektor k néjaké hladké kiivce v : (—e,6) > M se >0
v bodé p spliujici v(0) = p. Mnozina vsech teénych vektoru v bodé p nazyvame tecny
prostor variety M v bodé p a znacime T,M.

Zvolme nyni souradnicovy systém (z,U) v bodé p a pisme (z o y)(t) =: (v*(¢),...,v"(t)).
Potom uzitim definice (0.3) plati

o 02

Y(0)f = (for™ 0w o) (0) = 25 (1) 7"(0) = +*



David Krejcifik 0. Uvod 9

Vynechanim funkce f pak dostdvame soutadnicové vyjadieni te¢ného vektoru +/(0):

0

7(0) = 77(0) 5 x| - (0.7)

Odtud je videét, ze a%k , je teény vektor v bodé p k “soutadnicové kiivce”
tes a2 10,...,t,...,0),

kde t stoji na k-tém misté.

Ze vztahu (7)) vidime, ze tecny vektor ke kfivce v v bodé p zavisi pouze na derivacich ~y
v soufadnicovém systému. Uzitim obvyklych operacich na funkcich dostdvame, ze T,M je
vektorovy prostor. Ponévadz vektory

9
ox!

0

’...7—n
» ozr

p

tvoii (souradnicovou) bazi tetného prostoru T,M, vidime, ze dim T, M = dim M = n. Tato
linedrni struktura 7, M zfejmé nezavisi na volbé souradnicového systému.

Ze vztahu (0.7) rovnéz vidime, ze T,M lze ztotoznit s mnozinou vsech uspofadanych n-tic
(€Y, ... &™) vzhledem k néjakému souradnicovému systému (z!, ... 2"), jez se transformuji
podle vzorecku

&=5¢
p
pii prechodu do jiného soufadnicového systému (z, ..., 2"), viz ([0.5).

Rekneme, ze linedrni zobrazeni X : C*°(M) — R je derivace v bodé p, pokud (kromé
linearity) spliuje Leibnizovo pravidlo

Vf,g € C*(M), X(fg)=fp)X(g9) +9p)X(f). (0.8)

Tecny prostor T, M lze ztotoznit s mnozinou vsech derivaci.

0.7 Tec¢éné zobrazeni

Necht M, N jsou dvé hladké variety a uvazujme hladké zobrazeni F' : M — N. Pro libovolny
bod p € M definujeme tecné zobrazeni (push-forward) Fy, : T,M — Tp@) N vztahem

VX € T,M, f € C®(N), (F, X)(f) = X(fo F). (0.9)

Zobrazeni F,, je zfejmé linedrni a jedna se o derivaci v bodé F'(p) ve smyslu definice (0.8)).
Pokud F je difeomorfismus, potom F}, je izomorfismus. Pokud P je dalsi hladkd varieta a
G : N — P dalsi hladké zobrazeni, potom plati vztah

(G o F)yp=Gurp) © Fp 1 T)M = Tigor)m) P

Podivejme se, jak tetné zobrazeni vypadd v soutadnicich. Necht (z,U) je soufadnicovy
systém v bodé p € M™ a (y, V) je soutadnicovy systém v bodé F(p) € N™. Oznatme

F:=yoFoz ':2(UNF V) = yV),
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soutadnicové reprezentace funkci f a F'. Potom

0 0
( p@x’p><f) aZEZp(fO )
— 0/(f o Foa™)(a(p)
= 0i(f o F)(x(p))
= (0;/)(F(p)) (9:F7)(x(p))
= (0F7)(z(p) 7=| ().
O | rp)
Tedy, vynechanim pomocné funkce f,
0 . 0
Fop o= =(0iF)(@=0) 5=
" oxt P Oy’ F(p)
odkud vidime, Ze matice zobrazeni [, vzhledem k soutradnicovym bazim (% RERRE % ‘p)
a (Biyl ‘F(p), ey Byim ‘F(p)) tecnych prostori T,M a Tp)N je Jacobiho matice
HF' ... 9,F" By o F)
: . > y'o
M) = | o = e - (255 0) .
81Fm o 8nFm (J,9)e{1,...,m}x{1,...,n}

(Z tohoto duvodu se tetné zobrazeni Fl, nékdy nazyva diferencidl funkce F' a znaci d,F.)

Pripomenutim definice (0.6) hodnosti zobrazeni F' dostavame vztah
rank F(p) = rank F}, .

Specidlné tedy plati, ze ' : M — N je vnoieni tehdy a jen tehdy, pokud Fi), : T, M — TN
je injektivni ve vSech bodech p variety M (samotné zobrazeni F' samoziejmé injektivni byt
nemusi).

0.8 Krivky

Necht ~ je hladkd krivka na variete M, t.j. hladké zobrazeni v : I — M, kde I C R je
otevieny interval. Lze rovnéz uvazovat kiivky z uzavieného ¢i polouzavieného intervalu I:
Pokud néjaky koncovy bod intervalu I nélezi I, pak se hladkosti mysli, ze kiivku lze rozsitit
na néjakou hladkou krivku definovanou na otevieném intervalu, jenz obsahuje I.

Vsimnéte si, ze v se muze protinat a mit “rohy”, viz Obrazek [.4l Rohy znemoznime do-
datetnym predpokladem, ze 7 je vnofeni, t.j. obraz (1) je vnofend podvarieta variety M.
Hladka kiivka « : I — M je vnoreni (a jeji obraz «(I) vnofend podvarieta) tehdy a jen
tehdy, pokud v je reguldrni (t.j. 7/(¢) # 0 pro vSechna ¢ € I). Protindni znemoznime jesté
silnéjsim predpokladem, ze obraz v(I) je vlozend podvarieta variety M.

Necht ¢y € I. Oznatme kanonickym pismenkem ¢ identické zobrazeni ¢t : I — R : {t — ¢},
coz predstavuje soutadnicovy systém variety I, a piSme

d
dt

_9
to' ot

to
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pro standardni soutadnicovou bazi Ti,I. Na hladkych funkcich f : M — R funguje tecny
vektor ke kiivce v v bodé ¢y takto (viz Definice [1.2)

Ylto)f = (For) (o) = 55| (Fom) = 5| -

to

Vynechdnim funkce f dostavame

d
V(to) = Yt 7| € Tho) M -
dé |,
Alternativni znaceni je +(ty) nebo i—z to Casto se zkracuje i—z = % ,» kde pismenko ¢ na

pravé strané znadi jak identické soutadnicovy systém, tak jeden specialni bod t € I.

Kftivky jsou v diferencialni geometrii specifické v tom smyslu, Ze na né nezbytné nekoukame
jako na variety, ale systematicky jako na funkce na intervalu. “Reguldarni” kiivka ve smyslu
Definice [0.1] zobecnéné do vsech dimenzi (t.j. S C R™ a U C R" s n < m) a aplikované na
kiivky (t.j. n = 1), by se lisila od (obecnéjsi) regularni parametrizované kiivky uvazované

zde.

0.9 Tecny svazek a vektorova pole
Tecny svazek (tangent bundle) variety M je disjunktni sjednoceni vSech teénych prostoru:

TM ::U T,M .

peEM

Prvky T'M chapeme jako uspotddané dvojice (p, X), kde p € M a X € T,M. Definujeme
projekci
7:TM — M :{(p,X) — p}.

Tecny svazek lze vybavit pfirozenou topologii a diferencovatelnou strukturou, které z ného
udélaji hladkou varietu. Plati dim7TM = 2dim M a 7 je hladké zobrazeni. Skutecné, za
vhodny systém map ¢ : TM — R?" 1ze zvolit

o(p, X) = (:pl(p),...,xz(p),Xl,...,X"),

kde (x,U) je soufadnicovy systém v bodé p a

X=X 0

— -
axp

Fyzikalni analogii tecného svazku je fazovy prostor v klasické mechanice.

Vektorové pole X na varieté M je Tez (section) teéného svazku T'M, coz znamend, spojité
zobrazeni X : M — TM : {p — X, } takové, ze X, € T,M (pro funkéni hodnotu piseme X,
nebo X/, namisto X (p), abychom odlisili od akce X na funkci p). Je-li dan soufadnicovy
systém (z,U), pak muzeme psat

0

X, =: X(p) o
P

)
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kde X : U — R nazyvame soufadnicové funkce vektorového pole vzhledem k dané mapé z.

Vektorové pole X je hladké tehdy a jen tehdy, pokud soutadnicové funkce jsou hladké pro
jakoukoli hladkou mapu. Rovnéz plati, ze vektorové pole X je hladké tehdy a jen tehdy, po-
kud funkce X f je hladké pro libovolnou hladkou funkci f. Napiiklad souradnicové vektorové

pole definované predpisem p — a?;i , je hladké vektorové pole na U, jez znac¢ime a?ci'

Pro libovolny bod p € M a dany vektor X existuje hladké vektorové pole X na M splnujici
X, =X.

Mnozina vSech hladkych vektorovych poli na M se znaci kaligraficky:
TM) ={X eC®(MTM): X,eT,M}.

Necht f : M — N je hladkd funkce a fi, : T,M — Ty, N odpovidajici teéné zobrazen.
Pak f.: TM — TN znaci sjednoceni vsech f,,. Z tohoto divodu budeme bod p ve znaceni
tecného zobrazeni ¢asto vynechéavat.

0.10 Vektorové svazky *

Dulezity obecny objekt, jenz se velice casto vyskytuje v teorii diferencidlnich variet, je
nasledujici abstrakce te¢ného svazku.

Vektorovy svazek (vector bundle) hodnosti k € N* je trojice (E, M, ), kde E (totdlni pro-
stor) a M (bazickd varieta) jsou hladké variety a m : E — M je hladké surjekce (projekce)
splinujici:

(a) Mnozina E, := 7 !(p) (vidkno) je vybavena strukturou vektorového prostoru. (Pokud

bychom se vzdali toho, Zze se jednd o vektorovy prostor, mluvili bychom obecnéji
o fibrovaném svazku (fiber bundle) namisto vektorového svazku.)

(b) Vp € M, 3 okoli U a difeomorfismus ¢ : 7= 1(U) — U x R¥ (lokdlni trivializace E) tak,
ze nasledujici diagram komutuje

7 Y(U) ‘ U x R
U

kde m; je projekce na prvni komponentu.
(c) Restrikce ¢ na kazdé vldkno, ¢ : E, — {p} x R*¥, je izomorfismus.
Vsimnéte si, ze vzdy méame nasledujici rozklad totalniho prostoru E na jednotliva vlakna:
E=|]J E,.
peEM

Ze se jednd o sjednoceni vldken je jasné z toho, Ze projekce 7 je surjektivni, zatimco to, ze
sjednoceni je nezbytné disjunktni, plyne z toho, ze 7 : E — M je zobrazeni (dvéma ruznym
obraziim nemuze odpovidat jeden vzor).

Neékdy byva zvykem namisto trojice (E, M, ) mluvit pouze o E coby vektorovém svazku.
Prostor hladkiyjch rezu vektorového svazku E budeme jako obvykle znacit kaligraficky:

EM) ={FeC*(M;E): F(p)e E,}.
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Necht U C M je oteviend mnozina. Uspoiddand n-tice (Xy,...,X,) € E(M)" je lokdini
repér vektorového svazku E nad U, pokud (Xi|,,...,Xy,|,) je baze vldkna E, pro kazdé
p € U. Jedné se o globalni repér, pokud U = M.

Prikladem vektorového svazku je teény svazek £ = TM, kdy E, =T,M a E(M) = T(M).
Je-li ddn soufadnicovy systém (z,U), potom (327, ..., 52 ) je lokdlni (souradnicovy) repér
TM nad U.

0.11 Kovektory a koteény prostor

Kovektor v bodé p € M je prvek kotecného prostoru
oM = (T,M)",

coz je podle definice dudlni prostor k tecnému prostoru 7,M. Kovektor je tedy linedrni
funkciondl w : T,M — R. Pokud (Ej,..., E,) je libovolna béze T,M, potom funkcionaly
(ol ..., ¢") definované relacemi (Vj,k =1,...,n)

o' (Br) = 0]
je (dudlni) béze T; M. Tudiz dim T M = dim T, M.

Kotecny svazek (cotangent bundle) variety M je disjunktni sjednoceni vsech kotecnych pro-
storu:

M=) TIM.

peEM
Jedna se o vektorovy svazek hodnosti n = dim M.

Kovektorové pole w na varieté M je tez (section) kotetného svazku T*M, coz znamend,
spojité zobrazeni w : M — T*M : {p + o,} takové, ze w, € TyM (pro funkéni hodnotu
opét piseme w, namisto w(p), abychom odlisili od akce w na vektor p). Plati kritérium, ze
fez w je hladky, tehdy a jen tehdy, pokud funkce w(X): M — R : {p — w,(X,)} je hladka
pro vSechna hladka vektorova pole z T'M. Mnozinu vsech hladkych kovektorovych poli opét
znacéime kaligraficky symbolem T*(M).

Necht f: M — R je hladké dunkce. Potom definujeme diferencidl df funkce f coby hladké
kovektorové pole spliujici

vX eT,M, df,(X) = X(f). (0.10)
Specidlné, pokud (z,U) je soufadnicovy systém, potom dz’ pro i = 1,...,n jsou hladkd
kovektorova pole na U. Z definice plyne formulka
. 0 .
dl’Z’ I = 5Z s
p <8xi p) J
kde pro pfehlednost piseme dz’|, namisto dz*,. Odtud vidime, ze (dz'|,, ..., dz"| ) je béze
kotecného prostoru T M, jez je dudlni k souradnicové bazi (% b 8% p). Pro libovolny

fez na U tedy mame jednozna¢ny rozklad

Wp = wl(p) dxl‘p )
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kde w;(p) : U — R nazyvame souradnicové funkce kovektorového pole w vzhledem k dané
mapé x. Kovektorové pole w je hladké tehdy a jen tehdy, pokud soutradnicové funkce jsou
hladké pro jakoukoli hladkou mapu. Naptiklad souradnicové kovektorové pole definované
predpisem p — dz’| , Je hladké kovektorové pole na U, jez znacime dz®. Plati nésledujici
formulka s klasickym nadechem:

_of

0.12 Kotecné zobrazeni

Necht M, N jsou dvé hladké variety a uvazujme hladké zobrazeni F' : M — N. Pfipomeiime,
ze pro libovolny bod p € M jsme definovali tecné zobrazeni F,, : T,M — Ty N vzta-
hem (0.9). Ponévadz F,, je linedrni zobrazeni mezi vektorovymi prostory, existuje dudlni
zobrazeni nazyvané kotecné zobrazeni (pull-back)

p

definované predpisem

Vw € Thyy, XeT,M, (Frw)(X) == w(FpX) .

p

Obecné (kromé specialniho piipadu, kdy F' je difeomorfismus) neni pravda, ze teény obraz
F.,X hladkého vektorového pole X na M je hladké vektorové pole na N. Pro kotecné
zobrazeni viak analogické tvrzeni vzdy plati! Skuteéné, necht w je hladky ez T*N. Potom
muzeme definovat hladky fez F*w kotecného prostoru T*M vztahem

(Frw)p := F wrp) = wr(p) © Fup

neboli presnéji (F*w),(X) := wpg)(FipXp) pro libovolné vektorové pole X.

Symbol f* : T*M — T*N znaci sjednoceni vsech f;. Z tohoto divodu budeme opét bod p
ve znaceni kotecného zobrazeni casto vynechavat.

0.13 Tenzory

Prvek T(M), tedy vektorové pole, se nékdy nazyva kontravariantni vektorové pole nebo
téz kontravariantni tenzor tdadu 1. Prvek T*(M), tedy kovektorové pole, se pak nazyva
kovariantni vektor nebo téz kovariantni tenzor vddu 1. To je varovani pro to, ze horsi véci
nyni prichazeji.

Hladké kovektorové pole w € T*(M) piifazuje hladkému vektorovému poli X € T(M)
hladkou funkei:

w:T(M) = C®(M) A{X —w(X)}.

Navic je toto pfifazeni linedarni nad C*°(M):
VXY €T(M), g€ C(M),  w(fX +g¥) = fw(X)+guw(Y).

Pojem kovariantniho tenzoru je zobecnéni téchto pozorovani pro hladka kovektorova pole.
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Definice 0.3. (Kovariantni) tenzor T tadu k € N* na varieté M je zobrazeni

T:J(M)x - xT(M) = C*(M),

7

~
k-krat

jez je multilinearni nad C'°°(M ). Mnozinu vsech tenzorti fadu k na varieté M znacime T*(M).

Multilinearita nad C'* (M) znamend linearitu nad C*°(M) v kazdém argumentu, t.j.
T(Xh,fXZ—'—gY,,Xk) = fT(Xl,,X“,Xk) +gT(X1,7Y,7Xk)
pro libovolné funkce f,g € C*°(M) a libovolna vektorova pole Xy, ..., Xy, Y € T(M).

Definice [0I.3] je konzistentni s motivaci nad nf a plati T'(M) = T*(M). Pro konzistenci nize
rovnéz definujeme TO(M) := C*(M), t.j. hladké funkce chapeme jako kovariantni tenzory
radu 0.

Jakykoli tenzor T' ma superlokdlni charakter v tom smyslu, ze T(Xj,...,Xx) v bodé p

zavisi pouze na hodnotach vektorovych poli X, ..., X} v bodé p. Skutecné, je-li (z,U)
soutradnicovy systém v bodé p, pak multilinearita implikuje

T(Xy,...,Xp)=X{' X T (52,52,

OxI1? ? DTk

kde X7' € C>(U) jsou soufadnicové funkce vektorového pole X; € T(M), t.j. X; = Xijl%.
Z této formulky vidime, ze hodnota T'(X,...,X;) v bodé p zavisi pouze na hodnotéch
slozek tenzoru T ( 0 g ) € C*(U) v bodé p a na hodnotach souradnicovych funkef

OxI1’ """ Pxlk
v bodé p.

Pro T € T¢(M) a S € TYM) definujeme tenzorovy soucin T @ S € T*(V') predpisem

(T ® S)(X17 c '7Xk7Xk+17 co 7Xk+l) = T<X17 cet 7Xk) S(Xk+17 c -uXkJrl) ) (011>

kde Xi,..., Xk € V jsou libovolné vektory.

Obdobnym zptsobem lze definovat kontravariantni tenzory fadu k (coby multlinedrni zob-
razeni nad C*(M) z T*(M)¥ do C*(M)) a dokonce smiSené tenzory libovolnych Fadii.
7, ekonomickych duvodu se tomu v8ak vyhneme. Navic, na riemannovskych varietach, coz
jsou ty, které nas v tomto kurzu zajimaji, 1ze vzdy kontravariantni tenzor ztotoznit s kova-
riantnim (a naopak).

0.14 Orientovatelnost

Rekneme, ze varieta M je orientovatelnd, pokud existuje atlas {¢;}ic; takovy, Ze plati

det ((¢j0¢; ")) >0 (0.12)

pro kazdy par indexu 4, j z indexové mnoziny I takovy, Ze prunik defini¢nich obort ¢, a ¢;
je neprazdny. V opacném piipadé rekneme, ze varieta M je neorientovatelnad.

Pokud je M orientovatelnd, volba atlasu spliujictho podminku ([0I2]) se nazyva orien-
tace variety M. S touto volbou se pak varieta M nazyva orientovand. Dva atlasy spliujici
podminku (LI12)) urcuji stejnou orientaci, pokud jejich sjednoceni opét splauje ((L12)). Neni
tézké oveérit, ze pro orientovatelnou souvislou varietu existuji pravé dvé odlisné orientace.
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Necht M; a M, jsou dvé hladké variety a ¢ : M; — M, difeomorfismus. Pak plati, ze M, je
orientovatelnd tehdy a jen tehdy, pokud M, je orientovatelna. Pokud jsou navic M; a M,
orientované a souvislé, pak ¢ indukuje orientaci na Mo, jez muze nebo nemusi souhlasit s
puvodni orientaci na Ms. V prvnim pripadé fekneme, ze ¢ zachovdvd orientaci, a v druhém
pripadé fekneme, ze ¢ obraci orientaci.

Obrazek 0.7: Kruznice coby hranice kruhu a sféra coby povrch koule.

Pokud je varieta M pokryta dvéma soutadnicovymi okolimi U; a U, takovymi, ze prunik
U, N U; je souvisla mnozina, pak M je orientovatelnd. Skutecné, ponévadz determinant
Jacobiho matice pro zaménu soufadnic je nenulovy, nemuze ménit znaménko na pruniku
U, N Us. Pokud je zaporny v jednom bodé, sta¢i zménit znaménko jedné soutfadnice, aby
byl v tomto bodé kladny, a tudiz v U; N Us. Toto pozorovani lze pouzit pro dukaz, ze
n-dimenziondlni sféra (viz Piiklad [L9)

po={(. 2" e R (@) 4+ (") = R?} C R

o poloméru R > 0 je orientovatelnd. Piipady n = 1 a n = 2 Ize vidét na Obrazku
Notoricky zndmy piiklad neorientovatelné plochy je Mobiuv list z Obrézku

Obréazek 0.8: Mobiuv list.

0.15 Lieova zavorka

Interpretace tecného vektory coby operatoru na funkcich ma tu vyhodu, ze lze akci iterovat.
Naptiklad, pokud X,Y € T(M) a f € C°(M), pak lze uvazovat funkce X(Y f) a Y(X f).
Obecné tyto operace nevedou k vektorovym polim, ponévadz jejich akce zahrnuje derivace
fadu vyssiho nez prvniho. Avsak nasledujici kombinace, jez se nazyva Lieova zdvorka,

[X,Y]:= XY —-YX

vektorové pole definuje.
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Tvrzeni 0.4.

(a) VX,Y € T(M), (antikomutativita)

[X7 Y] = _[K X];

(b) VX,Y,Z € T(M), Ya,b e R (linearita nad R)

[aX +bY, Z] = a[X, Z] + b]Y, Z];

(c) VXY, Z € T(M), (Jacobiho identita)

[X.Y),Z] + [[Y, 2], X] + [[2,X],Y] = 0.

Lieovu zévorku [X, Y] lze rovnéz interpretovat jako derivaci Y podél “trajektorii” pole X.
Za timto tucelem potfebujeme pripomenout zakladni vlastnosti obycejnych diferencialnich
rovnic. Ponévadz kazda hladka varieta je lokalné difeomorfni eukleidovskému prostoru,
zékladni vétu o existenci, jednoznmacnosti a zdvislosti na pocateénich podminkach (jez
je ryze lokéln{) lze piimocate rozsitit na variety.

Tvrzeni 0.5. Necht X € T(M) a p € M. Potom existuje okoli U bodu p, 6 > 0 a hladké
zobrazeni ¢ : (—0,0) x U — M takové, Ze pro jakykoli bod q € U je krivka t — ¢(t,q) jediné
reseni Cauchyho ilohy

209 _ Xt
v(0,9) =q.

Zde prava strana diferencidlni rovnice neni akce X na funkci ¢ nésledné vyjadiena v bodé
(t,q), avsak vskutku hodnota vektorového pole X v bodé ¢(t,q), t.j. Xy,q)-

Kiivka 7 : (=6,0) — M, jez splinuje podminky

se nazyva trajektorie (¢i integrdlni krivka) vektorového pole X, jez prochdzi bodem ¢
v case 0. Trejektorie je tudiz kiivka, jejiz tecny vektor v case t je roven vektoru X, .
Tvrzeni zarucuje, ze pro kazdy bod na jistém okoli prochazi pravé jedna trajektorie
pole X a ze ziskané zobrazeni zavisi hladce jak na case t, tak na “pocatecni podmince” q.
Je zvykem pouzivat znaceni ¢;(q) := @(t,q) a zobrazeni ¢; : U — M nazyvat lokdlni tok
(flow) pole X. Vektorové pole X se pak nazyva infinitezimalni generdtor toku ¢, a spliuje

flei(q) — flg) '
t

VfECR(M),  (Xf)g)=X,f =lim

Interpretace Lieovy zavorky zminéna vyse je obsahem néasledujiciho tvrzeni.



18 0. Uvod David Krejcifik

Tvrzeni 0.6. Necht X,Y € T(M) a ¢, je lokdlni tok pole X na okoli U bodup € M. Potom

X, Y], = lim &= £ et
P50 t '

Pro vektory soutradnicové baze samoziejmé plati komutativita

o 0
[%’@}—0

Je pozoruhodné, ze to plati i naopak, a to ve smyslu nasledujiciho tvrzeni.

Tvrzeni 0.7. Necht Xi,..., X} jsou linedrné nezdvisld vektorovd pole na okoli p € M
spliugict, Vi, j € {1,...,k},
[Xi, X;]=0.

Potom ezistuje souradnicovy systém (xz,U) v p takovy, Ze na U, Vi € {1,...,k},

0

X; = - .
oxt

Diikaz. Zde je nacért dukazu podle [11, Thm. 5.14], kam pfipadné odkazujeme pro vice
detailt. (Alternativné viz [4, Thm. 13.10], podle vkusu.) Tvrzeni staci ukazat pro M = R",
p =0 a (po piipadné zméné soutadnic) pro X; takova, ze, Vi € {1,... k},

0
Xi(0) = —| ,
0= 50,
kde (u',...,u,) znaci standardni soufadnice v R™. Je-li ¢ lokdln{ tok X;, definujme

x(a', ... a") = ¢l (cpig (...(gpfik(O,...,O,ak“,...,a"))...)) .

Potom, Vi € {1,...,n},
o1y o
X\ Bui 0 ou 0

tedy specidlné x,.X;(0) = X;(0) pro i € {1,...,k}. Tudiz = := x ! lze pouzit coby
soufadnicovy systém na okoli p, pro néjz plati

0

- oxt’

Ponévadz [X;, X;] = 0, plati, ze ¢} o ¢! = ¢l o ¢l pro viechna s, ¢ a i, j. Tudiz funkci y lze
rovnéz psat jako

x(a', ..., a") = ¢, (@ZQ (...(O,...,O,akﬂ,...,a")...))

a predchozi argument ukazuje, ze

Xy
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0.16 Rozklad jednotky

Nesmirné uziteény nastroj, jenz umoznuje prechod od lokélnich ke globalnim vlastnostem
variet, je tzv. rozklad jenotky. Jeho existence plati v plné obecnosti pro topologické variety
spliiujici axiomy z Kapitoly (t.j. Hausdorffuv axiom o neprotinajicich se okolich a axiom
o iplné separabilité).

Necht {V;}ic;r C M je rodina otevienych mnozin pokryvajicich varietu M, t.j.

Uw:M.

iel
Zde indexovd mnozina [ muze byt koneéna nebo nekoneénd (avsak spocetnd). Diky topolo-
gickym axiomum z Kapitoly muzeme predpokladat, ze toto pokryti je lokdiné konecné,
t.j. pro kazdy bod p € M existuje okoli W takové, ze W NV, # & nastava pouze pro
konecéné mnozstvi indexu ¢ z indexové mnoziny I. Piipadnym zjemnénim pokryti muzeme
rovnéz predpokladat, ze kazda z otevienych mnozin V; je obsazena v definicnim oboru néjaké
mapy atlasu variety M.

Definice 0.8. {f;}ic; C C°(M) je rozklad jednotky podrizeny pokryti {V;}ie; C M, pokud:

() Viel, 0<fi<l
(2) Yiel, suppfiCV;

3) VpeM, > filp)=1

el

Jak uz bylo zminéno, takovato rodina funkei vzdy existuje.
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1 Metrika

1.1 Definice

Definice 1.1. (Riemannovskd) metrika na M je tenzor g fadu 2 splaujici, Vp € M:

(i) VX, Y e T,M, ¢,(X,Y)=g,(Y,X); (symetrie)
(i) VX e T,M, g,(X,X)>0. (pozitivni definitnost)
X0

Pokud student neni seznameny s tenzory z Kapitoly [0L13] lze definici pojmout pragma-
ticky nasledovné. V kazdém bodé p € M uvazujeme funkei g, : T,M x T,M — R, jez je
linedrni (nad R) v kazdém argumentu, splituje symetrii (i) a pozitivni definitnost (ii). Navic
vyzadujeme hladkou zavislost na bodé p € M v tomto smyslu:

o)
Ozt

YV mapu (x,U) v bodé p, i,7 € {1,...,n}, p»—)gp(

. %]p) € C™(U).

Funkei g : T(M) x T(M) — C*(M) pak dostaneme predpisem g(X,Y)|, := ¢,(X,,Y}).

p Ip
Ponévadz pro kazdy bod p € M definuje funkee g, : T, M x T, M — R ziejmé skalarni soucin
na tecném prostoru 7, M, piseme

g<X7 Y) = <X7 Y>g :

Pokud je volba metriky ziejma z kontextu, index g vynechavame.

Definice 1.2. Riemannovskd varieta je varieta M vybavena riemannovskou metrikou.

Piseme (M, g), kde M je varieta a g je metrika na M.
Tvrzeni 1.3. Pro libovolnou varietu existuje riemannovskd metrika.

Diikaz. Tvrzeni je analogii klasického tvrzeni, ze pro libovolny koneéné dimenziondlni vek-
torovy prostor existuje skaldrni soucin (ponévadz kazdy konecné dimenzionélni vektorovy
prostor je izomorfni eukleidovskému prostoru, na kterém méame definovany standardni ska-
larni soucin). Dukaz pro variety je analogicky s vyuzitim lokalni identifikace variety s euklei-
dovskym prostorem a rozkladem jednotky (viz Kapitola [I.I0) pro definici globalni metriky.
Vskutku, na kazdé mnoziné V; z globédlniho pokryti je zfejmé, jak (uzitim lokalniho difeo-
morfismu s eukleidovskym prostorem) zavést metriku gz(,i) v bodé p € V;. Pro libovolny bod
p€e M a X, Y € T,M pak definujeme

g(X,Y) = filp) gi(X,Y).
iel
Je snadné ovérit, ze tato konstrukce definuje riemannovskou metriku na M. O

Necht (Ei, ..., E,) je libovolny lokdini repér na TM, tedy n hladkych vektorovych poli
definovanych na néjaké oteviené mnoziné U C M takovych, ze (Ei|,,..., E,|,) tvoil bazi



David Krejéifik 1. Metrika 21

na T,M pro vsechny body p € U. Necht (p',...,¢") je dudlni repér na T*M, tedy n
hladkych kovektorovych poli splijicich ¢'(E;) = 5; Potom muzeme lokélné psat

9=29i ¥ Q¢ = gij ¢, 9i; = (Ei, Ej) ,
kde v druhé rovnosti vystupuje symetricky soucin
i Lo j j i
Pt =S e el e

a rovnost plati diky symetrii g.

Specidlng, pokud (z!,...,2") jsou lokdlni soufadnice, pak (%, o 8%) je souradnicovy
repér na TM, (dx!,... dz") je dudlni repér na T*M a mdme

1.2 Priklady

Priklad 1.4 (Eukleidovsky prostor). Nejjednodussim piikladem diferencidlni variety je eu-
kleidovsky prostor R"™ vybaveny identickou mapou = : R" — R™ : {p — p} coby atlasem.
V téchto (globélnich) soutadnicich obvykly skaldrni sou¢in na R"™ odpovida eukleidovské
metrice

g = 5@' dl’ldl’] 5

Piiklad 1.5 (Riemannovské podvariety). Necht (M, g) je riemannovska varieta a M C M je
vnofend podvarieta definovana skrze vnoteni ¢ : M — M. Metrika g ambientniho prostoru M
definuje indukovanou metriku g na M predpisem

g:=107. (1.1)
Tento vztah presné znamena
Vpe M, VXY e T,M, (tp 3)p(X, Y) = Gip)(tep X, LipY') .

Indukovana metrika je tedy restrikce ambientni metriky ¢ na vektory teéné k podvarieté M.

¢

Ptedchozi ptiklad néds vede k rozsiteni nékterych pojmu, jez zname z linearni algebry, na
variety. Méjme dvé riemannovské variety (M, g) a (M, §). Izometrie z (M, g) do (M, §) je
difeomorfismus ¢ : M — M takovy, ze ©*g = g. (V pripadé vnoreni ¢ vyse, kdy g je indu-
kovana metrika, se jednd o tzv. izometrické vnorend, ponévadz ¢ : M — (M) je izometrie.)
Rekneme, ze (M, g) a (M, §) jsou izometrické (&i izometricky ekvivalentn?), pokud existuje
izometrie mezi (M, g) a (M, §). Zobrazeni ¢ : M — M je lokdlni izometrie, pokud pro kazdy
bod p € M existuje okoli U takové, ze ¢|y je izometrie na néjakou otevienou oblast v M.
Plati, ze pokud maji variety (M, g) a (M, §) stejnou dimenzi, pak ¢ : M — M je lokélni
izometrie tehdy a jen tehdy, pokud ¢*g = g.
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Piiklad 1.6 (Eukleidovské podvariety). Podivejme se nyni na specidlni pifpad M = R™
s m > n, kdy varieta M je vnotrena do eukleidovského prostoru R™ vybaveného eukleidov-
skou metrikou g. Pak v lokalnich soutradnicich x variety M (a uzitim identické mapy pro
varietu R™) plati (viz Kapitola [0.7))

Or® 0xP
——
9ap
kde i,7 = 1,....m a a,8 = 1,...,n. Vypocet v praxi se nejlépe provadi uzitim lokalni

parametrizace (viz Obrézek [0.]))
m:U—M, T(U)c M,
kde U C R™ a n(U) C M jsou oteviené mnoziny. V soutadnicich z := 7=! ot na 7(U) plati

o’
oz

= (0a(t'0z7)) 02 = (Bart’) 0,

tudiz ‘ .
Gop = 0ij (Oam*) oz (Ogm?) o x.

Zobrazeni (0,7") o x a (0,7") se ¢asto identifikuji, pak lze zkratkovité psat
Gop = Oum - Opm, (1.2)

kde tecka - zna¢f skaldrni sou¢in v R™. V maticovém formalismu (g,5) = (V7)(Vm)T. &

Abstraktni konstrukeci predchoziho piikladu nyni aplikujme na variety, jez dobfe zname.

Piiklad 1.7 (Kruznice). KruZnice o poloméru R > 0 je podvarieta eukleidovské roviny R?
definovand ptedpisem (viz Obréazek [0.7)

Sk == {(z",2*) e R?: (¢")* + (z*)* = R*} .

Lokalni parametrizace kruznice vyjma bodu E := (R,0) (east) je ddna napiiklad zaobra-
zenim (polarni souradnice)

7:(0,21) = R*: {0+ (Rcosf, Rsinf)} .
Zde U := (0,27) a m(U) = Sk \ {F} . Lokdln{ soufadnice vypadaji takto

T

0 :m(U) — (0,27) : {(;3) s 771 (2!, 22) = arctan (-f)} .

x
Uzitim formulky (L2]) ziskdme pro indukovanou metriku gz na S} vztah

Gr = R*d6?.
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Priklad 1.8 (Sféra). Sféra o poloméru R > 0 je podvarieta eukleidovského prostoru R3
definovand ptedpisem (viz Obréazek [0.7)

S% = {(z", 2%, 2°) e R*: (2')*+ (2*)* + (¢°)* = R*} .

Lokéalni parametrizace sféry vyjma poledniku {(Rsin6,0, Rcosf): 6 € [0,7]} je déna
napiiklad zaobrazenim (sférické souradnice)

m:(0,7) x (0,27) = R*: {(, ) — (Rsinf cos ¢, Rsinfsin p, Rcosf)} .
Podobné jako pro kruznici snadno ziskdme pro indukovanou metriku gr na S% vztah
gr = R*d0? + R?sin® 0 dy*. (1.3)

o

N =(0,R)

Obrazek 1.1: Stereograficka projekce.

Piiklad 1.9 (n-sféra). Obecnéji, n-sféra o poloméru R > 0 je podvarieta eukleidovského
prostoru R™*! definovand piedpisem

= {(xl,...,x"H) e R . (x1)2 4+ 4 (37n+1)2 = Rz} o

Lokalni parametrizaci lze provést uzitim hypersférickych soutadnic, avsak vypocet metriky
je pomérné pracny. Elegantnéjsi zptusob spociva v uziti stereografické projekce

o:SE\{N} > R": {P+ u},
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kde N := (0,...,0, R) je severn{ pdl a u := (u', ..., u™) je bod v nadroviné {z"*! = 0}, jenz
dostaneme coby pruseéik této nadroviny s primkou propojujici body N a P, viz Obrazek [Tl

Elementarni geometrické tivahy vedou ke vztahtim

a(P):RR_gT, kde P=(1)eR"xR,
a nasledné
o 2R%y |u|* — R?
o (u) = :
WP+ P R

7 druhého vztahu snadno odvodime, jak vypadd indukovand metrika

7 —74}%4 U12 un2
Ir = pry e W(AU) o ()] (1.4)

Tato formulka implikuje, ze (S% \ {N}, g) je konformné ekvivalentni (R", g) ve smyslu, ze
existuje difeomorfismus o : S% \ {N} — R” takovy, ze c*g = (hladka funkce) g. n-sféra je

tedy lokdlné konformné plochd (eukleidovsky prostor ptirozené interpretujeme jako plochy).
Konformné ekvivalentni metriky definuji stejné tihly, avsak ne nezbytné stejné délky.

n-sféra je homogenni (t.j. vypada stejné v kazdém bodé) a isotropni (t.j. vypadd stejné
v kazdém sméru), a to skrze ortogondlni grupu O(n + 1) v R+,

Pro R =1 budeme psat S? =: S" a ¢; =: g. &

|
|

W
SN
S
)

o
8
s

3
S

2
8
s
oo

X

SS

1
Ty
H
22X

H

%
#
’4

oo

0%

5
0
e

%

(/)
;', .
'k

7%
7/
Iy

4
i

1]

Obrazek 1.2: 2-torus S! x S! je podle definice homeomorfni néjaké podmnoziné R*. Lze
ho vsak také reprezentovat rota¢ni plochou (povrch pneumatiky), kterd vznikne otacenim
kruznice kolem osy, ktera lezi ve stejné roviné a nema s ni spolecné body.
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Piiklad 1.10 (Torus). n-torus je varieta

T := St x--- xSt
————
n-krat

= {(a',..., ") eR™: (@)’ + (@)’ =1A-- A" )+ (@) =1}
uvazovand coby podvarieta R?" (viz Obrdzek [[2)). Lok4ln{ parametrizace je ddna napifklad
m(ut, ..., u") = (cosu',sinu', ... cosu™, sinu™),
odkud okamzité dostavame, ze metrika se rovna eukleidovské metrice,
g = 0up du®du”

kde a, 6 =1,...,n. &

Obrézek 1.3: Dvojlisty hyperboloid.

Piiklad 1.11 (Hyperbolicky prostor). Hyperbolicky prostor H}, o poloméru R > 0 je euk-
leidovské n-dimenzionalni koule

By = {(z',...,2a") eR*: (z')*+- -+ (2")* < R?*}

o poloméru R vybavend neeukleidovskou metrikou (cf. (I4))

hr = AR E {(du)?+ - + (du™)?} .

(R? — [ul?

Podle definice je riemannovskd varieta Hj, = (B, hg) lokdlné konformné rovnd. Této definici
hyperbolického prostoru se tika Poincarého kulovy model.
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Jiny (izometricky ekvivalentni) model je dan modelem hyperboloidu, kdy se vezme horni list
dvojlistého hyperboloidu (viz Obrazek [[3))

Hp = {(xl, LY e R (D2 - = (@2 + (2" =R A 2" > ()}
a vybavi se metrikou ¢*m, kde ¢ : Hpp — R™"! je vnofeni a m je Minkowského metrika
m = (dz')? + - - + (dz™)? — (dz"™)?

na R™. Zde a priori neni viibec jasné, Ze se jednd a riemannovskou varietu (m je pouze
pseudo-riemannovska metrika), avSak izometricka ekvivalence (Hp,:*m) s HY se snadno
ukdze pomoci hyperbolické stereografické projekce. Alternativné (alespon pro nizké di-
menze n) lze uzit hyperbolické soutradnice; napiiklad pro n = 2 mame lokélni paramet-

rizaci H}; danou predpisem

7R\ {0} x (0,27) — R*: {(0, p) — (Rsinh  cos p, Rsinh §sin ¢, Rcosh )}

a primy vypocet da (cf. (L3)
*m = R*d#* 4+ R*sinh? @ dy?,

coz je zjevné riemannovska metrika.
H?% je homogenni a isotropni, a to skrze Lorentzovu grupu O(n,1) v R™*,
Dalsi model hyperbolického prostoru je dan tzv. Poincarého poloprostorovym modelem
(UR, hr), kde
l%2

Up:={(',...,2") e R": z" >0} a hg := TDE {(dz")? + - + (d2™)?} .

Izometricka ekvivalence (UL, hgr) s H}, se ukaze pomoci Cayleyho transformace.

Pro R =1 budeme psat H} =: H". &

z(s) |

r(s)

Obrazek 1.4: Generujici rovinna kiivka [ a vyslednd rotacéni plocha.
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Priklad 1.12 (Rotacni plochy). Nakonec uvazujme plochu v R3, jiz dostaneme rotaci obrazu
rovinné kiivky 3 : [0,a) = R?: {s > (r(s), 2(s))} s a € RU{oo} v roviné z'z* kolem osy z*
(viz Obrazek [[4)). Predpokladejme, ze [ je injektivni a parametrizovand obloukem (tedy
4t = 1). Navic, coby nezbytna podminka pro vloZenost plochy v R?, piedpoklddejme,
zer(s) > 0pro s > 0 alims,, (s) # (0,0). Nakonec, kvili hladkosti plochy v pélu (0, 0, 0),
predpokladejme 7(0) = 0 a 7’(0) = 1 (coz implikuje 2/(0) = 0). Ptirozend parametrizace
takovéto plochy (kromé pélu a poledniku s — (7(s),0, 2(s))) je pak ddna zobrazenim

7 :(0,a) x (0,27) = R®: {(s,¢) > (r(s) cos p,r(s) sinp, 2(s))} .
Uzitim formulky (L2)) ziskdme pro indukovanou metriku g v soufadnicich (s, p) = 7~ vztah

g=ds* +r(s)*dy’.

1.3 Meéreni

Rimannovska struktura na diferencidlni varieté ndm umoznuje métit délky a uhly. Stejné
jako v eukleidovské geometrii definujeme:

e délka (norma) vektoru X: | X|:=/(X,X);

(X.Y)
(XIYT
o X 1Y (vektory X,Y jsou kolmé) <= (X,Y) =0 (thel je ).

e dhel mezi vektory X, Y #0: 0 € [0, 7] spliujici cosf =

Uvazujme nyni kiivku ~ na varieté M, t.j. hladké zobrazeni v : I — M, kde I C R je
otevieny interval. Pripomenme (viz Kapitola [0.8]), ze tecny vektor +' ke kiivce v v bodé ¢,
jsme definovali predpisem ' (tg) 1= s, %} ! kde t znaci identické zobrazeni t : I — R :
{t — t}. Délku kiivky 7 definujeme predpisem

L) = [l at. (1.5)

Délka kiivky ztuzené na uzavieny podinterval I’ C I se definuje analogicky.

1.4 ZvySovani a snizovani indexu
Jedna z dulezitych vlastnosti riemannovské metriky je schopnost konvertovat vektory na

kovektory a naopak, schematicky:

. g .
kontravariant — kovariant .

Skutecné, mame zobrazeni (jini mu iikaji flat a znaci X — X7)
down : T(M) — T (M) : {X — g(X,-)},
1
X down

jez prifazuje vektoru X funkciondl YV +— X" (V) = ¢(X,Y). V lokdlnich soufadnicich
méame
Xj = g5 X",
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kde Xdovn =: X da* (X je pouze oznaceni pro slozky kovektoru Xdovm).

Vsimnéme si, ze matice zobrazeni down vzhledem k vyse zvolenym lokalnim souiadnicim je
prave (g;;). Z vlastnosti metriky vime, ze tato matice je invertibilni, tudiz zobrazeni down je
invertibilni. Ozna¢me inverzn{ zobrazeni symbolem up (jini mu itkaji sharp a znaci w — w#):

up := down ' : T*(M) — T(M) : {w > up(w)}.
——

wUpP

V lokélnich soutradnicich mame
w! = g wy,

kde w'P =: w' 3% a (g%) = (gjn) ",

1.4.1 Gradient

Jako jednu z aplikaci si zavedme gradient hladké funkce f : M — R predpisem
grad f = (df)™
Mame tedy charakterizaci
VY € T(M), df(Y) = (grad f,Y).

V lokélnich soutradnicich mame

;Of 0
Oxi Oxd

grad f = g¥ (1.6)

1.4.2 Stopa

Zvysovani a snizovani indext muzeme aplikovat na tenzory libovolného typu. Specialné
uvazujme symetricky tenzor tadu 2, tedy h : T(M) x T(M) — C*°(M). V lokélnich
soufadnicich definujme koeficienty hza = h(am“ a?:a) jako obvykle, a navic hij = g*hy;.
Potom zobrazeni

A L0
h:T(M)%T(M):{XthXJ@}

definuje symetricky endomorfismus. Stopa tr h endomorfismu / je dobfte definovand (nezévisi
na volbé baze). Pro tenzor h definujeme stopu vzhledem k metrice g predpisem (index g lze
vynechat)

trg h:=tr h.

V lokélnich soutradnicich mame
tl"g h = hlz = gijhji

Procedura vyse odpovida “zvednuti indexu” v prvni slozce tenzoru h. Avsak zvednuti indexu
v druhé slozce tenzoru h, tedy h; := ¢g/*hy, a uvazovani alternativniho endomorfismu

h:T(M)— T(M): {thijxigj} :

vede ke stejnému vysledku stopy, ponévadz predpokladdame, ze tenzor h je symetricky.
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1.5 Integrovani

Na zaver této kapitolky si ukazme, jak lze riemannovskou metriku vyuzit k integrovani na
orientovanych riemannovskych varietach, a specidlné zavést pojem objemu.

Necht M je orientovand varieta, p € M a uvazujme mapu x v bodé p z dané orientace.

Necht (E1, ..., E,) je kladné orientovana ortonormaln{ baze tecného prostoru T, M. Kazdy
vektor soutadnicové béaze rozlozme do baze vyse:
0 .
Xi = a{L‘Z = aijEj
P

kde a; € R. Potom

n

ginl, = (X5, X)|, = o/a)) (B, E)|, =D ala).

j=1

Tedy v maticovém formalismu (gir|,) = AAT  kde A := (a;). Necht vol(X1,. .., X,) znaci
objem rovnobéznosténu urceného vektory X, ..., X, v T,M. Plati

vol(X1,...,X,) = vol(Ey, ..., E,) det(a]) = det(a]) = y/det(gy)

I

p
jelikoz vol(Ey, ..., E,) = 1. Uvazujme nyni jinou mapu y v bodé p z dané orientace M a
piSme
Vo= 2 icly = (Y2 )|
i= a5 Giklp = \LYi, Yk}, -
8y » p p

Potom

det(gw) = VOl(Xl, Ce ,Xn) = JVOI(Yl, cey Yn) =J \/det(&ij) s

p p

kde

i

Iy 1y
J = det <8a:j) =det ((yoz™")) >0

je determinant Jacobiho matice zmény soutadnic.

Necht 2 C M je oblast (t.j. oteviena souvislda mnozina), jez je prekompaktni (t.j. jeji uzaver
je kompaktni). Predpoklddejme, ze Q@ C U, kde U je defini¢ni obor mapy z z dané orien-
tace M. Navic predpokladejme, ze x(€2) C R™ je jordanovsky méfitelnd, t.j. hranice 0z ()
mé miru nula v R” (pojem miry nula v R" je invariantni vici difeomorfismu). Definujme

objem ) integralem
vol ({2 :——/ \/det(gi;) ) ox™(2) dz*...dz", 1.7
(€2) - < ( ])) (2) (1.7)

Byva zvykem proménnou z € R” znacit stejnym pismenkem z mapy x : U C M — R". Co
hii, slozeni s 7! v bodé & byva zvykem vynechévat.

Formulka (L) je dobfe definovéna. Skutec¢né, pokud €2 lezi v defini¢cnim oboru jiné mapy y
z dané orientace M, potom zdmeéna soufadnic ve vicerozmérném integralu implikuje rovnost
(pfi dodrzeni znaceni vyse)

/x(ﬂ) ( det(gi;) o :p*l) (z) da'...da" = /y(g) ( det(gi;) o y71> (y) dyf ... dy".
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Tudiz vol(€2) nezavisi na volbé soutadnic. Zde orientovatelnost zarucuje, ze vol(2) nezméni
znaménko pii zméné soutadnic.

Integral hladké funkce f : 2 — R lze zavést analogicky:

L= ] (rfaertog) oot a.aan

Pak samoziejme vol(Q) = [, 1.

Pro oblast €2, jez nelezi nezbytné v definicnim oboru jedné mapy, 1ze integral zavést pomoci
rozkladu jednotky nasledovneé:

/Qf::Z Lt

el Y VinQ

Zde { fi}ier je rozklad jednotky podfizeny pokryti {V;}ie; z Kapitoly [0.I6] avsak navic z dané
orientace variety M. Pokud M je kompaktni, definice vySe nam umoznuji zavést integral
Jy; [ pro hladkou funkei f: M — R, a specidlné vol(M) := [}, 1.



David Krejéiiik 2. Konexe 31

2 Konexe

Postupné sméiujeme k definici tzv. geodetik, coz jsou kiivky na varietach, jez zobecnuji
pojem piimek v eukleidovském prostoru. Co tyto primky charakterizuje?

1. krivky minimalizujici vzdalenost;
2. ktivky s nulovym zrychlenim.

Prvni piistup se pro zobecnéni ukazuje jako technicky ndroc¢ny. Druhy piistup se ukazuje
jako vhodny, avsak:

Jak definovat derivaci tecnych vektoru?

Pro kiivku v : I — M lezi tecné vektory ~/(t) a 7/(t2) obecné v ruznych tecnych prostorech
Ty )M a T4,y M. Pro derivovani tedy potiebujeme na varieté zavést novou strukturu, jez
by nam tyto rizné tecné prostory propojila.

2.1 Afinni konexe

Definice 2.1. Afinni konexe na varieté M je zobrazeni
V:T(M)xT(M)—T(M):{(X,Y)— VxY}
spliiujici néasledujici axiomy:
(a) Vf1, fo € C®(M), X1,Xo,Y € T(M), (linearita nad C*°(M) v 1. slozce)

vf1X1+f2X2Yr = fle1Y + f2vX2Y7

(b) Yai,as € R, X,Y1,Ys € T(M), (linearita nad R v 2. slozce)

Vx(a1Y1 +axYs) = a1 VxY) +a;VxYa,

(c) Vf e C®(M), X,Y € T(M), (Leibnizovo pravidlo)

Vx(fY) = fVxY + (Xf)Y.

VxY se nazyva kovariantni derivace Y podle X .

Pozor: Afinni konexe neni tenzor! (Linearita nad C*°(M) v 2. slozce neplati, ponévadz misto
ni mame Leibnizovo pravidlo.)

V je lokélni operdtor (v obou slozkéch) v tomto smyslu:

Tvrzeni 2.2. VX, X,Y,Y € T(M),

X=X,Y=Y naokdipc M =  VxY|,=VzY],.
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Dikaz.

‘Lokélnost v 1. slozce. ‘ Uvazujme nejdiive lokalnost v druhé slozce, t.j. X = X e T(M) je
libovolné vektorové pole a chceme ukazat, ze VxY|, =V Xff\p, pokud Y = Y na okol{ bodu
p € M. Diky linearite, staci ukazat, ze VxY|, = 0, pokud Y = 0 na okoli bodu p € M.
Uvazujme testovaci funkci & € C*°(M) takovou, ze supp& C U a &(p) = 1. Jelikoz Y = 0
na U, plati, ze Y = 0 na M. Linearita nad R implikuje Vx(£Y) = Vx(0Y) = 0V (£Y) =

0. Leibnizovo pravidlo pak dava

0= Vx(EY) = (XE)Y +EVyY.

Z toho nakonec dostavame pozadované tvrzeni VxY|, = —(X&)Y|, =0, ponévadz {(p) = 1
aY =0 na suppé.

‘Lokélnost v 2. sloice.‘ Nyn{ uvazujme lokdlnost v prvnf slozce, t.j. Y = Y € T(M) je
libovolné vektorové pole a chceme ukdzat, ze VxY|, = VY|, pokud X = X na okol{
bodu p € M. Diky linearite, staci ukazat, ze VxY|, = 0, pokud X = 0 na okoli bodu
p € M. Obdobné jako vyse linearita nad R implikuje V¢x(Y) = 0. Linearita nad C>(M)
pak dava

0=Vex(Y)=¢(VyY,

odkud rovnou VxY|, = 0, ponévadz £(p) = 1.

‘Lokélnost v obou slozkéch. ‘ Nakonec diky linearité plati

ViV, = Vi gV, + VY], = Vi (V = V)|, +VYl,,
— R ———

=0 =0

coz je obecné tvrzeni, jez jsme chtéli dokazat. O

Jedna se dokonce o superlokalni operator v prvni slozce v tomto smyslu:

Tvrzeni 2.3. VX, X,Y € T(M),

X,=X, =  VxY|,=VgY],.

Diikaz. Diky linearité, staci ukazat, ze VxY|, = 0, pokud X, = 0. Zvolme soufadnicové
okoli U bodu p € M se soutadnicemi x. Potom

VY= Vo Y]y = X'(p)V 2 Y], =0.

Zde prvni rovnost vyuziva Tvrzeni (diky lokalnosti se lze pii vypoctu VxY|, omezit
na U) a druhd rovnost je linearita nad C*°(M) v prvni slozce. O

Je-li dan lokaln{ repér (Ey, ..., E,) pro TM na oteviené mnoziné U C M, pak existuje n®
hladkych funkei Tfj U =R (i,7,k =1,...,n) zvanych Christoffelovy symboly, jez spliuji
rozklad do baze

Vg E; =T% E,.

v
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Pro libovolnd vektorova pole X = X'E; a Y = Y'E; pak z vlastnosti konexe snadno
odvodime vztah

VxY =Vx(Y'E;) = (XY))E; + Y/VxE;
= (XY)E; +Y'Vxip E; = (XY)E; + Y/ X'V, E;
= (XY* + X'YTY) By, .

Specialné pro souradnicovy repér mame

 OY'F - 0
— (x4 xiyirk | L
VxY (X o= +XYFU) e (2.1)

Vidime, ze akce V na U je zcela urcena Christoffelovymi symboly, symbolicky:

1-1 kn
\Y A {Fij igk=1"

Uzitim této korespondence a rozkladu jednicky vidime, ze pro kazdou varietu existuje afinni
konexe (také vidime, Ze je jich nekonetné mnoho).

Piiklad 2.4 (Eukleidovskd konexe). Na eukleidovském prostoru definujeme eukleidovskou
konexi V predpisem

_ 0
VxY = (XY?) —,
Zj
lfde Y = Y7 %. Odpovidajici Christoffelovy symboly jsou ziejmé identicky rovny nule,
Ffj = 0. VxY je tedy vektorové pole, jehoz komponenty jsou smérové derivace komponent Y
ve sméru X. &

2.2 Kovariantni derivace podél krivek

Necht v je hladké kiivka na varieté M, tedy hladké zobrazeni v : I — M, kde I je libovolny
interval. Tecny vektor (neboli rychlost) v'(ty) v bodé ty € I je invariantné definovany pres
tecné zobrazeni

7' (to) = % Gl € Toe) M

kde % " je standardni soutfadnicova béze pro Ty, I, tedy bereme mapu t : [ — R : {t — t}.

Vektorové pole podél krivky v : I — M je zobrazeni
Vil —=TM  splaujici Vtel, V(t)eT,yM.

Mnozinu vsech hkladkych vektorovych poli ozna¢ime symbolem T(+y). Rychlost (teény vektor
ke kiivce) je kanonickym piikladem vektorového pole podél kiivky. Jinym piikladem je
normalovy vektor.

Vsimnéte si, ze vektorové pole podél kiivky v na M neni nezbytné rozsititelné na vektorové
pole variety M (a to ani lokdlné). Rekneme, ze V' € T() je rozsifitelné vektorové pole podél
kiivky ~ : I — M, pokud existuje V € T(M) (definované alespoii na okoli obrazu kfivky)
takové, ze \Z,(t) = V/(t) pro vsechna t € I.
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Pokud V' € T(~) je rozsititelné vektorové pole podél kiivky ~ : I — M, ma smysl definovat
jiné vektorové pole D,V podél kiivky v predpisem

(D)) = V)V |

jemuz budeme ftikat kovariantni derivace V podél v. Je ovSem tieba ukazat, ze definice
nezavisi na volbé rozsiteni. Nésledujici tvrzeni ikd mnohem vic; vskutku, umoznuje nam
uvazovat kovariantni derivaci vektorovych poli, jez jsou definovdna pouze podél v (nejsou
nezbytné rozsiritelnd).
Tvrzeni 2.5. Necht V je afinni konexe na M.

Vy:I—- M, 3D :T(vy)— T(y)

splnugici nasledujici vlastnosti:

(a) VW1,V € T(7), a1, a2 € R, (linearita nad R)

Di(ay Vi + asVa) = a1 DiVi + as DiVa
(b) YV € T(v), f € C>(I), (Leibnizovo pravidlo)

Dy(fV) = f'V + fD,V;

(c) V rozsiritelné V € T(v), (souvislost s konext)

(D)) =y V|-

Diikaz. Nejdifve ukazme jednoznaénost takovéhoto operdtoru D,. Necht to € I a uvazujme
soutadnicovy systém (x,U) variety M takovy, ze v(ty) € U. Pro V. € T(y) a t blizko ¢,
muzeme psat

) 0 Y 0
V() =VI(t) 5 a  AYO)=7"() 75
027 1 027 Lo
kde soutadnicové funkce V¥ a 47'(t) := (27 o 7)'(t) jsou jednoznaéné urceny. 7 vlastnosti
(a)-(b) plyne
: 0 , 0
(DV)(t) =VI'(t) ==| +VIi(t) D, =—| .
027 |0 027 |
Z vlastnosti (c) pak plyne
0 0

9 i
= Vﬂt)@ = ’j// (t) \Y a

_9_ a0 =
o2t ly(1) Oxd

P ‘
Dy — ") TE(() =
" Owi (8) J oxk

Dohromady tedy dostavame lokalni formulku

(DV)(E) = (VF(0) +7" () V) THOD)) 75
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jez je uréena jednoznacne.

Nyni ukazme existenci. Pokud je obraz kiivky «(I) pokryt jednou souradnicovou mapou,
definujeme D,V formulkou (2.2 (a pozadované vlastnosti (a)-(c) je jednoduché ovéfit).
V obecném piipadé pokryjeme 7(I) souradnicovymi mapami a definujeme D,V formul-
kou (Z2) v kazdé mapé. Kompatibilita na prekrytich plyne z jednozna¢nosti. O

Poznamky 2.6.

(1) Ponévadz nepredpokladame, ze v je reguldrni, Tvrzeni pritazuje poli V' € T(v) hod-
notu (D;V)(t) i v bodech ¢, kde 7/(t) = 0. Tato hodnota neni nezbytné nulova. Extrémnim
prikladem je konstantni kiivka v : I — M : {t — p € M }. Pak vektorové pole V € T(v) je
kiivka v T, M a D,V je obycejna derivace této kiivky.

(2) Pokud je v : I — M reguldrni, coz zarucuje, ze obraz v((ty — €,to + €)) je vlozend pod-
varieta M pro ty € I a dostatetné malé € > 0, pak vzdy muzeme psat V (t) = \~/|y(t) na okoli
bodu 7(t), kde V' € T(M). Avsak toto rozsiteni V neni jednoznaéné, tudiz podminka (c)
sama o sobé neurcuje D,V. Potfebujeme rovnéz podminky (a)—(b), jez implikuji super-
lokélnost D,. Vskutku, formulka (2.2]) ukazuje, ze pro vypocet D;V je relevantni pouze
funkce ¢ — f/|7(t).

2.3 Geodetiky

Kovariantni derivace D; umoznuje definovat zrychleni kiivky v : I — M coby vektorové
pole t — D/ (t). Zobecnéni piimek v eukleidovském prostoru (coby kiivek s nulovym
zrychlenim) na variety je pak piimocaré.

Definice 2.7. v je geodetika < Dy =0.

V lokélnich soutfadnicich x pisme ¢ := 2% o 7. Pak rovnice pro geodetiku zni

7 () + TH () v (6) ¥'(t) = 0. (2.3)

Piiklad 2.8 (Geodetiky v R"). Na varieté R" s eukleidovskou konexi (T'}; = 0) mame

(Vte )
/ k‘/l 8 k‘/l
Dyy'(t) =~ (t)@ =0 <= Vi, " ()=0
v(t)
—  Vk, FH)=C, A AFE)=Crt+Cy .
S—— = ~~ Z
konstantni rychlost piimka

Geodetiky v R" jsou tedy piimky s konstantni rychlosti (definice kiivky v sobé zahrnuje
parametrizaci). &

Klasické véty o existenci a jednoznacnosti feseni obycejnych diferencidlnich rovnic implikuji
nasledujici lokdlni existenci a jednoznacnost geodetik.
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Véta 2.9 (Existence a jednozna¢nost geodetik).

V(to) =p,
Vpe M, VelT,M, 3 ~v:(tg—¢e,to+e)—> M
: i Eort‘k ) d {7/(150):‘/.
geodetika

Vsimnéte si, ze zde nevylucujeme moznost V' = 0, kdy geodetika v bude konstantni kiivka
(definovand pro libovolné velké €) v : R — M : {t — p}.

Mazimdlnt geodetika s pocatecnim bodem p € M a s pocatecni rychlosti V' € T, M je takova
geodetika v : I — M, kde I C R je (otevieny) interval, jez nemuze byt prodlouzena na veétsi
interval; budeme znacit 7y, (bod p nemusi byt specifikovan, jelikoz ten lze zjistit vztahem
p=m(V), kde 7w : TM — M je prirozena projekce). Definice je to dobrd, ponévadz Véta 2.9
zarucuje, ze libovolné dvé geodetiky se shoduji na spoleéném definicnim oboru. Rovnéz
plyne, ze interval [ je nezbytné otevieny.

2.4 Paralelni prenos

Necht V' € T(v) je vektorové pole podél kiivky v : I — M.

Definice 2.10. V je paralelni podél v <— D,V =0.

Geodetika je tedy kfivka, jez je charakterizovana tim, ze jeji tecny vektor je paralelni podél
této krivky:
v je geodetika <= 4/ je paralelni podél ~.

Nésledujici véta je analogii Vety 2.9 OvSsem nyni dostavame globdlni tvrzeni, ponévadz se
v pozadi jedna o linedrni obycejnou diferencialni rovnici.

Véta 2.11 (Paralelni pfenos).

Vy:I— M, Vo e T,M, to € R, 3! paralelni vektorové pole V' podél vy, V(ty) =Vj.

Vektorovému poli V' z této véty budeme tikat paralelni prenos vektoru Vy podél ~.

Piiklad 2.12 (Paralelni pfenos v R"). Pro kiivku v : I — R" a vektorové pole V (t) =

Vi) 55 € T(y) mame

7(t)

(DtV)(t):V’“,(t)% =0 = Vk, Vi) =C
T ——

konstantni komponenty

Paralelni prenost daného vektoru Vy podél kiivky v v R" tedy vede ke konstantnimu vek-
torovému poli v R, t.j. ke standardnimu obrazku paralelniho vektorového pole. %



David Krejéifik 2. Konexe 37

Obréazek 2.1: Paralelni prenost podél kiivky v R™.

Paralelni prenos vysvétluje termin “konexe”, t.j. propojeni blizkych teé¢nych prostoru, a to

skrze zobrazeni
Ptotl : Tf\/(to)M — pr(tl)M . {‘/E] —> V(tl)},

kde V' je paralelni vektorové pole podél 7. Jedna se o (linedrni) izomorfismus, jelikoz jeho
inverze je paralelni transport podle inverzné preparametrizované kiivky ¢ — ~y(—t).

Tvrzeni 2.13.

(D:V)(to) = lim Pyi V(t1) — V(to)

t1—to t1 — 1o

Diikaz. Necht (EY, ..., E?) je baze v T, M. Necht (Ei(t),. .., E,(t)) jsou odpovidajici pa-
ralelné prenesené vektory podél v v bodé t. Ponévadz E;(t) = Py EY a Py je izomorfismus,
vime, ze se jednd opét o bazi v T, M. Pisme V (¢) =: V'(t) E;(t). Potom méame

Pt V(t) = V(to) _ Vi(ty) Pyl Ei(ty) — Vilto) Ei(to)
tl - to t— tO
V' (t1) Ei(to) — V'(to) Ei(to)
t1 — 1o
_ Vi) = Vi(to) Ei(to)
t —to o
—— V' (to) Ei(to) = Dt[Vi(t)Ez‘(t)Ht:to = (D:V)(to),

t1—to

kde pfedposledni rovnost plati diky tomu, ze F; jsou paralelné pfenesené vektory. O

2.5 Kovariantni derivace tenzoru

Definice 2.14. Necht T' € T%(M) je tenzor fddu k € N. Kovariantni derivace VT tenzoru T
je tenzor tadu k + 1 definovany vztahem, VY, ... Yy, X € T(M),

(VI)(Ys, ..., Y, X) = X(T(Vh,..., V&)
—T(VxYi,... . Vi) = —T(Y,...,VxYs).
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Kovariantni derivace T € T*(M) podle X € T(M) je tenzor VxT tddu k definovany vzta-
hem, VY3,..., Y, € T(M),

(VxT)(Ya,...,Ys) = (V) (Vh,..., Y3, X).

Nyni uvedme nékolik argumenti, jez ukazuji, Ze uvedens definice je pravé ta piirozena.

° Ve specidlnim ptipadé k£ = 0, kdy tenzory fadu 0 identifikujeme se skalarnimi
funkcemi, dostavame

(VH)(X) = Xf =V, (2.4)

kde f € TO(M) = C*(M). Piipomenutim definice diferencidlu ((LI0), dostdvdme rovnost
Vf =df. Kovariantni derivace skaldru je obycejna smérova derivace.

Definujme kovariantni hessidn funkce f ptredpisem V2f := V(Vf), coz je podle definice
tenzor fadu 2. Pro libovolna vektorova pole X, Y € T(M) méme vztah

VEA(X,Y) = (Vy df)(X) = Ydf(X) —df Vy X = Y(X[) = (Vv X)f.

V lokalnich soutradnicich

0xt0xi 7t Ok (2:5)

Wﬂxmzﬂw(a% rkw).

e | Funkcionély | Obecnéji uvazujme w € T(M). Pro libovolné vektorova pole X, Y € T(M)

mame vztah

(Vxw)(Y) = (Vu)(V, X) = Xw(Y) —w(VxY). (2.6)

Funkei w(Y') lze chdpat jako kontrakei tr(w®Y") (tenzorovy soucin funkciondlu a vektoru lze
zavést analogicky jako ((LIT])) a obdobné pro ostatni akce funkciondlu vystupujicich v této
rovnosti. Zaroven Xw(Y') je kovariantni derivace skaldru w(Y"). Defini¢ni vztah (2.6]) 1ze tedy
prepsat takto

Vxtrw®Y) =tr(Vxw®Y) + tr(w® VxY).

Definice 2.14] tedy plyne pfirozené, pokud mame definované kovariantni derivace vektoru a
skalaru a zaroven vyzadujeme “komutativitu s kontrakcemi” a “Leibnizovo pravidlo vzhle-
dem k tenzorovému soucinu”. Timto zpusobem lze rozsitit pojem kovariantni derivace na
obecné tenzory, nejen kovariantni.

) ‘Paralelnl' repér‘ Pro obecné kovariantni tenzory uvazujme bod p € M, pole X € T(M) a

kiivku 7 : (—e,e) = M s € > 0 spliujici

’)/(0) =P a ’)//(t) = Xv(t) .

Podle diive zavedené terminologie (viz Kapitola [0I.15]), kiivka ~ je trajektorie vektorového
pole X, jez prochdzi bodem p v ¢ase nula. Necht (EY,..., E?) je bdze v T,M a necht
(Ey(t),...,Eu(t)) jsou odpovidajici paralelné pfenesené vektory podél v v bodé ¢. Pro
soufadnice T' v tomto repéru pisme

Elzk (t) = T(Eila sy Elk)|’y(t) )
(vXT)il---ik (t) = (VXT)<Ei17 SERE) Eik>|’y(t) :
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Potom Definice [2.14] implikuje

(VxT)i.q,(t) =T}

21...ik

(6) = T(Vx By By =+ = T (s, VxEy)| g -

y(t

Ponévadz Vx B, "y(t) = 0, dostavame

(VXT)il---ik =T

11...0% "

V tomto specidlnim repéru jsou tedy souradnice kovariantni derivace V xT" obycejné derivace
soutadnic 7.

Nakonec zminme, ze v soutadnicich byva zvykem kovariantni derivaci znacit stfednikem.
Parcidlni derivace se pak oznacuji ¢arkou. Vztah (2.4)) tedy muzeme prepsat takto

Vf=fida',  kde  fi=fi.
Formulku pro hessian (2.5) 1ze prepsat takto

sz = Juj dz’ ®d$j> kde fag = Faj — I fk-

ji
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3 Riemannovska konexe

Prozatim neméme zadny vztah mezi konexi a metrikou. Nasim cilem je nyni zvolit specidlni
konexi, jez je “adaptovana” na metriku. Nasi motivaci, jak by tato konexe méla vypadat,
jsou podvariety v eukleidovském prostoru.

3.1 Motivace: Tecna konexe podvariet

Necht M™ C R™ je vlozena podvarieta a ¢ : M™ — R™ je odpovidajici vlozeni. Definujme
tecnou konexi na M predpisem

VT T(M) x T(M) = () {(X,Y) e 7T (T )

kde V je eukleidovskd konexe v R™ (viz Piiklad 24), symboly X,Y € T(R™) znacime
libovolné rozsifeni vektorovych poli X,Y € T(M) na vektorova pole v T(R™) a hladky
homeomorfismus

T TR™ |y — TM

v libovolném bodé p € M definuje ortogonalni projekci 7T;— : T,R™ — T,,M. Budeme zkraco-

vat 7' Z =: Z". Rovnéz zavadime Z+ := Z © Z" a odpovidajici projektor do normélového

prostoru M znaéime 7.

Je VT dobie definovana?

e V1Y nezavisi na volbé rozsffen X, protoze Vi Y je superlokalni v prvnf slozce (Tvr-
zeni 23)), odkud V Y|, zavisf pouze na X, = X,,.

e V1Y nezavisi na volbé rozsfieni Y, protoze V XY|p zévisi pouze na Y podél kiivky,
jejiz tecény vektor v p je X, (Poznamka [2.6(2)), a kiivku muzeme zvolit lezici v M.

e Hladkost lze ovéiit vyjadienim V ;(f/ v adaptovaném ortonormdélnim repéru, coz je
takovy ortonormalni repér (Eq, ..., E,,) na TR™, ze (Fy, ..., E,) je ortonormélni repér
na TM (viz Lemma [6.T]).

Je VT konexe?
e Linearita nad C*°(M) v prvni slozce (X) je ziejma.
e Linearita nad R v druhé slozce (Y) je rovnéz ziejma.

e Zbyva ovérit Leibnizovo pravidlo. Nechf X,Y € T(M), f € C®(M) a f € C®(R™)
je hladké rozsiteni funkce f. Potom

Vi(fY) =7 [V (fY)|u]
=7 [(X)Y|ul + 7 [fVY ]
= (XN 7 V] + Flu 7T [V gY ]
= (X/)Y +fVxY

coz je pozadovany vztah. Zde jsme mimo jiné vyuzili linearity projekce - 77, vlastnosti
(XNl = (X[) (lze opét vyuzit adaptovany ortonormdlni repér a Ej flu = E;f pro
i€{l,....,n})an [Y|y] =Y (ponévadz Y| =Y).

Nadale budeme vlnovky vynechavat.
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3.1.1 Kompatibilita s metrikou
Podivejme se, jak pfirozené konexe V a V' piisobi na riemannovské metriky g a g := ¢*g.

Zacnéme eukleidovskou metrikou:
_ _ o o 9 o
Vxg(V,Z) =Vx(6,;Y'Z)) = X(6,;Y'Z) = XF—(6,;Y'Z7)

Oxk
= X*5, <8Y VAl YZaZ )

oxk oxk
= X (YN0, 27 + Y'6;;X(Z7)
Pokud konexe splnuje takovéto Leibnizovo pravidlo vzhledem k metrice, fikame, ze konexe je
kompatibilni s metrikou. Eukleidovska konexe je tedy kompatibilni s eukleidovskou metrikou.

Nasledujici vypocet ukazuje, ze rovnéz tecnéa konexe je kompatibilni s indukovanou metrikou.

Vig (Y. 2) |, = Xg" (Y. 2)|, = Xg(Y, Z)|, = Vx g(Y. Z)],

G(VxYlp Z )+gp( ,VxZlp)

(VXY vXY) ‘pv )+gp( P (?XZ>T‘p+(vXZ)J—|p)
p( VXY |pa )"‘gp( pa(vXZ) |p)

= 9" (VxY,2)+ 9" (Y,ViZ) |,.

3.1.2 Symetrie

Eukleidovska konexe je navic ziejmé symetrickd v tomto smyslu
VxY - VyX = [X,Y],

kde [X,Y] := XY — Y X je Lieova zdvorka z Kapitoly [0.T5]

Tato symetrie rovnéz plati pro tecnou konexi:

VI(Y - VST/X |p =n' (?XY“} - ?YX|P)
= FT[X, YHP
= [X,Y]|,-

Zde posledni rovnost plati z duvodu, ze [X,Y]|, je te¢ny vektor, pokud X, Y, jsou tectné.

3.2 Definice a vlastnosti

Necht M je nyni libovolnd varieta vybavena riemannovskou metrikou g a konex{ V.

Definice 3.1. V je kompatibilni s g, pokud VXY, Z € T(M),

Vxg(Y,Z) =9(VxY,Z)+g(Y,VxZ).
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Zde Vxg(Y,Z) znamend kovariantni derivaci funkce ¢(Y,Z) podle X, tedy Vxg(Y, Z) =
Xg(Y, 2).

Dulezitost kompatibility konexe s metrikou plyne z nasledujictho tvrzeni.

Tvrzeni 3.2. Ndsledujici vlastnosti jsou ekvivalentni:
(i) V je kompatibilni s g.
(i) Vg=0.
(i) Yy, V.WeT(), VW) = g(DV,W) +g(V, DY),
(iv) Vv, paralelni V,W € T(v), g(V, W) = const.
(V) Y, to,t1 €1, Py, - TyeoyM — Ty, )M je izometrie.
Zde y: I — M :{t— ~(t)} je krivka.

Diikaz. Platnost tvrzeni dokdzeme jako platnost jednotlivych ekvivalenci.

(i) < (ii) | Pripomenutim Definice 214} plat{

Vy(X.Y,Z) = Z(g(X,Y)) —g(VzX,Y) - g(X,VzY),

odkud dostavame pozadovanou ekvivalenci.

(i) < (iii) | Implikace = je zfejmd. Predpoklddejme nyni (iii) a necht v : (—e,&) — M je
hladkd kiivka s € > 0 spliujici v(0) = p € M a 7/(0) = X,. Potom

Xp(Y, Z) = (Y, Z2) 09)/(0) = (DY, Z) |, + (Y, Dy 2) |, = (Vx,Y, Z)|p + (Y, Vx, Z)] -

Ponévadz bod p je libovolny, dostdvame (i).

(iii) < (iv) | Implikace = je zfejmd. Pro opacnou implikaci uvazujme kiivku v : I — M

a bod ty € I. Zvolme ortonormdln{ bdzi (EY,..., E?) tetného prostoru T, M. Necht
(E1(t), ..., EL(t)) jsou odpovidajici paralelné pienesené vektory podél v v bodé t € I.
Z vlastnosti (iv) plyne, Ze (Ey(t),..., E,(t)) je ortonormélni baze T, M pro kazdé t € I.
Pisme V =V'E; a W = W'E;, kde V* a W" jsou hladké funkce na I. Ponévadz D,F; = 0,
plati D,V = VV'E; a D,W = W E;. Tudiz

(DV, W)+ (V,DW) = VIWI(E,, E;) + VIWI(E;, E;) = (6;; VW) = (V, W)

(iv) & (v)| Ponevadz (V (1), W(t1)) = (Pie, V (t0), Piot, W (t0)), tato ekvivalence je ziejma.
U

Definice 3.3. V je symetrickd, pokud VX,Y € T(M),

VxY — Vy X = [X,Y].
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Terminologie je vysvétlena nasledujicim tvrzenim.

Tvrzeni 3.4. Necht (M, g) je riemannovskd varieta s konexi V. Pak ndsledujici vlastnosti
jsou ekvivalentni:

(i) V je symetrickd.
(i) V souradnicovy repér, Ffj = F;“Z (Christoffelovy symboly jsou symetrické)
(iii) Vf € C°(M), V2f je symetricky. (hessidn je symetricky)

Diikaz. 'V lokdlnich souiadnicich pisme X = X ‘9. ayY = Y’ .

Z

oy* ox* 0
VxY = VyX = ( X'— + XVT}, - Y'—— + V' XT}, | —
ox' or’ oz
0
= [X, Y]+ XY/(T), —T%) = o
odkud plyne ekvivalence (i) < (ii). Ekvivalence s (iii) pak plyne z formulky (2.5]). O

U tvrzeni (ii) je dulezité, ze se jednd o souradnicovy repér.

3.3 Fundamentalni lemma riemannovské geometrie

Symetrie a kompatibilita s metrikou jsou tak uzitecné vlastnosti (zvlasté pro konstrukci
geodetik), ze bychom chtéli pracovat s konexemi, jez takové vlastnosti splnuji. Existuji vsak
takovéto konexe pro libovolnou varietu? Kolik jich je? Nasledujici véta ukazuje, ze stav véci
je idedlni: Takovato konexe vzdy existuje a je uréena jednoznacné. Rikd se ji riemannovskd
(¢i Levi-Clivitova) konexe.

Véta 3.5 (Fundamentélni lemma riemannovské geometrie).

Y(M,g), 3NV symetrickd a kompatibilni s g .

Diikaz. Dokazme jednotlivd tvrzeni véty postupne.

| Jednoznacnost | Nechf XY, Z € T(M). Uzitim kompatibility s metrikou a symetrie méme
nésledujici identity (druhé dveé jsou varianty prvni po cyklické permutaci):

© XY, Z) = (VxY,2) +(Y,VxZ) = (VxY, Z) + (Y, V. X) + (Y, [X, Z]) ,
@ Y(Z,X)=(VyZ,X)+(Z,VyX) = (VyZ,X) +(Z,VxY) + (Z,]Y, X]),
O Z(X,)Y) = (VX V) + (X, VzY) = (V,X,Y) + (X, VyZ) + (X,[Z,Y]) .

Odecteme-li posledni identitu od souc¢tu prvnich dvou, modré a zelené cleny se vyrusi a
dostaneme vztah

XY, Z)+Y{(Z,X) = Z(X,Y) = 2(VxY, Z) + (Y, [X, Z)) + (Z,[V, X]) — (X, [Z,Y]) .
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Ten muzeme prerovnat takovymto zpusobem
1

kde pravd strana nezavisi na konexi V. Pokud je tedy V jind konexe, jez je symetrickd a
kompatibilni s metrikou ¢, dostavame rovnost

(VxY —VxY,Z)=0.

Z libovolnosti vektoru Z dostdvdme VY = VY. Z libovolnosti vektorti X,Y pak V = V.

Existence | Stac¢i ukazat existenci v jedné libovolné soutadnicové mapé, ponévadz jedno-
znacnost zarucuje, ze konexe zkonstruované na ruznych mapach se nezbytné shoduji na
prekrytich. V libovolné souradnicové mapeé je vztah ([B.I)) ekvivalentni rovnosti

9 _ 0

_ 0 0
<vi oz 8a:k> — 2 8$i<8$j’ oxk > + @<8xk’ Bxi> 8x’“<8x“ 8x1>}

el el

ponévadz Lieovy zavorky jsou nula pro vektory soutadnicové baze. Pfipomeneme-li definici

koeficienti metriky g;; = (-2 BT 8mJ> a Christoffelovych symbolu V_a_ 2; ai =T7 -2 jerovnost

ij dxm)

vyse ekvivalentni formulce

m agjk OGri agij
Fig e = {axl 0w T ok [

Vynasobenim obou stran g" a povsimnutim si, Ze g,.g" = 6!, nakonec dostdvame

It = Lo {8gjk 1 99k _ 09 } . (3.2)

2 oxt ori  Oxk

Tyto Christoffelovy symboly jisté definuji konexi ve zvolené soutadnicové mapé. Zbyva
ukazat, ze je symetricka a kompatibilni s metrikou.

Ponévadz Christoffelovy symboly definované formulkou (B:2)) splauji ziejmou sy-

metrii 1"1 = Féz, plati

oYk d oX* d
Y - VyX = [ X1 F’“XY] S y! F’“Y’X] S
Vx¥ —Vy ( o )axk ( Fra )axk
oY'* OXk\ 0
! l v
(X ozt -r ozt ) oz
= [X,Y].

Kompatibilita‘ Podle Tvrzeni staci ukdzat Vg = 0. Uzitim formulky (B2 méme

Gijsk = Gije — Ui 91 — Th; 9t
= Gijk — %glm(—gm‘ m + Gimk + ki) 9 — 3 9" (= Grgam + Gimke + Gimkj) Git
= Gijk — ( Gki i+ Gijkt ki) — %<_gkj,i+gji,k+gik,j)
= Gijk — 9ijk = 0.
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Jako bonus tohoto dukazu jsme dostali explicitni formulku (B.2]) pro vypocet Christoffelovych
symbolu riemannovské konexe v libovolné souradnicové mapé. Pripomeneme-li, Ze jsme se
dohodli znacit parcidlni derivace ¢arkou, muzeme tuto formulku prepsat takto

Ty = 59" (=gisk + Gii + Grig) - (3.3)

Tento vztah je snadno zapamatovatelny jako Fﬁj = gM [iji, kde I'yjp := %<_gij,k + kit Grij)
se zkonstruuje tak, ze zatneme pozadovanymi indexy s minusem a pak cyklicky permutujeme
s plusy.

Geodetiky spoctené vzhledem k riemannovské konexi budeme nazyvat riemannovské geode-
tiky. Ponévadz od nynéjska budeme vzdy pracovat s riemannovskou konexi, budeme obvykle
vynechdvat piivlastek “riemannovské”. Z Tvrzeni [B.2(iv) dostavame nésledujici dusledek.

Disledek 3.6. Riemannouvské geodetiky maji konstantni rychlost.

Nakonec argumentujme, ze riemannovska konexe je skuteéné ta prirozena.

Tvrzeni 3.7 (Pfirozenost riemannovské konexe). Necht ¢ : (M,g) — (M, §) je izometrie.
Potom

() VX, Y € T(M),  0u(VxY)=Vax@.Y;
(i) Vv, YW eT(®),  @DV)=Dip.V;

L . 7(0) =p . . . - ] 7(0) = ©(p)
(iii) v je geodetika na M < . = 7 := o~ je geodetika na M < . .
Y0) =V 7(0) = .V

Dikaz.

ad (i) | Definujme indukovanou (pull-back) konexi

"V T(M) x T(M) — T(M) : {(X, Y) o 07 Vo x go*Y} .

Prenechavame c¢tendari dukaz, ze se skutecné jedna o konexi, jez je navic symetricka a kom-
patibilni s g. Potom pozadované tvrzeni plyne z fundamentalni Véty

ad (ii) | Definujme indukovanou kovariantni derivaci podél vy analogickym vztahem

"Dy T () = T(v) : {V —> <p;11~?t go*V} )

Prenechavame ctenari dukaz, ze o*D; = D,.

ad (iii) | Posledni tvrzeni je dusledkem ptedchazejiciho. O

3.4 Geodetiky na modelovych prostorech

Podivejme se, jak vypadaji geodetiky na modelovych prostorech.
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Piiklad 3.8 (Rotacni plochy). Pripomenutim Piikladu [[12] a uzitim vztahu (8.3) snadno
ovéiime, ze vSechny Christoffelovy symboly v soufadnicich (s, ¢) jsou nula kromé

/
r
1 / 2 _ 12 _

Odtud snadno odvodime geodetické rovnice (viz (2.3)))

$"(8) —r(s()r'(s()) ') =0 a  ¢'(t)+2

kde ¢; € R. Zaméime se na geodetiky zacinajici v pdélu p := (0,0,0) s rychlosti V' :=
(cos o, sin ¢y, 0), kde ¢y € (0,27). Ponévadz hledana kiivka y(t) := w(s(t), p(t)) by méla
v ¢ase t = 0 prochézet pélem, nezbytné lim, o s(t) = 0. Odtud ¢; = 0, ponévadz r(0) =0 a
hledané feseni musi byt hladké, alespon pro malé ¢asy. Dosazenim tohoto vysledku ¢’ = 0
do prvni rovnice v ([3.4) dostavame s”(t) = 0, coz vede na obecné feseni

s(t) = cot + c3,

kde co,c3 € R. Opét, z pocatecni podminky 7(0) = p dostdvame c3 = 0. Tecny vektor

splnuje
r(s(t))s'(t) cos (i) —r(s(t))¢'(t) sin o(t)
V(t) = | '(s(t))s'(t)sinp(t) | — | r(s(t))¢'(t) cos p(t)
Z(s(t))s'(t) 0
Piipomenme, ze r(0) = 0 = 2/(0) = 0 a r’(0) = 1. Podminka lim;_,o+/(t) = V; pak implikuje
¢y = 1. Tedy hledané geodetiky jsou poledniky ¢(t) = ¢y parametrizované obloukem (viz
modré kiivky vychazejici z pélu na Obrazku B.1]). &

Piiklad 3.9 (Sféra). Dvojdimenziondlni sféra S? z Piikladu [L8] je specialni piiklad rotacné
symetrickych ploch uvazovanych v Ptikladech aB.8 Diky homogennosti a izotropnosti
sféry lze kazdy jeji bod povazovat za pdl. Tudiz geodetiky na sfére jsou velké kruznice
(naptiklad rovnik, viz Obrazek B.2)). &

Priklad 3.10 (n-sféra). Pocitani Christoffelovych symbolu v hypersférickych soutradnicich
pro n-sféru S™ je pomérné pracné, jakmile n > 3. To, ze jeji geodetiky jsou vyluéné
velké kruznice, lze v8ak ukdzat i alternativnim argumentem. Uvazujme geodetiku ~(t) =
(x1(t),...,2""(t)) startujici ze severniho pélu N na hypersféte S™ s pocatecni rychlost{
%. Piedpoklddejme, Ze geodetika neni polednik {2? = --- = 2"=! = 0}. Pak existuje cas
to>0aie{2,...,n+ 1} takovy, ze z*(ty) # 0. Linearni zobrazen{

e : R 5 R (2. 2t 2™ e (2. 2t 2]
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Obrézek 3.2: Tlusté modré kiivky coby pifklady velkych kruznic na sféfe S%.

je izometrie sféry, jez zachovava pél N a pocéatecni rychlost 4/(0). Podle Tvrzeni B je ¢ oy
rovnéz geodetika se stejnym pocatkem a pocdtecni rychlosti, avsak (¢ o v)(tg) # v(to), coz
je spor s Vétou 2.9 Diky homogennosti a izotropnosti n-sféry lze tento argument rozsitit
na jakykoli jeji bod a pocatecni rychlost. &

Piiklad 3.11 (Hyperbolicky prostor). Piipomenme definici hyperbolického prostoru H"™
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z Piikladu [L1Il Podobné jako v piedchozim piikladu lze ukazat, ze v reprezentaci mo-
delem hyperboloidu jsou geodetiky velké hyperboly (¢ili pruniky horniho listy dvojlistého
hyperboloidu s rovinami prochdzejicimi pocatkem), viz napiiklad tlusté modré kiivky na
Obréazku 3.3 (a). V Poincarého kulovém modelu se jedné o ¢asti kruznic, jez protinaji hy-
perstéru OB™ transverzalné (véetné degenerovaného piipadu usecky prochazejici stredem
koule B"), viz Obrazek B.3.(b). V Poincarého poloprostorovém modelu se jednd o polo-
kruznice se stfedem na nadroviné {z™ = 0} (vcetné degenerovaného piipadu polopiimek),

viz Obréazek B3l (c). &

N\ 1

X

(a) model hyperboloidu (b) kulovy model (c) poloprostorovy model

Obrazek 3.3: Geodetiky v hyperbolickém prostoru H".

3.5 Laplacian

Necht f : M — R je hladkd funkce. P¥ipomenme definici gradientu grad f z kapitolky [L4.1]
zvlasté pak vyjadreni (LO) v lokdlnich soutadnicich.

Pro hladké vektorové pole X € T(M) definujeme divergenci X vztahem
divX =trVX,

kde VX : T(M) — T(M) : {Y — VyX} je totdlni kovariantni derivace X. V lokélnich
soufadnicich z plati

divx, = 9% 4 IND'€
83:.2 J

19 ;
:m@(mX),

kde |g| := det(g,;). Zde prvni rovnost je ziejmd z (2.1), zatimco druha plyne z nésledujiciho
tyvrzeni.

Lemma 3.12. Fﬁj = (1og \/H) i

Diikaz. 7 formulky (B3] dostavame

(logdetg)

N[

Tl = 59" grij = 5 tr(g'g,) = 5 tr((logg) ;) = § (trlogg) ; =

kde pro jednoduchost znacime g := (g;;). O
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Nakonec definujeme laplacidn (¢i Laplace—Beltrami operétor) funkce f obvyklym piedpisem
Af :=divgrad f.
V lokélnich soutadnicich x plati

1

B
Af ,
|g| O

(\/mg” %)-
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4 Geodetiky a vzdalenost

Geodetiky jsme definovali coby kfivky s nulovym zrychlenim. Cilem této kapitolky je ukézat
nasledujici souvislost geodetik se vzdalenosti:

vzdalenost minimalizujici kiivka — geodetika

P—
~—

alespon lokalné

4.1 Geodeticky tok

Nasim prvnim krokem bude zjemnéni Véty o existenci a jednoznacnosti geodetik.

Jakdkoli hladka kiivka t +— ~(t) na varieté M urcuje kiivku ¢ — (y(¢),7/(t)) na tecném
svazku T'M. Piipomenme tvar geodetické rovnice (2.3) v lokalnich soufadnicich z, kde
znacéime v == (z 0 v)’. Oznacime-li dale v/ =: V', pak ([23) je ekvivalentni systému

<;’Z)' = <_r§:/;ivj) = X@) (4.1)

Ptipomenme Tvrzeni o trajektoriich vektorovych poli, kde stac¢i vektorové pole X uva-
zovat definované na otevieném okoli bodu p € M. Pak formulka (4.1]) definuje vektorové
pole X na T'M, jehoz trajektorie jsou kiivky ¢ — (y(t),7'(t)). Toto vektorové pole se nazyva
geodetické pole a jeho tok se nazyva geodeticky tok.

Uvazujme nyni libovolny bod p € M a soufadnicovy systém (z,U) v tomto bodé. Aplikaci
Tvrzeni na geodetické pole X dostavame:

3 okoli € bodu (p,0) € TM, >0, @€ C®((—64,0)x¢&TM),
kde ¢ je trajektorie geodetického pole X, jez je jednoznacné uréend pocateéni podminkou
¢(0,q,V)=(q,V) €E.
Okoli € lIze zvolit ve tvaru
E={(¢,V)eU xT,M: |V|<ei},

kde U; C U je okoli bodu p € M a g1 > 0. Definujeme-li v : mo ¢, kde 7 : TM — M je
kanonickd projekce, muzeme nase predchozi poznatky shrnout do nésledujiciho tvrzeni.

Tvrzeni 4.1. Pro libovolny bod p € M existuje oteviend mnozina U C M obsahugici bod p,
¢isla § >0 a e >0 a hladké zobrazent

v:(=6,0) x{(¢,V) e UxT,M: |V|<e} =M
takové, ze (—0,0) o t — ~(t,q,V) je jedind geodetika na M, jez v ¢ase t = 0 prochdzi

bodem q rychlosti V', a to pro libovolnou volbu ¢ € U a V € T,M s |V| < €.

Ptedchozi tvrzeni iikd, ze pokud |V| < e, geodetika t — ~(t,q,V) existuje na intervalu
(—0,0) aje jedina. Néasledujici tvrzeni ika, ze lze zvysit rychlost na ikor zmenseni casového
intervalu, a naopak.
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Lemma 4.2 (Skdlovaci lemma). Nechf ¢ > 0. Je-li geodetika t — ~(t,q,V) definovand na
intervalu (—6,08), pak t — ~(t,q,cV) je geodetika definovand na intervalu (—c=16,c718) a
plat?

v(t,q,cV) = ~(ct,q, V).

Diikaz. Uvazujme kiivky

v (=6,0) = M (e, V)
Yo i (=16, ¢76) — M {t s y(ct,q,V)}.

Krivka 7, je geodetika uréend pocateénimi podminkami v1(0) = ¢ a 41(0) = V. Vzhledem
k jednoznacnosti, staci ukézat, ze v, je geodetika urcend pocatecnimi podminkami v, (0) = ¢
a v5(0) = cV.

‘Poéziteénl' podminky‘ Pocateéni podminka ~,(0) = ¢ je zfejma. Abychom zjisitili, jak vy-

padd tecny vektor 74(0), uvazujme soufadnicové reprezentace i = x' oy, a 75 = x' 0 o,
kde (x,U) je soutadnicovy systém. Potom ~4(t) = ~i(ct) a klasickd formulka pro derivaci
slozené funkce dava

il il
Yy (t) = ey (ct) .

Odtud specialné 19’ (0) = ¢v1(0) = V.

‘ Geodeticka rovnice ‘ Necht Dt(l) a D?) znaci kovariantni derivaci podél kiivky v; a v2. Potom
plati

0

Dk

14

DP3(t) = 24" () + Tl (r2() () 4 ()]

Y2(t)

" ! i/ a
= [ (et) + T () (@) o] ()]

v(ct)
=DMy (ct) =0.

Tedy 7, je geodetika. O
Tvrzeni L1l spolecné s Lemma 2] umoznuji zvolit casovy interval geodetiky uniformné velky

na okoli bodu p (alternativné bychom mohli volit rychlosti uniformné velké na néjakém
malém okoli bodu p).

Tvrzeni 4.3. Pro libovolny bod p € M existuje otevirend mnozina U C M obsahugici bod p,
¢islo € > 0 a hladké zobrazent

v:(-2,2) x{(q,V) e UxT,M: |V|<e}—->M

takové, ze (—2,2) > t — 7(t,q,V) je jedind geodetika na M, jez v case t = 0 prochdzi
bodem q rychlosti V', a to pro libovolnou volbu q € U a V€ T,M s |V| <e.
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4.2 Exponencialni zobrazeni

Tvrzeni 4.3 ospravedliuje nésledujici definici.

Definice 4.4. Fxponencidlni zobrazeni je zobrazeni
exp: &= M:{(¢,V)—=~(1,¢V)},

kde
E={(¢,V)eUxT,M: |V|<e}.

Mnozina €& C T'M se nazyva defini¢ni obor exponencidlniho zobrazeni. V§imnéte si, ze € je
oteviend podmnozina T'M. Zobrazeni exp je ziejmé hladké.

Z0zZené zobrazeni
exp, = exple, : Eg = M, kde &, =ENT,M ={VeT,M: |V|<e},

se nazyva zuZené exponencidlni zobrazeni. Vsimnéte si, Ze €, je oteviend koule v T, M o po-
loméru ¢ a se stfedem v pocatku. Je snadné vidét, ze i zobrazeni exp, je hladké a exp,(0) = ¢.
Geometricky je exp, (V) bod na M, na néjz se dostaneme v ¢ase 1 pii pohybu po geode-
tice prochézejici bodem ¢ rychlosti V' (¢i ekvivaletné v case |V| po geodetice prochédzejici
bodem ¢ rychlosti V/|V]).

Lemma 4.5 (O normdalnim okoli). Vpe M, 3 VCcT,M , UCM
—

oteviené okoli 0 oteviené okoli p

exp,: V= U je difeomorfismus.

Dikaz. Dukaz je zalozen na vété o inverzni funkci, protoze se ukaze, ze tecné zobrazeni
(exp, )« : TT,M — TM je invertibilni v nule.

Pro piehlednost v tomto dikazu zduraznujme bod, v némz se tecné zobrazeni uvazuje.
Exponencidlni zobrazeni v bodé p € M je zobrazeni exp, : T,M — M. Pro dany bod
V € T, M tudiz uvazujeme tecné zobrazeni (expp)*v Ty, M — T, expp(v)M a nasim cilem
je ukézat, ze tecné zobrazeni (exp,).«o : ToT,M = T,M — T,M je invertibilni.

Vskutku, necht V' € T,M a necht 7: (=6,8) — T,M je kiivka s § > 0 spliujici 7(0) =0 a
7/(0) = V. Ziejma volba je 7(t) := tV. Potom

d d

(epr)*OV = (epr)*o Tx0 & o = (epr OT)*O dt o .

Zde vy (t) := (exp, o7)(t) = v(1,p,tV) = v(t, p, V), kde posledni rovnost plyne z Lemma 4.2
Aplikaci na libovolnou funkci f : M — R podle definice tetného zobrazeni a te¢ného vektoru
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dostavame
d d d
@p,er)a g (=g (Feemer=F| (o)
d

= (W )s0 ai o (f)

= (0)f =V(f)
Odtud

(expp)*OV =V.

Tedy (exp,).o je vlastné identita! Proto je samoziejmé invertibilni. O

Jakékoli oteviené okoli U bodu p € M, jez je difeomorfnim obrazem hvézdicovitého otevie-
ného okoli 0 € T, M pomoci zobrazeni exp,, se nazyva normdlnim okolim bodu p.

Specidlné, necht B.(0) :={V € T,M : |V| < e} C T,M. Potom exp,(B-(0)) C M se nazyva
geodetickou kouli o poloméru € se stfedem v p, pokud je obraz expp(Be(O)) normalni okoli.
Pokud je obraz exp,(B5.(0)) podmnozinou normélniho okoli, potom exp,,(B:(0)) je uzaviend
geodetickd koule a exp,(0B.(0)) je geodetickd sféra.

Priklad 4.6 (Eukleidovsky prostor). Z Prikladu 2.§ vime, ze geodetiky v R™ jsou piimky
s konstantni rychlosti. Obvyklou identifikaci T,R" = R™ snadno nahlédneme, ze exp, je
identita. &

Piiklad 4.7 (n-sféra). Z Priikladu BI0 vime, ze geodetiky v S™ jsou velké kruznice.
Exponencidlni zobrazeni exp, je definoviano na celém tetném prostoru 7,S". Zobrazeni
exp, : B:(0) — exp,(B:(0)) je difeomorfismus tehdy a jen tehdy, pokud ¢ < 7. Specidlné
exp,(Br(0)) = S"\ {p'}, kde p' je antipod bodu p (p' je jizni pdl, pokud p je severni pdl), a
exp(0B4(0)) = {1/}, o

4.3 Normalni souradnice
Necht (E4, ..., E,) je ortonormdln{ baze T,M. Potom
E:R">T,M:{(z",....2") = 2'E; +-- -+ 2"E,}
je izomorfismus. Pokud U je norméalni okoli bodu p, potom
¢:=FE'oexp,! :U—R"

definuje souradnicovou mapu, jez se nazyva normdlni soutadnice se stredem v p. Jak byva
zvykem, aby se to co nejvice pletlo, znacime z := ¢, tedy (x!,...,2") = (¢!, ..., o").

Jinymi slovy,
e R = M {(a!,...,3") > exp,(2'E)) }

predstavuje lokalni parametrizaci okoli bodu p € M.
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V danych normalnich soutadnicich definujeme radiding vzddlenost

(o) = V@ ()

a jednotkové radidlni vektorové pole

o s
or  ror’

Tyto zapisy obsahuji vSechny dvojznacnosti znaceni: pouziva se stejné pismenko x pro mapu
normalnich soutadnic, jakoz i pro bod variety; a tento bod x € M se identifikuje s jeho
soufadnicemi (', ...,2"). Sprdvnégji bychom méli psat r(q) :== /2 (q)% + - - + 2"(¢)?, kde
qge U C M.

V normalnich soufadnicich se stiedem v p plati:

o VWV =V 2| eT,M,
' lp
wlt) = (V. V), (42)
kde vy (t) := ~(t,p, V) je geodetika prochézejici bodem p rychlosti V. Vztah (42l
piresnéji znamend o(yy(t)) = (tV1, ..., tV"). Specialné mame reprezentaci stiedu p =
(0,...,0).

9ij(p) = dij, protoze E~' mapuje ortonormélni bazi T, M na ortonormdlni bazi R".
Piesnéji, pripomeneme-li, ze (exp,).o je identita a ¢(p) = 0,
0

(epr) 05%0 5 .

0
or’

0
_ —1
= ("2 o7

»(p)

Eukleidovska koule {x : r(z) < e} C U je geodeticka koule exp,(B:(0)) C M.

Vg € U\ {p} plati 9

o s =~'(r(q)), kde ~ je geodetika z p do ¢ parametrizovand ob-
-
q
loukem. Skute¢né, necht v je geodetika startujic z bodu p rychlosti 7/(0) = ff((qq)) a?;i .

Potom @2) implikuje 7(r(¢) = ¢ 2 7'(r(q) = 22
jak ostatné nazev vektorového pole % napovida.

.= ol Plati tedy |5 = 1,

9ix(p) =0 a T (p) =0. Tato pozorovani lze dokézat nasledovné. Z formulky (Z2)
vidime, ze ~i,/'(t) = V' a 44" (t) = 0 pro viechny casy t, tedy geodetické rovnice (Z.3)
se redukuje na (Vk € {1,...,n})
k i
TE (V) VIVI =0,
kde vyuzivdme identifikace ([£2]). Specidlné v ¢ase nula mame (Vk € {1,...,n})
k i/

Volbou V := 5(E; + E,,) dostaneme (Vk,I[,m € {1,...,n})

1
2

i [T5(0) + T, (0) + T, (0) + T, (0)] =0,
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z ¢ehoz diky symetrii [} =T%  plyne
Iy (0)=0.
Z formulky (B.3) pro Christoffelovy symboly dostavame v ¢ase nule:
9" (= Gimk + Gkt + Grim) =0,
a tedy zaroven i (Vl,m,r € {1,...,n})
—GimrtGmrl + Grim = 0.
Se¢teme-li tuto rovnici s identickou rovnici po cyklické permutaci (I +— m +— r +— 1)
—Gmrt + GrimtGimr =0,
dostaneme 2g,;,,,(0) = 0.
4.4 Minimalizujici krivky

Pro hladkou kiivku v : I — M jsme definovali jeji délku vztahem (LL5]). Pro méfeni

e Po c¢astech hladkd krivka je spojité zobrazeni v : [a,b] — M takové, ze

Jdéleni a=:aqp<a; <---<ap1<a,=:0, Vi=1,...,k,
v je hladka kiivka.

[ai—1,a4]

V krajnich bodech definujeme jednostranné rychlosti

7 (a) = lim y'(t).

t—a;
(Limity maji dobry smysl, ponévadz v/(t) f = . %}t f= %}t (foy) = (foy)(t).) Po ¢dstech
requldrni krivka se definuje analogicky.
o Trividlni kiivka je zobrazeni 7y : {a} — M : {t — p}, kde p je bod v M.

o Pripustna krivka je po ¢astech regularni kiivka nebo trividlni kiivka. Délku pripustné
krivky definujeme vztahem

k
L(’Y) = Z L(’7|[ai_1,ai}) 5
i=1

jenz opét nezavisi na reparametrizaci kiivky ~y.
e Délka oblouku ptipustné kiivky 7 : [a,b] — M je zobrazeni
s:a,b) = R:{t—= L(¥|jag)}-

Pokud 7 je hladkd, pak s je hladké a plati s'(t) = |7/(t)| pro t € [a,b]. Rekneme, 7e v je
parametrizovand obloukem (¢i md jednotkovou rychlost), pokud |y (t)] = 1 pro t € |a,b].
Jakoukoli ptripustnou kiivku lze pfeparametrizovat tak, aby méla jednotkovou rychlost. In-
tegral funkce f € C*([a,b]) vzhledem k délce oblouku s piipustné kiivky + : [a,b] — M

definujeme vztahem
b
[ras= [ s ol
¥ a
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jenz nezavisi na reparametrizaci kiivky ~.

e Po c¢dstech hladké vektorové pole podél pripustné kiivky v : [a, b] — M je spojité zobrazeni
Viia,b) = TM: {t—V, € TyyM} takové, ze

T

= déleni a=:ay<a <---<aj_,<aj=:>o, Vi=1,...,
(ptipadné jemnéjsi)

Vliai_1,a) Jje hladké vektorové pole.

Plati:
VW, € Ty M, 3! paralelné prenesené pole podél .

Definice 4.8. Riemannovskd vzddlenost dvou bodu p,q € M je ¢islo:
d(p,q) == inf L{y),

kde infimum se bere pies vSechny pripustné kiivky spojujici p, q.

Je funkce (p, q) — d(p, q) dobie definovana? Pro to je tieba ukdzat, Ze libovolné dva body
lze propojit piipustnou kiivkou. Je-li M souvisla, pak je obloukové spojitd, tedy libovolné
dva body lze propojit spojitou kiivkou ¢ : [a,b] — M. Diky kompaktnosti intervalu [a, b]
existuje déleni a =: ap < a1 < -+ < ap—y < ap =: b takové, ze Cast kiivky c|jg;,_, 4 J€
obsazena v jedné mapé pro kazdé i = 1,..., k. Pak uzitim soutadnic lze c|(,_, q, zaménit za
hladkou ktivku propojujici ty samé krajni body.

Na dané riemannovské varieté budeme vzdalenosti vzdy mérit pomoci Definice [4.8

Tvrzeni 4.9. Souvisld riemannovskd varieta je metricky prostor, jehoz indukovand topologie
se shoduje s topologii variety.

Diukaz. Vlastnosti

d(p.q) 20,  d(p,qg)=d(q,p),  d(p,p)=0
jsou ziejmé. Trojihelnikova nerovnost se ukaze také snadno, viz Obréazek A1l zde prave
potiebujeme obecnéjsi definici ptipustnych krivek namisto regularnich.

q

Obrazek 4.1: Dukaz trojuhelnikové nerovnosti v Tvrzeni Piipustnou krivku z p do r
lze realizovat propojenim bodu p a ¢ pripustnou kiivkou a pak propojenim bodu ¢ a r
pripustnou kiivkou.

Zhyvé ukdzat
p#q — d(p,q) >0

a shodnost topologii. K tomu se vyuzije srovnani s eukleidovskou metrikou v normalnich
soutadnicich. O
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Definice 4.10. v je minimalizujici krivka, pokud je v pripustna a

L(y) < L(®)

pro vsechny piipustné kiivky 7 se stejnymi koncovymi body.

4.5 Pripustné rodiny krivek

Nasim cilem je dat do souvislosti geodetiky a minimalizujici k¥ivky. Za timto tcelem budeme
ptitazeni v — L(7) interpretovat jako funkciondl na mnoziné piipustnych kiivek a hledat
minimum tohoto funkcionalu. Z varia¢niho poc¢tu vime, ze potfebujeme spocist variaci funk-
cionalu L. Potfebujeme tudiz uvazovat vhodnou t¥idu kiivek, vzhledem k niz budeme variaci
pocitat.

Definice 4.11. Pripustnd rodina krivek je spojité zobrazeni
:(—¢,e) x[a,b] > M,
splnujici:
° F|(,€,€)X[ai7hai] je hladké, kde a =:ag < a1 < --- < ax_1 < ar =: b je konecné délent;

o Vs € (—¢,¢), t = I'(s,t) je piipustnd kiivka.

Budeme pouzivat nasledujici znaceni:

t—I(s,t) = Ts(t)  hlavni krivky (s = const) , (43)
s D(s,t) = TW(s) transverzdlni krivky (t = const) . .

Podle Definice .11l jsou hlavni kiivky po castech reguldrni, zatimco transverzalni kiivky

jsou hladké.

Obrazek 4.2: Pripustnd rodina kiivek.

Vektorové pole podél I' je spojité zobrazeni

Vii(—e,e) x[a,b] = TM : {(s,t) = V(s,t) € TrpnM}



58 4. Geodetiky a vzdalenost David Krejéiiik

takové, ze V|(_co)x[a;y,a je hladké, kde a =: Gy < @1 < -+ < Q1 < Gy, =: b je (piipadné
jemnéjsi) konecné déleni. Pokud je I' hladka, specidlni vektorova pole podél I' predstavuji
tecné vektory

ol (s,t) == grs(t), O,I(s,1) :== %T(t)(s). (4.4)

dt
Presnéji, 0,I' je (hladké) vektorové pole, pouze kdyz je I's hladkd, zatimco O,I" je vzdy
(hladké) vektorové pole.

Lemma 4.12 (O symetrii). V(s,t) € (—¢,¢€) X [ai—1,a;], kde je I' hladkd,

Dsatf(s, t) = Dtasf(s, t) o

Diikaz. Ponévadz se jedna o lokdlni tvrzeni, sta¢i ho dokazat v lokalni mapé = kolem libo-
volného bodu I'(sg, ty). Pisme (z o ')(s,t) =: (x'(s,t),...,2"(s,t)). Potom
ork 0 ozk 0
ol = —— O = ——.
! ot Ox* Os OzFk

Uzitim soutadnicové formulky (2.2]) pro kovariantni derivaci podél kiivek dostaneme

2,k i 9o
D.OT — (83: ox aiFk) 0

950t 95 ot 1) gk
Pt oo, 0
OtOs ot 0s Y ) gzk -

Dtasf - (

Tyto dva vyrazy se zjevné rovnaji, pokud Ffj = Ffi, coz je specialné pravda pro riemannov-

skou konexi (obecnéji pro pouze symetrickou konexi). O

Variace pripustné kiivky ~ : [a,b] — M je piipustnd rodina I' takovd, ze T'o(t) = y(t), pro
vechna t € [a, b]. Rekneme, 7e se jedna o vlastni variaci, pokud (viz Obrézek A.3)

Vs € (—e,¢), [y(a) = 7y(a) a  Tyb) =~(0).

obecna vlastni

Obrazek 4.3: Variace kiivky ~.

Variacni pole variace I' je vektorové pole podél v definované predpisem (s = const)

Vila,b] = TM : {t — 0,I'(0,t)}.
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Rekneme, ze vektorové pole V podél v je vlastnd, pokud
V(a)=0=V(b).

Variacni pole vlastni variace je vlastni.

Lemma 4.13.

v je pripustnd krivka

, ) / = V je variacni pole néjaké variace krivky .
V' je vektorové pole podél ~

Je-li V vlastni, pak variaci lze zvolit také vlastni.

Diikaz. Lze zvolit T'(s,t) = exp, (sV(t)), kde s € (—¢,¢) s dostatetné malym e > 0.
Pokud V'(a) =0 = V(b), potom I'(s,a) = v(a) a I'(s,b) = ~(b) pro vsechna s. O

4.6 Minimalizujici krivky jsou geodetiky

Lemma 4.14 (Prvni variace). Necht:
e v :|a,bl = M je pripustnd krivka parametrizovand obloukem;
o [ je vilastni variace v;
o V je variacni pole rodiny T'.

Potom
k-1

L) = - WD dt = Y (V@) ), (45)

i=1

kde Ay :=+'(a]) —+'(a;) znaci skok tecného pole v v bodé a;.

)

Dukaz. Oznaéme
T(s,t) = 0'(s,t) a S(s,t) == 0sI'(s,t). (4.6)

Ponévadz integrand je hladkd funkce a integrujeme ptes kompaktni mnozinu, lze zameénit
derivaci a integral a psat

d 40
— LTy 1.0i]) = —(T,T)*?
ST ) = [ ST

CL’L' 1
— / 5 (T, T)~Y22(D,T,T) dt

i—1

a; 1
_ / L prmyar
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kde druhd rovnost vyuziva kompatibility riemannovské konexe s metrikou (Tvrzeni 3.2 (iii))
a symetrie metriky a posledni rovnost plati diky Lemma T2l Pro s = 0, jelikoz S(0,t) =
V(t) aT(0,t) =+'(t), dostavame

d
— L(T,
ds (

[aiflyai}) = / <Dt‘/7 7/> dt

s=0 aj—1

- (n-omn)e
— (V@) (@) = Va7 ) = [ (VD).

Ted uz zbyvd jen prescitat pres ¢ = 1,...,k a vSimnout si, ze V(ag) = 0 = V(az). O

Véta 4.15. Libovolnd minimalizujict krivka parametrizovand obloukem je geodetika.

Diikaz. Necht v : [a,b] — M je minimalizujici kiivka parametrizovana obloukem (t.j. |y| =
1) takova, ze 7l|j,_,,q je hladkd pro ¢ = 1,... k. Pak (%‘320 L(T's) = 0. Ponévadz (viz
Lemma [A.13) jakékoli vlastni vektorové pole podél «y je variaéni pole néjaké vlastni variace
kiivky 7, musi pravé strana (L5]) vymizet pro vsechna takova V.

‘fy je “lomend geodetika” ‘ < Dy =0 na [a;_1, ;.

Necht ¢ € C5°([ai—1, ai]) je takovd, ze ¢ > 0 na (a;_1,a;). Volbou V := D, dostdvdme
O:—/ o | Dy |?dt.

Z libovolnosti ¢ pak plyne Dy’ = 0 na [a;_1, a;].

~v “nema rohy” | ;& Ay = 0.

Necht V je takové, ze V(a;) = Ayy’ a V(a;) = 0 pro vSechna j # i. Potom

0 = —‘Al’}/|2 .

Ponévadz se jednostranné rychlosti v shoduji v kazdém bodé a;, z jednoznacnosti geodetik

dostavame, Ze 7|q,,a,,,] je prodlouzenim geodetiky 7|(q, , a,- O

Véta 4.16. Plati ndsledugjici ekvivalence:

pripustnd krivka v parametrizovand obloukem je kritickym bodem funkciondlu L

I

v je geodetika.
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Dikaz.

Tento smér plyne rovnou z dukazu Véty [4.15] kde jsme vyuzili pouze, ze v je kritickym
bodem funkciondlu L (ne nezbytné minimem).

Pokud je v geodetika, pak Dy’ = 0 (geodetickd rovnice) a A;y" = 0 (hladkost), tudiz
prava strana (4.5) je rovna nule. O

Geodetickou rovnici lze chépat jako Euler-Lagrangeovu rovnici odpovidajici funkcionalu L.

4.7 Gaussovo lemma

Jako prvni krok k dukazu opacného tvrzeni (ze geodetiky jsou minimalizujici kiivky, a
to alespon lokdlné) je nasledujici fundamentalni vysledek. Rikd, ze (radidlni) geodetiky
vychéazejici z bodu p jsou ortogondlni ke geodetickym sféram (t.j. ke kazdé kfivce, jez je
charakterizovana fixni vzdalednosti od p).

Véta 4.17 (Gaussovo lemma). Necht exp,(B.(0)) je geodetickd koule se stiedem v p € M.

Potom, VR < ¢,

% 1 exp,(0Br(0)).

Diikaz. Uvazujme libovolny bod ¢ € exp,(B:(0)) a vektor X € T,M takovy, ze X ||
exp,(0Br(0)) s R < € (vektor X je tecny ke geodetické sféfe o poloméru R v bodé q),
viz Obrazek 1.4l Ponévadz exp,, je difeomorfismus na exp,(B:(0)), existuje vektor V' € T, M
takovy, ze ¢ = exp, V. Zaroven existuje vektor W € Ty (T,M) = T,M takovy, ze X =
(exp,)«W. Potom V € 0Bg(0) a W € Ty 0Bg(0), kde R = d(p, q). Radidlni geodetika z p

do q je kiivka vy (t) := exp,(tV) s tetnym vektorem 7y, (t) = R ) Chceme ukazat, ze

ol
or ly(t

XLy (1).

Zvolme néjakou kiivku
0:(=0,0) > T,M : {s+— o(s) € 0Br(0)}, o(0)=V, a0)=W.
Zaroven uvazujme variaci kiivky vy danou vztahem
[(s,t) := exp,(to(s)). (4.7)
Ponévadz |o(s)| = R pro s € (—0,9), hlavni kiivka I'y (viz (43]) je geodetika s konstantni
rychlosti R (t.j. |I')| = R). Pfipomenutim znaceni (4.4) a (£.6) mame

S5(0,0) = 4 exp,(0) =0,

ds|,_,
T7(0,0) = % . exp,(tV) =V,
S0.1)= | ew,lo(s) = (e, 0'0) = X
7(0.1)= & ey (iV) =51
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V dusledku téchto vztahu dostavame

() = (0,0) = (S, T)=0,
(,0) =(0,1) = (5, T)=(X,w(1).

K dukazu véty tedy staci ukdzat, ze skaldrni soucin (S, T') nezavisi na proménné ¢. Avsak:

%(S, T> — <DtS, T> + <S, DtT>
= (D,T,T)+ (S,0) (< Lemma & T geodetika)
= S|P
© 20s
=0, (< |71 = = R)
¢imz je dukaz véty u konce. O

exp,

M

T

Obrazek 4.4: Geometrie v dikazu Véty E1T7

Alternatiovni dukaz. Vyuzijme alternativné Lemma 414} pokud I" neni vlastni variace, po-
tom formulka (4.5]) pro prvni variaci se lis{ pouze tim, ze v druhém ¢lenu na pravé strané se
s¢itd od ¢ = 0 do @ = k s krajnimi skoky A¢y’ :=+/(a) a Axy' := —+/(b). Jako v pfedchozim
dukazu, uvazujme variaci (£1). Potom

d

0= | L) = ~(@.0(0,0),70) + (L0, 1).7(1)

~—

kde prvni rovnost plati diky Veté d.T6, ponévadz se jednd o variaci geodetiky v := exp,, (tV
(explicitné L(I'y) = R, kde R je polomér geodetické sféry). Zbyva si uvédomit, ze 9,1'(0, 0)
S(0,0) =0 a 0;['(0,1) = S(0,1) = X. Tedy X 1~+/(1), coz bylo dokézati.

ol

Dusledek 4.18. Necht U := exp,(B.(0)) je geodetickd koule se stiedem v p € M. Potom

gradr = é% na U\ {p}.
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Dukaz. Je potieba ukazat

Vq € exp,(B:(0)) \ {p}, Y € T;M, dr(Y) = <%, Y> :

Geodeticka sféra exp,(0Br(0)) > ¢ je v normélnich soutadnicich reprezentovana rovnici
r = R. Ponévadz je vektor % kolmy k této sfére (viz Véta [LIT), méame ortogonélni rozklad

Y:ozg+X, kde aeR, X || 0Bg(0).

or
Plati
dr (%) =1, (« piimy vypocet v souradnicich)
dr(X)=0. (& X | {r=const})
Tedy

dr(Y) = dr (a% +X) = adr <%) +dr(X) =a.

Na druhou stranu vsak
0 0 0
<§’Y> = <5’W+X> =a

kde jsme vyuzili ortogonality %J_X v dusledku Vety 217 O]

Tvrzeni 4.19. Necht p € M a exp,(B-(0)) je geodetickd koule. Vq € exp,(B.(0)) plati:

Radidlni geodetika z p do q je jedind (aZ na reparametrizaci) minimalizujici kiivka z p do q.

Diikaz. Necht ~ : [0, R] — M je radidln{ geodetika z p do ¢ parametrizované obloukem.
Existuje vektor V' € T,M takovy, ze v(t) = exp,(tV'). Necht o : [0,b] — M je jakakoli jind
kiivka parametrizovana obloukem propojujici body p a q. Je potieba ukézat, ze

b=L(c)> L(y) = R.

L(o) > L(v)| = ~ je minimalizujici kiivka.

Necht:

e ag € [0,0] je posledni cas t, kdy o(t) = p;

e by € [0,0] je prvni cas t po ag, kdy o(t) € exp,(9Br(0)).
Plati rozklad

Vi€ (ag b, o) =alt) —| +X(t), kde  X(t) | exp,(0Baw(0)).
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Diky Vete 41T vime, ze se jedna o ortogonélni rozklad, tudiz
Vt€ (ag,bo),  |o'(W)]* = a(t)® +|X(H)* = a(t)®.

Navic diky Dusledku I8 vime, ze

Vt € (ao,bo], Oé(t) = <g

or
Tudiz
L<U) > L<a|[ao7b0])
bo
= lim lo’(t)| dt
0—0 a0+5
bo
> lim a(t)dt
0—0 a0+5
bo 4.8
= lim dr(o'(t)) dt (48)
d—0 a0+5
bo d
= lim —r(o(t))dt

6—0 a0+5 dt

= 1(a(bo)) = r(0(ao))
=R—-0=L(v).

(Tteti rovnost zdola plati z definiénich vztahi dr(o’(t)) = o’ (t)r = o, L], r = L(roo)(t).)

L(o) > L(y)| = = je jedind minimalizujici kiivka.

Predpoklddejme, ze L(c) = R. Pak obé nerovnosti v (48]) jsou rovnosti. Prvni rovnost
implikuje ag = 0 a by = b = R. Druha rovnost implikuje X = 0 a a > 0, coz znamena, ze
o'(t) =alt) 2 ‘U( - Ponévadz je o parametrizovand obloukem, nezbytné a = 1, coz znamen,

ze o'(t) = %}O_(t). Dostavame tedy, ze obé kiivky o a ~ jsou integralni kiivky vektoru %

prochéazejici bodem ¢ v case t = R. Tedy o = 7. O

Dusledek 4.20. Necht exp,(B.(0)) je geodetickd koule se stiedem v p € M. Potom

Vz € exp,(B:(0)), r(z) =d(p,x).

Tento dusledek ndm umoznuje zavést zjednodusujici znaceni pro geodetické koule a sféry.
Vskutku, je-li exp,(Bgr(0)) geodetickd koule, potom tato mnozina musi byt rovna met-
rické kouli se sttedem v p a poloméru R. Podobné, geodetickd sféra exp,(0Bg(0)) je presné
mnozina bodu, jejichz vzdalenost od p je rovna R. Tato pozorovani ospravedlnuji nasledujici
zjednodusujici znaceni:

Br(p) := exp,(Br(0)),

Br(p) = exp,(Br(0))

exp,
exp, ,
OBR(p) := exp,(0Br(0)) .
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4.8 Geodetiky jsou lokalné minimalizujici krivky

Tvrzeni £19 by se mohlo na prvni pohled zd4t jako kladnd odpovéd na otézku, zda jsou geo-
detiky minimalizujici kiivky. Ve skutecnosti se jedna pouze o ¢dstecnou odpovéd, ponévadz
Tvrzeni .19 se tyka pouze bodu na geodetice startujici z bodu p. Obecnéji je jasné, ze

pozadovaného tvrzeni muzeme dosdhnout pouze lokélné (napiiklad geodetika startujici ze
severniho pélu sféry prestane byt minimalizujici, jakmile projde jiznim pdlem).

Definice 4.21. Krivka v : I — M je lokdlné minimalizujici, pokud

Vito € I, dokoli Iy C I,

Y1, je minimalizujici V dva body z I,.
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Obrazek 4.5: Severni polokoule bez rovniku coby stejnomérné normalni okoli severniho pélu.

Za ucelem dukazu lokdlniho tvrzeni si nejdiive dokdzeme silnéjsi verzi Lemmatu Ote-
viend mnozina W C M se nazyva stejnomérné normdlni, pokud:

30 >0, YpeW, WC Bs(p) [geodetickd koule].
Sféra S™ bez jizniho pélu je normélni okoli severniho pélu, avsak neni stejnomérné normélni

(dva ruzné body na rovniku lze propojit dvéma ruznymi geodetikami). Severni polosféra bez
rovniku je stejnomérné normalni okoli severniho pélu (viz Obrazek [L.5]).

Lemma 4.22 (O stejnomérné normalnim okoli).
Vp e M, ucm
~—

oteviené okoli p

.3 wcu
——

stejnomérné normdlni
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Diikaz. Necht ¢islo € > 0 a okoli U € T,M jsou jako v Tvrzeni 4.3 pfipomenime, ze U je
podmnozinou definiénfho oboru lokdln{ mapy = v bodé p € M, a necht okoli & C U x T, M
je jako v Definici [4.4l Definujme zobrazeni

F:&—=MxM:{(q,V)r (q,exp,V)}.

Kolem bodu F(p,0) = (p,p) uvazujme soutadnicovy systém ((z,x),U x U). Ponévadz
(exp,)+«0 = I, matice tecného zobrazeni Fl(, ) ma tvar

I 0
M(Fipo)) = (I I) : (4.9)
Skutecné, v € uvazujme kiivky

() = (a(t),0) a  7(t) = (p, (),
kde «a; je kiivka v M splﬁujici @1(0) = p a aj(0) = 5%

’p a oy je kiivka v T, M spliujici

az(0) = 0 a a4(0) = 3% - La a lze volit as(t) ==t ai} kde k € {1,...,n}. Tetné vektory
spliuji

10 = (Z,0) & %)= (0% ) .
Potom

P (51,0) = Papoy (10l g = (F o m)o il = ol (0),exp00)
= (o4 (0), 0} (0)) = (%1, 521,)
Fupo) (0, 32],) = Fapo ()0 |g = (F om0y = ] ,o(p:exp, (1))
= (0,05(0)) = (0, ;%1
Z téchto formulek plyne tvar (4.9).

Jelikoz matice ([@9)) je invertibilni, F' je lokdlni difeomorfismus na okoli bodu (p,0). To
znamend, ze existuje okoli & C & C T'M bodu (p,0) a okoli W C M x M bodu (p,p), ze
F: & — W je difeomorfismus. Okoli &’ lze zvolit ve tvaru

& ={(q,V)eU xT,M: |V]| <},
kde U' C U C M je okoli bodu p. Nyni zvolme okoli W C M bodu p tak, ze W x W C W'.
Tvrdime, ze W je stejnomérné normalni okoli bodu p. Vskutku, kdyz ¢ € W a B;(0) C T,M,
pak
F({g} x B5(0)) > {a} x W,
jelikoz F': & — W' je difeomorfismus. Z definice funkce F' plati exp,(Bs(0)) D W. O

Véta 4.23. Libovolnd geodetika je lokdlné minimalizugici.

Diikaz. Necht v : I — M je geodetika, kde I je otevieny, a to € I. Necht W C M
je stejnomérné normdlni okoli bodu 7(ty) € M. Necht Iy C I je souvisld komponenta
7~ 1(W) obsahujici bod ty. Pro libovolné dva body t1, ty € Iy definice stejnomérné normédlniho
okoli implikuje, ze bod ¢z := 7(t2) je obsazen v geodetické kouli se sttedem v q; := y(t1).
Z Tvrzeni .19 plyne, ze radiadlni geodetika z ¢; do ¢ je jedind minimalizujici kiivka, jez
tyto body propojuje. Avsak restrikce 7|y, je rovnéz geodetika propojujici ¢; a o a lezici ve
stejné geodetické kouli, tudiz se musi jednat o minimalizujici geodetiku. O
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4.9 ijlnost

Definice 4.24. M je geodeticky uplnd, pokud

Vpe M, VeT,M, Fexp,(V).

Jinymi slovy, M je geodeticky tplnd, pokud jakdkoli geodetika ¢ — ~(t) startujici z bodu p
je definovana pro vSechny hodnoty parametru .

Priklad 4.25. Modelové prostory R", S} a H jsou geodeticky uplné variety. &

Piiklad 4.26. Geodeticky netuplna varieta je napiiklad jakakoli oteviena podmnozina

QcCR"
+

vybavena eukleidovskou metrikou, jelikoz v ni existuji geodetiky, jez dosahnou hranice
v konecném case. &

Priklad 4.27. Zajimavéjsim ptrikladem je varieta
(Rn7 (Jil)*éR)v

kde gr je metrika sféry S% a o je stereograficka projekce. Skutecné, maximélni geodetika vg,
utece do nekonecéna v R™ v koneéném case, kde F; je prvni vektor standardni baze v R™. {

Pro dikaz nasledujici véty mame nyni vSechny ingredience.

Véta 4.28 (Hopf-Rinow). Necht M je souvisld. Potom

M je geodeticky uplnd <= M je uplnd coby metricky prostor.

e~/

tudiz ji z casovych duvodu vynechame.

Ptredpokladejme, ze M je metricky uplnd, avSsak geodeticky netuplna. Potom existuje
geodetika v : [0,0) — M s jednotkovoui rychlosti |7/| = 1, jez neni definovdna na vétsim
intervalu [0,b 4 ¢) s € > 0. Necht {t;} b (rostouci posloupnost konvergujici k bodu b) a
definujme ¢ := v(t;). Ponévadz je v parametrizované obloukem, plati

d(qi,q;) < L(vy

[tutj]) = |tj — ti]
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pro vSechna j > i, a tudiz {¢;} je cauchyovska posloupnost. Z metrické uplnosti plyne, ze
{¢;} konverguje k néjakému bodu ¢ € M.

Necht W je stejnomérné normdlni okoli bodu g takové, Ze geodetickéd koule Bs(r) D W pro
vSechny body r € W s né¢jakym fixnim 6 > 0. Pro dostatecné velkd j plati ¢; € Wat; > b—d.
Fakt, ze Bs(q;) je geodetickd koule, zarucuje, ze jakdkoli geodetika startujici v bodé g;
existuje pfinejmensim jesté v ¢ase d. Toto specidlné plati pro geodetiku o spliaujici o(0) = g;
a 0'(0) = +/(t;). Z jednoznacnosti geodetik vsak plyne, ze o je pouhou reparametrizaci ~.
Tudiz 5(t) := o(t; +t) je rozsifeni v za bod b, coz je spor. O
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5 Krivost

Pro kiivku vy : I — R?: {t — ~(¢)} parametrizovanou obloukem je kfivost definovdna vzta-
hem |+"|. Ponévadz +/(t) je tetny vektor (aneb jednotkova rychlost), lze kiivost interpretovat
jako odchylku (derivaci) od piimky (aneb zrychleni). Obecnéji, pro kiivku v : I — M se
definuje (geodetickd) kiivost |Dyy'| coby odchylka od geodetiky. Jak definovat s derivaci
souvisejici tenzorovou velicinu pro vicedimenzionalni variety?

5.1 Tenzor krivosti

Prvni konstrukce, co ¢lovéka napadne, je kovariantni derivace
(X,Y) = VxY,
avsak nejednd se o tenzor. Tenzor z kovariantni derivace lze vyrobit kombinaci (tenzor torze)
(X,Y) = VxY —-VyX - [X,Y]=0,

avsak tento je skuteéné identicky roven nule pro riemannovskou konexi (viz Definice B.3]).
Dalsi tenzorovou kombinaci, jez zahrnuje druhé derivace, je (riemannovsky) endomorfismus
krivosti

(X, Y, Z) — VxVyZ —VyVxZ2 — V[X,y}Z =: R(X, Y)Z

Uvidime, ze toto je dobra definice, jez skutec¢né souvisi s kiivosti.

Vsimnéte si, ze namisto standardniho zapisu R(X,Y, Z), jak je obvyklé pro funkce, bizarné
piseme R(X,Y)Z, ponévadz role vektoru Z je specifickd. Podle definice je endomorfismus
ktivosti zobrazeni

R:T(M)xT(M)xT(M)—T(M) : {(X,Y, Z)— R(X,Y)Z} )
Zafixujeme-li vektory X,Y, mame tedy endomorfismus
R:T(M)—T(M): {Z — R(X,Y)Z} )

V lokélnich soutadnicich x definujme koeficienty

o oo 0
R(%%)%— Rije g1

Pak (coby difeomorfismus R : T(M) — T(M))

R(X,Y)Z = XinRijkle% :

Piimym vypoctem lze ovérit formulku

+ It 1% — T T

I _ 1 _ 1!
Rijk =T r ip = jk jp ik -

ghi T ik,

Uzitim metriky muzeme definovat (riemannovsky) tenzor krivosti coby tenzor Rm tadu 4
definovany predpisem
Rm(X,Y, Z, W) = (R(X,Y)Z, W),
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kde X,Y, Z, W € T(M). Tedy
Rm : T(M) x T(M) x T(M) x T(M) = C=(M) : {(X,Y, Z, W) — (R(X,Y)Z,W)}.

Ovéreni, ze se skutecné jedna o tenzor podle Definice [0.3l je prenechano ¢tendari.
V lokélnich soutadnicich plati

Rm = R, da’ ® do/ @ dz* @ da' |
kde

._ p
Rijkl = Rz‘jk 9ol -

Lze ukazat, ze R a Rm jsou lokalni izometrické invarianty, coz znamend, ze pro libovolnou
lokalni izometrii

¢ (M,g) — (M,3)

plati

¢*'Rm=Rm a R(e.X,0.Y)0.Z =0, (R(X,Y)Z).

5.2 Ploché variety

Uzitim eukleidovské konexe se snadno ukéze, ze R = 0 a Rm = 0 pro R™. To je prvni argu-
ment ospravedlnujici definici riemannovského tenzoru: Oc¢ekavame, ze bude mérit odchylku
variety M od eukleidovského prostoru R™. To nyni formalizujeme nasledujici vétou.

Definice 5.1. M je plochd <= M je lokalné izometrickd R".

To, ze M je lokdlné izometricka prostoru R™, znamena, ze pro libovolny bod v M existuje
okoli izometrické oteviené mnoziné v R™ vybavené eukleidovskou metrikou.

Véta 5.2. M je plochdi <— Rm = 0.

Dikaz.

Jak uz jsme zminili, R = 0a Rm = 0 pro R™. Ponévadz je M plochd, pro libovolny
bod v M existuje okoli U a izometrie p : U — U C R™ takové, ze Rm = ¢*Rm = 0.

Pro jednoduchost se omezme na dimenzi n = 2. Necht (Ei|,, Es|,) je ortonormdln{
baze pro T,M. Existuji souradnice (napifklad normélnf soutadnice) takové, ze Ej|, = 22 o
Piipadnym smrsknutim soutadnicového okoli muzeme predpokladat, ze obraz souradnicové
mapy je ctverec

Q. ={reR*: |2'|<e, i=1,2}.
e Paralelné prenesme F|, a E»|, podél osy .

e V kazdém bodé osy z! prenesme pieneseny vektor podél souradnicové ¢dry paralelni

S Osou ZL‘2.
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Timto postupem obdrzime ortonormalni repér (Fy, Fy) definovany na Q.. Hladkost plyne
z hladké zéavislosti TeSeni obycejnych diferencialnich rovnic na pocatecnich podminkéch.
Ortonormdlnost plyne z toho, ze paralelni prenos zachovava skaldrni soucin (viz bod (iv)
Tvrzeni B.2). Tvrdime, zZe se jedna o paralelni repér. Za timto tcelem staci ukazat, ze

Vi,j=1,2, Vo E =0
ox®
(ponévadz Vx E; je linedrni nad C*°(M) v X). Z konstrukee je ziejmé, ze

Vo E;=0 na ose ',

a1
Vo E;=0 vroviné (zt, 2?).
oz

Pro zbytek staci ukazat, ze
\r's (Vi Ej) =0.
82 axl

Avsak diky [-2r, -2;] = 0 a piedpokladu Rm = 0 plati

9z1’ 92
V%(V%Ej)zva_il(V%Ej):O.
Tudiz (E,, Es) je skuteéné ortonormalni paralelni repér na (..

Plati
[E17E2] - VEl E2 - VEQ El = 07

kde prvni rovnost plyne ze symetrie riemannovské konexe a druhd rovnost plati diky pa-
ralelnosti (E, Ey). Mame tedy komutujici nezavislé vektorové pole (Ei, Ey) na Q. > p.
Tvrzeni [T pak tvrdi, Ze existuji soufadnice (y',y?) definované na okoli bodu p takové, ze

0 0

B= -2 By= 2.
! oyt 2 Oy?

V téchto soutradnicich 5 9
9ij =9 <8—y” 8—yﬂ> =g(E;, E;) = by,

tudiz zobrazeni y = (y',y?) predstavuje izometrii z okoli bodu p € M na otevienou
podmnozinu eukleidovského prostoru R2. O

5.3 Symetrie

Nasledujici symetrie je ziejmé piimo z definice.

Tvrzeni 5.3 (Prohozeni prvnich dvou argumentu).
Rm(X,Y, Z,W)=—-Rm(Y, X, Z, W)
neboli ve slozkdch

Rgemn = =In -

Nasledujici symetrie plati diky kompatibilité riemannovské konexe s metrikou.
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Tvrzeni 5.4 (Prohozeni poslednich dvou argumentu).
Rm(m X7 Y7 Z) = _Rm<W7 X7 Z7 Y)

neboli ve slozkdch
Rijui = — Rk -

Diukaz. Staci ukazat

VY, Rm(W, X, YY) =0,
ponévadz pak pozadované tvrzeni bude plynout rozvojem Rm(W, X, Y + Z,Y + Z). Uzitim
kompatibility konexe s metrikou méme
o WX|YP=WX{Y,Y) =W2VyxY,Y) =2(VyVxY,Y)+2(VxY, VyY),
o XWI|Y]P= =2{VxVwY,Y) +2(VyY,VxY),
o WXJYP = =2(VwxY,Y).

Odecteme-li posledni dvé identity od prvni, dostaneme

0=2(VwVxY,Y) = 2(VxVyY,V) = 2(ViyxY, Y)
=2(R(W,X)Y,Y) = 2Rm(W, X,Y,Y),

coz je to, co jsme chtéli dokézat. O

Nésledujici symetrie plyne ze symetrie riemannovské konexe.

Tvrzeni 5.5 (Pruni (algebraickd) Bianchiho identita).
Rm(W, XY, Z)+ Rm(X,Y, W, Z)+ Rm(Y,W, X, Z) =0
neboli ve slozkdch (cyklickda permutace prunich tii argumentu)

WRgamn A= Wy AF Sopgg = 0

Diikaz. Plati

RW, X)Y + R(X, Y)W + R(Y,IW)X

=VwVxY-VxVpyY — Vi xY
+VxVyW-VyVxW — Vixy)W
+Vy Vi X =V Vy X — VymX

=Vw(VxY = Vy X))+ Vx(VyW = Vp V) + Vy (Vi X — VW)
—Viwx)Y = VixyiW — Viyu X

= Vw[X, Y]+ Vx[Y, W]+ Vy[W, X]
—VixyiW = VywmX — Vi, xY

= WX Y]+ [X, [Y, W]+ [\, W, X]] = 0.
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Zde tieti rovnost plati diky symetrii konexe (< tenzor torze je identicky nulovy) a posledni
rovnost je Jacobiho identita. O

Tvrzeni 5.6 (Prohozeni prvniho a posledniho paru argumenti).
Rm(W,X,Y,Z) = Rm(Y, Z, W, X)

neboli ve slozkdch

Rijri = Ry -

Diikaz. Uzitim algebraické Bianchiho identity cyklicky permutované dostavame

Rm(W, XY, Z)+ Rm(X,Y,W,Z)+ Rm(Y,W, X, Z) =0,
Rm(X,Y, Z, W)+ Rm(Y,Z, X, W)+ Rm(Z,X,Y,W) =0,
Rm(Y, Z, W, X))+ Rm(Z,W,Y,X)+ Rm(W,Y,Z, X) =0,
Rm(Z W, X, Y)+ Rm(W,X,Z,Y)+ Rm(X,Z,W,Y) =0.

Secteme-li tyto identity a uzijeme-li symetrii Tvrzeni a b4 dostaneme
2Rm(Y,W, X, Z) — 2Rm(X, Z,Y,W) =0,

coz je pozadovand identita. O

Tvrzeni 5.7 (Druhd (diferencidlni) Bianchiho identita).
VRm(X,Y, Z,V,W) + VRm(X,Y,V,W, Z) + VRm(X,Y, W, 2,V) = 0
neboli ve slozkdch (cyklickda permutace poslednich tii argumenti)

Rijkl;m + Rijlm;k + Rijmk;l =0. (51)

Diikaz. Uzitim symetrie Tvrzeni je pozadovana identita ekvivalentni vztahu
VEM(Z,V, X, Y, W)+ VEm(V,W, XY, Z) + VRm(W,Z,X,Y,V) =0,

ktery diky multilinearité staci dokazat pro vektory néjaké baze. Toto tvrzeni se klasicky
dokazuje pracnym vypoctem, ktery lze vSak vyznamné zjednodusSit uzitim normalnich sou-
fadnic. Necht (z%) jsou normalni soutadnice v p € M. Necht X,Y,Z, V., W jsou libovolné
vektory soufadnicové baze -2 . Zjednoduseni nasledujiciho vypoctu je zpusobeno témito

oxt
vlastnostmi:
(1) [aiiv%] =0;
(2) V& =0 (<) =0).
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Uzitim vlastnosti (1) méame

ViwRm(Z,V,X,Y) = Vu(R(Z,V)X,Y)
V,Rm(V,W,X,Y) =
VyRm(W,Z,X,Y) =

(Vi V2V X -V ViV, X, Y),
(V,Vy Vi X =V, Vi Vi X, Y)
(Vy ViV, XV V, Vi X, Y),

kde posledni dvé identity jsou pouze variantou prvni po cyklické permutaci vektoru W, Z, V.
Secteme-li tyto identity, dostaneme

VwRm(Z,V,X,Y) 4+ VzRm(V,W, X,Y)+VyRm(W,Z, X,Y)
— (R(W, Z)Ny X + R(Z,V)Viw X + R(V, W)V, X,Y)

kde posledni rovnost plati diky vlastnosti (2). O

5.4 Ricciho a skalarni krivosti

Ricciho krivost (nebo tenzor) je tenzor Rc = (R;;) fadu 2 definovany piedpisem (kontrakce
ptes pruni a posledni index)
Rz‘j o= Rkijk .

Uzitim symetrii (d) a (a)-(b) vyse plati
Rij = ¢" Riijm = §"" Rjmri = ¢ Rnjix = Ryi ,
z ¢ehoz vidime, ze Ricciho kiivost je symetricky tenzor. Podobné
km km k k k
Rij = " Riijm = 9" Rikmj = Ry,"; = —Ry,"; = =Ry,

tudiz Ricciho kiivost jsme také mohli definovat jako kontrakei pies prostiedni indexy ¢i (az
na znaménko) jako kontrakei ptes prvni a tieti index nabo pies druhy a étvrty index. Naopak
kontrakce pres prvni dva indexy ¢i posledni dva indexy by daly pouze trividlni vysledek.

Skaldrni krivost je skalarni pole
o= 5",
tedy stopa Ricciho kiivosti, S = tr, Re.

Tvrzeni 5.8 (Kontrahovana Bianchiho identita).

div Re = 1VS (5.2)

2

neboli ve slozkdch

Diikaz. Diferencidlni Bianchiho identita (B.]) zni
Rijkim + Rijim:k + Rijmig = 0.
Piendsobenim ¢" (kontrakce ptes indexy i = [) dostaneme

l l [ _
lek im + le m;k + ijk;l =0 )
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coz je uzitim definice Ricciho ktivosti ekvivalentni rovnosti

R.

I

jkim T ij;k + ijk;l =0.

Pienasobenim ¢7* (kontrakce pies indexy j = k) nakonec dostaneme
S;m - ka;k - le;l =0.

Tato identita je ekvivalentni vztahu (5.2)). O

5.5 Einsteinova metrika

Definice 5.9. g je Einsteinova metrika <= Rc = \g, kde A je skalarni funkce.
Ve slozkéch to znamend R;; = Ag;j. Prendsobime-li tuto rovnost ¢7*, dostaneme S = An.
Vidime tedy, ze g je Einsteinova metrika tehdy a jen tehdy, pokud

S
Re = —9. (5.3)

Tvrzeni 5.10. Necht M je souvisld varieta s dim M > 3. Potom

g je Einsteinova metrika — S = const .

Diikaz. Kovariantni derivace vztahu (5.3]) ve slozkdch zni
1
Rijie = — S 9ij -

Ptendsobime-li tuto rovnost ¢/*, dostaneme

Uzitim kontrahované Bianchiho identity (Tvrzeni [£.8) mame

1 1
_S'i = _S'i7

2 n -’

odkud vidime, ze V.S = 0 na M, pokud n # 2. Ponévadz je M souvisla, dostdvame S = const

na M. O

Dikaz zfejmé funguje i pro n = 1; pro jednodimenziondlni variety je vsak pojem Ein-
steinovy metriky trividlni, ponévadz tenzor kiivosti (a tedy i Rc a S) je identicky roven
nule. Pro dvojdimenziondlni variety tvrzeni neplati, jak uvidime v nésledujici kapitolce (viz

Dusledek [6.10).
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6 Riemannovské podvariety

Cilem této kapitolky je jednak samotny koncept riemannovskych podvariet, avsak predevsim
kvantitativni interpretace tenzoru kiivosti.

6.1 Geometrie podvariet
Znaceni pro tuto kapitolku je nésledujici:

(M,§) riemannovskd varieta (ambientni prostor), dim M =: m,
(M,g) riemannovskd podvarieta, M C M, dim M =: n,
v: M — M injektivni vnofen, g:=1g.
Vnoteni ¢ je izometrické kvuli specidlnimu tvaru g. Predpokladame, ze vnofreni je injektivni,

abychom mohli mluvit o podvarieté. Bez Gjmy na obecnosti muzeme piedpokladat, ze se
jedné o vlozeni, jelikoz nés zajimaji pouze lokdlni vypocty (vnofeni je lokélné vlozeni).

Dale: _
TM = U TpM teény svazek nad M,
peM

TM = U T,M tetny svazek nad M,

peEM

TM|y = U T,M ambientni tecny svazek nad M.
peEM

V kazdém bodé p € M mame ortogonalni direktni soucet
T,M =T,M & (T,M)*, (6.1)

kde
(T,M)*+ =: N,M  je normdlovy prostor

v bodé p vzhledem ke skaldrnimu sou¢inu g na TpM . Nakonec zavedeme

NM = U N,M normdlovy svazek nad M.

peEM

Repér z nasledujiciho technického tvrzeni se nazyva adaptovany repér.

Lemma 6.1. Vp € M, 4 okoli U C M, (Er, ..., Ey) ortonormdlni repér na ﬂ,

YgeUNM, (Eil,,...,Ey,) je ortonormdini bdze pro T,M .

Diikaz. Dukaz je zalozen na faktu, ze pro libovolny bod p € M existuje okoli Uc Ma

soutadnice (tzv. slice coordinates) (z',...,2™) na U takové, Ze

UNM={z:z""'=...=2m =0} A (z}...,2") jsou lokdlni soufadnice pro M.
Nakonec staci aplikovat Gram—Schmidtuv ortogonaliza¢ni proces na soutradnicovy repér

(2, ...,22). O

oxl’ ) Hxm
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Disledek 6.2. (E, 1|y, ..., Enly) je ortonormdlni bdze pro N,M.

Mé&me rozklad

VX € T,M|y, X=X'Eil,+  +X"Ep|,+ X" E ]+ -+ X"Epl,,

TV TV
XTeT,M XLeN,M

a odpovidajici projektory
o i TM|y —TM a  wt:TM|y— NM.

Tedy X" =7"X a Xt =71tX.

6.2 Druha fundamentalni forma

Pro libovolng vektorova pole X, Y € T(M) existuji rozsiteni X,Y € T(M); pozdéji nebu-
deme rozsitené vektory vlnovkou obvykle odlisovat. Obdobné budeme stejnym symbolem
(X,Y) znagcit skaldrni soucin vzhledem k ¢ i g, ponévadz g je pouze restrikce g na TM.

Uzitim (6.0) mdme ortogonalni direktni rozklad
VxY = (VxY)T + (VxY)*, (6.2)

kde vsude by mély vystupovat ovlnkované vektory X,Y. Druhd komponenta v tomto roz-
kladu definuje druhou fundamentdlni formu

I T(M) x T(M) = NM) : {(X,Y) = (VxY)*}.

Je toto zobrazeni dobte definované (nezavisi na rozsiteni vektoru X,Y")? Prvni pozorovani
je, ze se jednd o symetrickou formu, tedy II(X,Y) = II(Y, X). Skutecné:

(X, Y)=I(Y,X)=(Vx¥ = VyX)' = [X,Y]* =0,

kde posledni rovnost plati diky tomu, ze vektory XY jsou tecné k M ve vSech bodech
variety M. Hodnota II(X,Y") zfejmé nezdvisi na rozsiteni vektoru X, ponévadz X — Vx
je superlokélni operdtor (V Y|, zavisi pouze na X, = X, viz Tvrzeni Z3). To, ze II(X,Y)
nezavisi rovnéz na rozsiteni vektoru Y plyne z predchoziho a ze symetrie II. Nakonec si
uvédomme, ze zobrazeni II je bilinedrni nad C*°(M); to je ziejmé pro prvni argument a pro
druhy to opét plyne ze symetrie.

(Co je prund fundamentdlni forma? Neni to rozhodné prvni ¢len rozkladu (6.2]), avsak stara
terminologie pro indukovanou metriku g : T(M) x T(M) — T(M).) Nyni se podivejme na
prvni ¢len rozkladu (6.2]).

Lemma 6.3. (@XY)T = VXY
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Diikaz. Definujme

VT T(M) x T(M) = T(M) : {(X,Y) — (VxY)"},
kde vektory X,Y vystupujici v (VxY)T by mély byt ovlnkované (libovolna rozsiteni do M).
Stejné jako pro tecnou konexi (viz kapitolka [B.1]) 1ze ukdzat, ze se jednd o konexi. Strategie

ditkazu spoéiva v tom, Ze se ukdze, ze V' je symetricks a kompatibiln{ s metrikou g. Potom
nezbytné V' = V z jednoznaénosti riemannovské konexe. O

Jako dusledek predchoziho lemmatu dostavame nésledujici vétu.

Véta 6.4 (Gaussova formule). VXY € T(M),
VxY =VxY +II(X,Y)

na M.

Druh4 fundamentéln{ forma je tedy mira rozdilu mezi vntin{ konex{ V a vnéjsi konexi V.
Ptiestoze je druha fundamentalni forma definovana skrze kovariantni derivace vektorovych
poli tecngch k M, 1ze ji rovnéz vyuzit k vypoctu kovariantnich derivaci normdalovijch vekto-
rovych poli.

Lemma 6.5 (Weingartenova rovnice). VX,Y € T(M), N € N(M),

na M.

Diikaz. Ponévadz (N,Y) = 0 identicky na M, mame

0=X(N,Y)
= (VxN,Y) + (N, VxY)
= (VxN,Y) 4+ (N, VxY + II(X,Y))
= (VxN,Y) + (N, II(X,Y)),

coz je ekvivalentni pozadované identité. O

Véta 6.6 (Gaussova rovnice). VX,Y, Z, W € T(M),

Rm(X,Y, Z,W) = Rm(X,Y, Z,W) — (I[(X, W), II(Y, Z)) + (I (X, Z), L (Y, W)) .

Dikaz. Rozsitme X,Y, Z, W libovolné na vektorova pole na M, jez jsou tecna k M v bo-
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dech M. Na M plati

Rm(X,Y, Z,W)
= (VxVyZ —VyVxZ —Vixy|Z, W)
= (Vx(VwZ+ (Y, 2)) - Vy(VxZ + (X, Z)) = (VixyZ + I([X.Y],2)), W)
=(Vx(VyZ+1(Y,2)) = Vy(VxZ + (X, Z)) — Vixy)Z, W)
= (VxVyZ, W)~ (II(Y, Z), 1(X,W))
—(VyVxZ, W)+ {I[(X,Z), (Y, WV))
—(Vixm 2, W)
= (VxVyZ,W) = (LY, Z),I(X,W))
—(VyVxZ W)+ {(II(X,Z),I(Y,W))
—(VixyZ, W)
= Rm(X,Y, Z,W) — (II(Y, Z), 1(X,W)) + { I[(X, Z), I1(Y,WV)),

kde druhd rovnost je Gaussova formule (Vétal6.6) a ¢tvrtd rovnost je Weingartenova rovnice
(Lemma [6.5) s volbou N :=1I(Y,Z) a N := II(X, Z). O

6.3 Krivost krivek

Necht vy : I — M je kiivka parametrizovana obloukem, t.j. || = 1. Definujeme (geodetickou)
kriwvost kiivky v coby funkci

k:=|Dyy|.

Vidime, ze k = 0 tehdy a jen tehdy, pokud 7 je geodetika. Kfivost x tedy méii deviaci
kiivky v od byti geodetikou. (Pokud M =R", k = |7”| je obvykla kiivost.)

Uvazujme nyni, jako vyse, ze M je podvarieta variety M. Potom m4 kiivka v dvé ktivosti:

kiivost # (wniting) - coby kiivky na M a kiivost & (vnéjsi) v coby kiivky na M. Vztah mezi
nimi je dan druhou fundamentalni formou.

Véta 6.7 (Gaussova formule pro kiivky). VV € T(v), V || M (& V je teéné k M),

DV =D,V +1I(y,V)

na M.

Diikaz. Uzitim adaptovaného ortonormélntho repéru (Ej, ..., E,,) muzeme psit V(t) =
V'i(t)E;, kde sumujeme pouze presi = 1,...,n (protoze V je paralelni k M). Potom z Gaus-
sovy formule (Véta[6.4) plyne

DV =V'E,+ V'V, E
— VB, + VIV, E+ V' I+, E,)
= DV +II(y,V),

coz jsme chtéli dokazat. O
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Pro specidlnf volbu V' := 7/ tedy dostdvdme nésledujici formulku pro zrychlenf libovolné
kiivky v na M C M: 3
Dy = Dy + I (v, 7).

7 toho dostavame hledany vztah

R = w24 | (7).

6.4 Nadplochy v eukleidovském prostoru
Podivejme se nyni na specialni piipad, kdy

M =R"!
tedy codim M = 1. V kazdém bodé p € M existuji pravé dva jednotkové normalové vektory.
Pokud je M orientovatelnd (coz muzeme bez jmy na obecnosti predpokladat, ponévadz
nas zajimaji pouze lokalni vlastnosti), muzeme pomoci orientace zvolit jednoznacné urcéené

hladké normalové vektorové pole

N e N(M)

(Ize volit N = +F, 1, kde (Ey,..., E,y1) je adaptovany ortonormalni repér). Tato jedno-
duchost normalového prostoru razantné zjednodusuje predchozi obecné definice a formulky.

V prvé fadé muzeme namisto vektorového pole Il uvazovat skaldrni druhou fundamentdlni
formu

h:T(M)xT(M)— C®(M):{(X,Y)— (I(X,Y),N)},

coz je symetricky tenzor fadu 2. V§imnéte si, Ze jind volba N zméni pouze znaménko h(X,Y).
Ponévadz NM = span N, plati

I(X,Y)=h(X,Y)N.

V lokalnich souradnicich mame

h = h;; dz'da’ hij = h (%, 55 ) .
Zvednutim jednoho indexu dostaneme tvarovy operdtor

s: T (M) xT(M) = C®(M), s= hij % ® da?, hij = g"*hy; .

Jako obvykle muzeme takovyto smiSeny tenzor ztotoznit s endomorfismem
§:T(M) = T(M), s(w, X) = w(sX),
kde X € T(M), w € T*(M). Plati
VX, Y e T(M), (3X,Y)=h(X,Y).

Endomorfismus § je tedy operdtor reprezentujici formu h. Ponévadz je h symetricka, je
operator s samosdruzeny. V lokalnich soutadnicich

0

ort’

S(X) = hi, X

kde X = X752

Obecné formulky odvozené vyse nabydou jednodussiho tvaru nize.
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e Gaussova formule
VxY =VxY +h(X,Y)N.

e Weingartenova rovnice (VxN,Y)=—h(X,Y)=—(3X,Y).

Z identity (VxN, N) = iVx|N|*> = 0 vidime, ze VxN || M, tudiz
VxN =-38X.
e (Gaussova rovnice
Rm(X,Y,Z, W) =h(X,W)h(Y,Z) — h(X, Z)h(Y,W). (6.3)

e Gaussova formule pro kiivky

7" =Dy + Wy, )N .

Odtud vidime, ze plati:

v je geodetika na M — Y N

Necht p € M. Ponévadz je operdtor § : T,M — T,M samosdruzeny, ma realné vlastni
hodnoty (hlavni kivosti),

o(8) ={k1,...,kn},

a odpovidajici vlastni vektory (hlavni sméry) Fy,..., E, splaujici $E; = k;F; pro i =
1,...,n (bez sumace na pravé strané) lze zvolit tak, ze tvori ortonormalni bézi na tetném
prostoru T,M. V této bazi mame nasledujici reprezentaci skaldrni druhé fundamentalni
formy

h(X,Y)=hX'E,YE;}) = i X'V 4+ 4+ 5, X"Y™.
Dulezité kombinace hlavnich ktivosti jsou nasledujict:

Gaussova krivost K :=dets=kKy...kKy,,

1 1
strednt krivost H = —tr§ = — (k1 + -+ Ky) .
n n

6.5 Plochy v trojdimenzionalnim eukleidovském prostoru

Podivejme se nyni na jesté specidlnéjsi pripad, kdy
M =T,

tedy n = dim M = 2.
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6.5.1 Interpretace hlavnich kiivosti

V tomto piipadé méame velice intuitivni interpretaci hlavnich smért a hlavnich kfivosti.
Uvazujme geodetiku y parametrizovanou obloukem na M, jez spliuje v(0) = p a 7/(0) =
X. Pocatecni vektor rychlosti muzeme ve dvou dimenzich vhodné parametrizovat uzitim
hlavnich sméru takto

X =cosO E; +sinf E, 0 €[0,2m).
Ponévadz 7" = h(v',7')N =: h[y/|N, v case t = 0 mame
+k(0) = (v, N) = h[cos 0 E; + sin 0 Fy] = ry cos® 0 + ko sin® 0 =: rky(0),

kde k(6) := |y"(0)| je eukleidovskd kiivost kiivky ~y coby kiivky v R? (znaménko + odpovida
situaci, kdy N,~" miii ve stejném sméru) a k() je normdlovd krivost. Ponévadz x/y(6) = 0
tehdy a jen tehdy, kdyz 6 = 0 nebo 6 = 7, vidime, Ze hlavni kiivosti i (0) = K1 a kn(5) = K2
jsou extrémy (minima a maxima) funkce 6 — ry(0).

Kfivost £y (#) muzeme rovnéz interpretovat jako znaménkovou kiivost kg rovinné kiivky s
v bodé p (t.j. ke := 572" — 12 ~s", pokud je 4 parametrizovand obloukem), jiz dostaneme
coby prusecik plochy M s rovinou kolmou k 7, M. Odtud vidime, Ze hlavni kiivosti 1, ko

jsou minima a maxima mezi v8emi kiivostmi ky takovychto pruseciku (viz Obrazek 6.1]).

Obrézek 6.1: Rezy rovinami, v nichz lezi zvoleny normélovy vektor n v bodé p, definuje

rodinu rovinnych kiivek 7y prochazejicich bodem p a zévisejicich na ihlovém parametru 6.

Hlavni kfivosti plochy Y jsou maximalni a minimdalni hodnota mezi kiivostmi této rodiny:
K1 = meax Ko, Ko 1= mein Kg -

6.5.2 Theorema Egregium

Pozorovant:
Hw— —H,

N— —-N > i —K; >
" " K K.

P1i volbé druhého normalového vektoru se tedy Gaussova kiivost nezmeéni (zatimco ostatni
kiivosti zméni znaménko). V kazdém piipadé je vsak Gaussova kiivost (stejné jako ostatni
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kiivosti) definovdna pomoci vnoteni M C R3, jednd se tudiz a priori o vn&jsi (extrinsic)
veli¢inu plochy M a neni sebemensi duvod predpokladat, ze by se mélo jednat o vnitini (in-
trinsic) velicinu variety (M, g). Avsak je tomu tak, jak zjistil Gauss v roce 1828, a prekvapilo
ho to natolik, ze vysledek nazval Theorema Egregium, coz bychom volné mohli prelozit jako
“naprosto uchvatnd véta”.

Véta 6.8 (Theorema Egregium). Necht M C R3? je dvojdimenziondlni podvarieta s induko-
vanou metrikou g. Potom Gaussova krivost K je izometricky invariant:

Vp € M, Vbdaze (X,Y) pro T,M,

K Bm(XYY,X)

= IXPIYE — (X,7) 6.4

Vyznam tvrzeni, ze K je izometricky invariant ¢i vnitini veli¢ina variety (M, g) vnotrené
do (R3,3), je, Ze nezdvisi na volbé izometrického vnoieni « : M — R3. Pfesnéji, pokud
t: M — R3 je vnoteni (M,g) do (R®,g) s g = t*ga ¢ : M — M’ je jakdkoli izometrie
(pfipomenime, ze g = ¢*¢'), pak / := top™t : M' — R3? je vnoieni (M’,g’) do (R?,gq)
g g/ — L/*g:

(R?, )

(M, g) > (M, g")

Skutecné,

*

Mg=(op ) g=¢ Mog=p g =¢"g =4

Véta iikd, ze Gaussova kiivost K variety M spoctend pomoci vnoreni ¢ a Gaussova
kiivost K’ variety M’ spoctend pomoci vnoreni ¢/ se rovnaji, K = K'.

Dikaz.

Specialni piipad: ‘ (X,Y) := (E4, E,) ortonormélni baze pro 1,M.

Potom z formulek

gij = 9(Ei, E;) = 645, hij == h(E;, E;) , B, = g"h,.;

7

dostavame

K = det 5 = det(h!)) = det(¢g'*) det(h,;) = det(h,;) .

Gaussova rovnice (6.3) implikuje

Rm(Ela E27 E27 El) = h(E17 El)h(E27 EZ) - h(E17 EQ)h(E27 El)
= h11h22 - h12h21

Zaroven |E1|2|E2|2 — <E1,E2>2 =1.

‘ Obecny ptipad: ‘ (X,Y) libovolnd béze pro T,M.
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Aplikaci Gram—Schmidtova procesu na (X,Y’) dostaneme ortonormdlni bézi (Fi, Ey) ve

tvaru % % . X)
Y (Y, —)— Y - ——X
P (i) e R
X ’Y_<Y7£>£’ ’}/_<Y,)§>X’
X[/ 1X] | X
Ze specialniho pripadu vyse dostavame
K= Rm(El,EQ,EQ,El)
(Y, X) (Y, X)
Rm (XY — XY — X, X
_ m( P R
B Y, X) |
X|? Y—< L X
| X] XP
B Rm (X,Y,Y, X)
Y, X)? (Y, X)?
X2 (Y2 Y, — 22
it (v S -2
_ Rm(X,Y)Y, X)
CXPIYP =, X)
kde jsme ve tfeti rovnosti vyuzili symetrii Rm(X, X,-,-) =0 = Rm(-,-, X, X). O

Motivovani Vétou [6.8] definujeme Gaussovu kiivost K pro libovolnou dvojdimenzionalni
riemannovskou varietu (M, g), jez nenf nezbytné vnorend v R*, pomoci formulky (6.4) v li-
bovolném lokalnim repéru. Nésledujici tvrzeni tika, ze tato Gaussova kiivost zcela urcuje
tenzor kiivosti a ze je nezavisla na volbé repéru.

Tvrzeni 6.9. Necht (M, g) je dvojdimenziondlni riemannovskd varieta. Potom

VX,Y,Z,W € T,M,

(i) Rm(X,Y,Z,W):K(<X,W><Y,Z>—(X,Z><Y,W>);
(ii) Re(X,Y) =K (X,Y);
(iii) S =2K

Diikaz. Jednd se o tenzory, tudiz staci pracovat s jakoukoli bazi. Necht (Ej, Fy) je ortonor-
méalni baze pro T, M.

ad (i)| Uvazujme koeficienty R;ji := Rm(E;, £}, Ey, E;). Potom

K = +Rip1 = +Roe

= _R1212 = _R2121 ;

kde prvni tadek je dusledkem Véty a druhy tadek plyne ze symetrii tenzoru kiivosti.
Zbyva si uvédomit, ze R;j = 0, pokud 7 = j nebo k = [.

ad (ii) | Pro Ricciho tenzor méame

Rij = Re(Ei, Ej) = Rijji + Raga.
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Odtud vidime, ze
Ry = Rone = K,

Ry =Ry =0
" “ * Ras = Rigon = K,

coz je ekvivalentni druhému vztahu.

ad (iii)| Nakonec

K 0
S:trch:tr(O K) =2K .

Ponévadz skalarni kiivost S je nezavisla na volbé repéru, to samé musi platit pro Gaussovu
kiivost K. U

Tvrzeni [6.9(ii) je ekvivalentni vztahu Re = Kg. Pro libovolnou dvojdimenzionalni rieman-
novskou varietu (M, g) je tudiz g vZdy Einsteinova metrika.

Dusledek 6.10. Necht (M, g) je riemannovskd varieta s dim M = 2. Potom g je Einstei-
nova metrika.

Avsak tento obecny fakt nezbytné neimplikuje (oproti vyssim dimenzim, viz Tvrzeni [5.10),
ze K je konstantni.

6.5.3 Praktické pocitani

Obratme se nakonec od abstraktnich vysledki k praktickym vypocetnim dovednostem.
Uvazujme lokalni parametrizaci

m:U— R?, m(U) Cc M 5 R3,

kde U C R? a p(U) C M jsou oteviené mnoziny. Uz vime (viz Piiklad [LG), Ze v soufadnicich
x := 71 o pro metriku variety M plati
g = gOéB dl‘adl’ﬁ s gOéB = aOéﬂ- o aﬁﬂ-’

kde nesprévné piseme 0,7 namisto (0,7) oz, coz je vsak obvykla identifikace. Pi ztotoznéni
T,R? = R? lze vektory dim a Oom chépat jako tecné vektory variety M. Normélovy vektor
N : M — T,R® 2R3 pak spoc¢teme pomoci vektorového soucinu

O X Oom 3
= —F—: U—=R
|01 X Oy -

jako N := v ox . Z Weingartenovy rovnice dostavame

_ a NZ 8LJ i i
h’aﬁ = — <V83(1N, L*w> = —527-%@ = _51']' (8alj ) ox (8571']) ox.

Obvyklou identifikaci (0,v) s (04v) © x tedy nakonec
h = hag dz®dz?, hop := —0av - OpTr .

7 téchto formulek pro metriku a skalarni druhou fundamentélni formu pak snadno spoc¢teme
hlavni kiivosti a Gaussovu a stiedni kiivost.
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Zkousku neudeéld ten, kdo nebude umét spocist kiivosti ploch na Obrazku [6.2.

valec paraboloid

hyperbolicky paraboloid opidi sedlo
2z =y? — 2? 2 =23 — 3zy?

Obrazek 6.2: Piiklady nejslavnéjsich ploch.
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7 Gaussova—Bonnetova véta

Nyni médme vSechny potiebné ingredience pro dikaz dulezitého lokalniho-globalniho tvrzeni
pro dvojdimenzionalni variety, jez davéa do souvislosti kiivost a topologii. Notoricky znaméa
tvrzeni, ze soucet vnitinich hlua trojuihelniku je roven m, ze obvod kruznice o poloméru R
je roven 2mR a ze integral krivosti jednoduché uzaviené kiivky je roven £2m, jsou pouze
velice specialni, eukleidovské dusledky.

7.1 Rovinna geometrie

Piedpoklddejme nejdifve, ze v : [a,b] — R? je hladkd kiivka parametrizovana obloukem.
Pfipomenime (¢i zavedme) nasledujici pojmy:

o v je jednoduchd <= 7| je injektivni.
e v je uzaviend <= 7y(a) =y(b).

e Tecny thel je spojité (ve skutecnosti hladké) zobrazeni 6 : [a,b] — R takové, ze
7' (t) = (cos O(t),sin 6(t))

a spliiujici normalizaci 0(a) € (—m, 7| (jez ho urcuje jednoznacné).

e Uhel rotace je cislo Rot(v) := 0(b) — 6(a). Pro uzavienou kiivku plati Rot(y) € 2nZ
a hodnota nezavisi na normalizaci 6(a).

Piedpoklddejme nyni, Ze v je pouze po édstech hladkd, t.j. v : [a,b] — R? je spojité zobrazen{
splinujici
ddéleni a=:aqp<a;<---<ap1<a,=:>, Vi=1,...,k,

Yai_1,a i€ hladka kiivka.

Jednostranné rychlosti definujeme jako vyse

7 (af) = lim ¥(t).

t—a;
Dalsi terminologie je nésledujici:

o Vnéjsi iihel v a; je orientovany thel g; € [—7, 7] z 7/ (a; ) do 7/(a]) takovy, ze

7

+1 & (v(a;),7(a}l)) je kladné orientovana baze v R?
Sgne; = . S L s
s —1 & (¥(a;),7(aj)) je zdporné orientovana baze v R?.
V piipadé, ze se nejednd o bazi (napt. cusp), znaménko dhlu neurcujeme, ponévadz
takovéto kiivky uvazovat nebudeme (viz nasledujici definice).

v je jednoducha, uzaviena a bez vnéjsich thla £,

® 7 Je kivg polygon jez je hranici omezené oteviené oblasti ) C R2.

Body 7(a;) nazyvame vrcholy a kiivky -

la;_1,0;] DAZYVame strany kiivého polygonu.

Rekneme, ze 7 je kladné orientovany, pokud € je vzdy nalevo od v (kfivka je parame-
trizovana proti sméru hodinovych ruécicek).
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e Tecny thel je zobrazeni 6 : [a,b] — R definované indukei nasledovné:

o t=a: 0(a) € (—m,7|;
o te€la,a): 6(t) deﬁnovano spojité jako vyse (v hladkém piipadé);
o t=ay: f(ay) = lim 0(t) + ¢y

t—a;

o t€lay,a): O(t) definovano spojité jako vyse (v hladkém piipadé);

o t=b=uag: 6(b):= lim O(t) + e .

t—a

e Uhel rotace Rot(7) := 0(b) — 0(a) € 20Z je definovany jako vyse.

Véta 7.1 (Umlaufsatz [Hopf 1935]). V kladné orientovany kiivy polygon v C R?,

Rot(y) = 2.

7.2 Gaussova—Bonnetova formule
Na dvojdimenziondlni varieté M uvazujme po ¢astech hladkou kiivku v : [a,b] — M, jez je
parametrizovand obloukem.

7 je hranici omezené prekompaktni oblasti 2 C M

® 7 Je krivg polygon. z(Q2) C R? je kifivy polygon jako vyse.
Zde z : U — R? je soufadnicova mapa takova, ze U D 7.

e Tecny thel je zobrazeni 6 : [a,b] — R takové, ze na ¢éastech, kde rychlost +' je spo-
jitd, 6 je jednoznacnd spojita volba tihlu od vektoru % k vektoru +/, plus skoky na
vrcholech jako vyse.

e Uhel rotace Rot(v) := 0(b) — 0(a) € 27Z je definovany jako vyge.

Vzhledem k roli vektoru % v definici tecného uhlu, neni vubec jasné, ze tihel rotace ma
jakykoli na soutadnicich nezavisly vyznam. Nasledujici tvrzeni vsak tika, ze tomu tak je.

Lemma 7.2. V kladné orientovany krivy polygon v C M,

Rot(y) = 2.

Dikaz. Mame k dispozici dva polygony a tomu odpovidajici uhly rotace spoctené vuci
ruznym metrikam:
QCM <+— Rotyly) €2nZ,

z(Q) CR* <+—  Roty(y) € 27Z.

Pro libovolny parametr s € [0, 1] definujme metriku

gs =359+ (1 —3s)g
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a ji odpovidajici thel rotace Rot,, (v) € 2nZ. Funkce

f(s):= % Rotg, (7)

tudiz nabyva pouze celociselnych hodnot. Jelikoz je spojitd v s, musi byt nezbytné kon-
stantni. Avsak f(0) =1 podle Véty [l O]

Na castech, kde ~ je hladka, existuje pravé jedno jednotkové vektorové pole N takové, ze
(7/(t), N(t)) je kladné orientovana ortonormélni baze tecného prostoru T ;)M pro vsechna
odpovidajici t. (N sméfuje dovnitt 2 pro kladné orientovany polygon.) V hladkych bodech
kiivky 7 definujeme znaménkovou (geodetickou) krivost predpisem

kn(t) == (Dry'(£), N(#)) -
(ky > 0, pokud se kladné orientovand ~ krouti smérem k €2.) Plati
VPP=1 = 2(Dy,¥)Y=0 = Dy 19

Tudiz mame Frenetuv vzorec
D' (t) = kn(t) N(t) .

Véta 7.3 (Gaussova-Bonnetova formule). Necht v je krivy polygon na orientované dvojdi-
menziondlni riemannovské varieté (M, g) a v je kladné orientovand coby hranice oteviené
prekompaktni oblasti €. Potom

k
/KdA+//{Nds+Zei:27T,
& g i=1

kde dA je riemannovsky objemovy element a s je délka oblouku.

Dikaz. Uzitim Lemmatu mame

k ko
277:25i+2/ 0'(t) dt .
i=1 i=1 v ai-1

Pro dukaz véty potiebujeme ddt do souvislosti #' s ky a K.

echt (z', %) jsou orientované souiadnice na oteviené mnoziné , 7. ikaci Gram—
Necht (a!, 22 t d t U D Q,v. Aplikaci G

Schmidtova ortogonalizaéniho procesu na souradnicovy repér (-2, -2;) dostaneme oriento-

BT 92
vany ortonormdlni repér (E;, Es) takovy, ze F; je kladny ndsobek a;fl' V hladkych bodech ¢
kiivky ¢t — 7(t) mame

7 (t) = cosO(t) Ey + sin0(t) By,

N(t) = —sin6(t) By + cos (1) Es (7.1)

Zderivovanim ~' dostaneme

Dy = —0'sin@ Ey + cos V., Ey + 0 sinf Ey +sin V., Ey
=0'N+cosOV,E; +sin0V., E,,
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kde pro jednoduchost vynechdvame zavislost na ¢ ve znaceni funkei. Z ortonormality (E7, F2)
zaroven dostavame, VX € TM,

0=Vx|Ei|*=2(VxE, E) — VxFE; = nasobek Ej,

0= Vx|E* =2(VxE,, Es) — VxFE, = nésobek E; ,

0= Vx (B, Ey) = (VxE, Ey) + (B, VxEy) = (F,VxEy) = —(VxE, Ey).
Definovanim funkcionélu (1-formy) w(X) := (F1, Vx Fs) plati vztahy

VxFE,=—-w(X)E,,
A (X) By (7.3)

VxFEy =w(X)E,

tudiz w zcela urcuje konexi na U.

Ze vztahu (1)), (C2) a (Z3]) dostavame
kv = (DY, N)
= (0'N,N) +cost (V. Ey,N)+sinf (V,Ey, N)
= 0" — cos 0 (w(y')F2, N) +sin 6 (w(y')Ey, N)
=0 — cos® Ow(v') —sin® Hw(v)
=0 —w(y).

/w:/KdA.
¥ Q

Ponévady fﬂ/w = |, dw diky Stokesové véte (okamzitée v piipadé hladké oblasti €2, obecné
nutno pouzit aproximaci), staci ukdzat dw = K dA, coz v8ak plyne z néasledujiciho vypoétu:

K dA(E,, Es)

=K

= Rm(E\, Es, By, EY)

= (Ve VB — Vi,Ve Ey — Vig, g, Es, Er)

= (Vi (w(E2)E) — Vi, (w(E1)Ey) — w([Ey, Es))Ey, Ey)

= <E1 (w(Ez))El +w(FE2)Ve By — Ey (w(El))El —w(E)VE,FEy —w([E1, Es)])Er, E1>

= F (w(EQ)) — Fy (w(El)) — w([En, Es))

= dw(E, Es) .

Zbyva tedy ukéazat

Zde prvni rovnost plati, protoze repér (E;, Es) je ortonormélni (viz kapitolka[LH), a posledni
rovnost je definice akce vnéjsi derivace dw (2-forma) na obecnou bézi (v souradnicové bézi
plati dobfe zndmy vztah (dw);; = diw; — O;w;). O

Rozmyslete si, ze na zacatku této kapitolky zminéné elementérni varianty pro kruznice a
trojihelniky plynou coby dusledek Véty [7.3

7.3 Globalizace skrze triangulaci

Necht M je (hladkd) kompaktni 2-varieta. (Hladkd) triangulace variety M je mmnoZzina
{Qz}f\fzf1 takova, ze
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kde Ny < oo a €Q; jsou kiivé trojuhelniky (kiivé polygony o tfech stranach) takové, ze
prisecik libovolného paru je bud prézdnd mnozina, nebo jeden vrchol, nebo jedna strana.
Triangulace vzdy existuje.

FEulerova charakteristika variety M je ¢islo
x(M) := N, — N.+ Ny,

kde

N, := pocet vrcholu (vertices),
N, := pocet stran (edges),
Ny := pocet trojuhelniku (faces).
Eulerova charakteristika je cisté topologicky invariant, jez nezavisi na triangulaci. Plati

X(S?) = 2 pro sféru, x(T?) = 0 pro torus a obecné x(M) = 2 — 2g pro orientovanou plochu
s g drzadly.

Nyni jsme v pozici dokézat tchvatné lokalni-globalni tvrzeni, jenz dava do souvislosti kiivost
a topologii.

Véta 7.4 (Gaussova-Bonnetova véta). Necht M je kompaktni, orientovand 2-varieta. Po-
tom

/MKdA = 21 y(M).

Dikaz. Méjme:

{Qi}izl,___,Nf triangulace ,
{7 }511231\@ hrany trojuhelnfki, ;1 Uy U vz = 08,
{0;;/=}, vnitini tihly trojihelniki .

Ponévadz vnéjsi tihel je roven 7 minus vnitini thel, aplikace Gaussovy-Bonnetovy formule
(Véta [[3]) na kazdy trojuhelnik a ptescitani ptes ¢ d4

Ny Ny 3 Ny 3 Ny
S [ KAt 3Y [ wdst I Ym0 =3 2w
i=1 Y% Yij i=1

i=1 j=1 i=1 j=1

N

-~

=0

Zde druhy ¢len vymizi, jelikoz v souctu vystupuje kazda strana trojuhelniku pravé dvakrat,
avsSak s opacnou orientaci. Mame tudiz

/ KdA+3aNp =YY 6, =21N;.
M

i=1 j=1
——
27 Ny

Zde dvojitd suma je skutecné rovna 27N, protoze kazdy uhel 0;; se v sumé vyskytuje prave



92 7. Gaussova—Bonnetova véta David Krejéitik

jednou a v kazdém vrcholu je soucet uhlu, jez se vrcholu dotykaji, roven 27. Mame tudiz

/ KdA =2nN, — Ny
M

= 27N, — 3wNy + 2Ny
= 27N, — 2w N, + 27Ny
=27 x(M).
Zde tteti rovnost plati diky vztahu
2N, = 3Ny,
kde na levé strané vystupuje pocet stran vcetné nasobnosti (kazdé strané odpovidaji pravée

dva trojuhelniky) a prava strana odréazi fakt, ze kazdy trojuhelnik mé prave tii strany. [

Vyznam Gaussovy—Bonnetovy véty je nedocenitelny. Zminime jen par ziejmych dusledk.
Pro stru¢nost zna¢me symbolem ~ relaci homeomorfismu dvou variet.

Dusledek 7.5.

(a) M~S* (g=0) = K >0 neékde;
b) M~T? (g=1) = K =0wvsude V (K >0 neékde N K <0 nékde);
(c) jind topologie (g>2) =— K <0 nékde.

Dusledek 7.6.
(a) K>0 = M ~ §? (g=0);

(b) K<0 = g>1.

Jeden z hlavnich cili moderni riemannovské geometrie je zobecnéni Gaussovy—Bonnetovy
véty (a jejich topologickych dusledku) do vyssich dimenzi.
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