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1
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1 Regulárńı operátor

Domáćı úloha 4

Necht’ A ∈ L (V). Necht’ existuje právě jeden operátor B ∈ L (V) takový, že AB = I nebo BA = I.
Potom A je regulárńı.

Necht’ existuje právě jeden operátor B ∈ L (V) takový, že (B je pravá inverze A)

AB = I.

Potom
A(BA+B − I) = A(BA) +AB −A = (AB)A +AB −A = IA+ I −A = I.

Tedy AB′ = I, kde B′ := BA+B − I. Poněvadž předpokládáme, že pravá inverze k A je jedinečná, plat́ı

BA+B − I = B,

z čehož plyne, že (B je levá inverze A)
BA = I.

Tud́ıž B je pravou i levou inverźı k A, z čehož plyne, že A je invertibilńı a A−1 = B. Avšak invertibilita je
ekvivalentńı s bijektivitou, pomoćı ńıž se definuje regularita.

Důkaz v př́ıpadě, kdy existuje jednoznačně určená levá inverze k A, je analogický.
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2 Duálńı báze

Cvičeńı 2

Je ϕ ∈ P#?
ϕ(x) := x(2).

ANO.

∀α ∈ C, x1, x2 ∈ P,
ϕ(x1 + x2) = (x1 + x2)(2) = x1(2) + x2(2) = ϕ(x1) + ϕ(x2), (aditivita)

ϕ(αx1) = (αx1)(2) = αx1(2) = αϕ(x1). (homogenita)

Cvičeńı 7

Necht’ ϕ ∈ P
#
2 . X := (x1, x2) a Y := (y1, y2) jsou báze P2, kde

∀t ∈ C, x1(t) := 1 + t, x2(t) := 1− t, y1(t) := 1− 2t, y2(t) := 3 + 2t.

Necht’ (ϕ)X# = ( 12 ). Najděte (ϕ)Y# .

Užit́ım standardńı báze E := (e0, e1) plat́ı

x1 := e0 + e1, x2 := e0 − e1, y1 := e0 − 2e1, y2 := 3e0 + 2e1.

Z posledńıch dvou vztah̊u vyjádř́ıme

e0 =
y1 + y2

4
a e1 = −3y1 − y2

8

a dosad́ıme do prvńıch dvou

x1 = −y1 + 3y2
8

a x2 = −5y1 + y2
8

.

Užit́ım linearity pak dostáváme

1 = ϕ(x1) = −ϕ(y1) + 3ϕ(y2)

8
a 2 = ϕ(x2) = −5ϕ(y1) + ϕ(y2)

8
,

odkud spoč́ıtáme

ϕ(y1) =
5

2
a ϕ(y2) =

7

2
.

Tedy (ϕ)Y# = 1
2 (

5
7 ).

Cvičeńı 9

Necht’ ϕ1, ϕ2, ϕ3, ϕ4 ∈ P#. Pro každé x ∈ P plat́ı

ϕ1(x) := x(1)− x(0), ϕ2(x) := x(2), ϕ3(x) := 2x(1)− 3x(2), ϕ4(x) := 2x(0) + x(1) + 4x(2).

Jsou ϕ1, ϕ2, ϕ3, ϕ4 LN?

NE.

ϕ1, ϕ2, ϕ3, ϕ4 jsou LN tehdy a jen tehdy, pokud nekonečné vektory (ϕ1)E# , (ϕ2)E# , (ϕ3)E# , (ϕ4)E# jsou LN,
kde E := (e0, e1, e2, . . . ) je standardńı báze, tedy

e0(t) := 1, e1(t) := t, e2(t) := t2, . . .
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Užit́ım definičńıch vztah̊u dostáváme

(ϕ1)E# =










0
1
1
1
...










, (ϕ2)E# =










1
21

22

23

...










, (ϕ3)E# =










−1
2− 3 21

2− 3 22

2− 3 23

...










, (ϕ4)E# =










7
1 + 4 21

1 + 4 22

1 + 4 23

...










.

Jak bývá zvykem pro ověřováńı LN/LZ, vezmeme libovolnou lineárńı kombinaci těchto vektor̊u a polož́ıme
ji rovnou nule; to vede na následuj́ıćı nekonečnou soustavu rovnic

α2− α3+ 7α4 = 0 ,

α1+ 2kα2+ (2− 3 2k)α3+ (1 + 4 2k)α4 = 0 , (k ≥ 1)

kde α1, α2, α3, α4 ∈ C jsou neznámé. Zaj́ımá nás, jestli tato homogenńı soustava má pouze triviálńı řešeńı
(LN), či existuje i netriviálńı řešeńı (LZ).

Z prvńı rovnice vyjádř́ıme α2 = α3 − 7α4 a dosad́ıme do ostatńıch rovnic, č́ımž obdrž́ıme nekonečnou
soustavu rovnic o třech neznámých α1, α3, α4:

α1+ 2 (1− 2k)α3+ (1− 3 2k)α4 = 0 . (k ≥ 1)

Problém jsme tedy redukovali na LN/LZ nekonečných vektor̊u

v1 :=








1
1
1
...








, v3 :=








2 (1− 21)
2 (1− 22)
2 (1− 23)

...








, v4 :=








1− 3 21

1− 3 22

1− 3 23

...








.

Ovšem tyto vektory jsou zřejmě LZ, poněvadž 3v3 − 2v4 = 4v1. Tud́ıž i ϕ1, ϕ2, ϕ3, ϕ4 jsou LZ (netriviálńı
kombinace: α1 = 4, α2 = −17, α3 = −3, α4 = 2).

Cvičeńı 11

Necht’ ϕ1, ϕ2 ∈ R3#.

ϕ1(x) := x1 − x2, (ϕ2)B# =
(

1
1
−1

)

,

kde x =
(

x1
x2
x3

)

a B = (b1, b2, b3) :=
((

1
1
1

)

,
(

1
1
0

)

,
(

1
0
1

))

. Najděte bázi pr̊uniku jader funkcionál̊u.

Existuj́ı č́ısla α1, α2, α3 ∈ R taková, že ϕ2(x) = α1x1 + α2x2 + α3x3. Ze vztah̊u

ϕ2(b1) = 1 = α1+ α2+ α3,

ϕ2(b2) = 1 = α1+ α2 ,

ϕ2(b3) = −1 = α1+ + α3,

zjist́ıme, že α1 = −1, α2 = 2 a α3 = 0. Tedy ϕ2(x) = −x1 + 2x2.

ϕ1(x) = 0 tehdy a jen tehdy, pokud x1 = x2; tedy

kerϕ1 =









1
1
0



 ,





0
0
1









λ

.

ϕ2(x) = 0 tehdy a jen tehdy, pokud x1 = 2x2; tedy

kerϕ1 =









2
1
0



 ,





0
0
1









λ

.

Odtud vid́ıme, že

kerϕ1 ∩ kerϕ2 =









0
0
1









λ

.
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3 Inverzńı matice a operátor

Domáćı úloha 5

Necht’ A ∈ Tn,n je regulárńı. Jak se změńı matice A−1 , jestliže v matici A:
(a) zaměńıme i-tý a j-tý řádek,
(b) i-tý řádek vynásob́ıme č́ıslem α ∈ T, α 6= 0,
(c) k i-tému řádku přičteme libovolný násobek j-tého řádku (i 6= j)?

Strategie d̊ukazu pro matici libovolného stupně n je psát

A =






a1
...
an




 a A−1 = (b1 . . . bn),

kde aj znač́ı j-tý řádek matice A a bk znač́ı k-tý sloupec matice A−1. Potom

AA−1 =






a1b
1 . . . a1b

n

...
. . .

...
anb

1 . . . anb
n




 = (ajb

k)j,k=1,...,n

a podmı́nka na inverzi zńı ajb
k = δjk pro všechna j, k = 1, . . . , n. Necht’ Ã znač́ı transformovanou matici a

obdobně vlnovkou značme odpov́ıdaj́ıćı transformované objekty.

ad (a)

ÃÃ−1 =
















a1
...
aj
...
ai
...
an
















(b1 . . . b̃i . . . b̃j . . . bn) =

i j

i

j

















a1b
1 . . . a1b̃

i . . . a1b̃
j . . . a1b

n

...
...

...
...

ajb
1 . . . aj b̃

i . . . aj b̃
j . . . ajb

n

...
...

...
...

aib
1 . . . aib̃

i . . . aib̃
j . . . aib

n

...
...

...
...

anb
1 . . . anb̃

i . . . anb̃
j . . . anb

n

















.

Zde jsme ovlnkovali pouze ty koeficienty inverzńı matice Ã−1, u nichž neńı a priori jasné, jak maj́ı vypadat
(ostatńı podmı́nku na inverzi zřejmě splňuj́ı). Odtud je vidět, že podmı́nku na inverzi ÃÃ−1 = I splńıme,
pokud

b̃i := bj a b̃j := bi.

Tedy matice Ã−1 bude mı́t prohozený i-tý a j-tý sloupec.

ad (b)

ÃÃ−1 =











a1
...

αai
...
an











(b1 . . . b̃i . . . bn) =

i

i











a1b
1 . . . a1b̃

i . . . a1b
n

...
...

...

αaib
1 . . . αaib̃

i . . . αaib
n

...
...

...

anb
1 . . . anb̃

i . . . anb
n











.

Odtud je vidět, že podmı́nku na inverzi ÃÃ−1 = I splńıme, pokud

b̃i := α−1bi.

Tedy matice Ã−1 bude mı́t i-tý sloupec vydělený č́ıslem α.
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ad (c)

ÃÃ−1 =
















a1
...

ai + αaj
...
aj
...
an
















(b1 . . . bi . . . bj . . . bn)

=

i j

i

j

















a1b
1 . . . a1b

i . . . a1b̃
j . . . a1b

n

...
...

...
...

(ai + αaj)b
1 . . . (ai + αaj)b

i . . . (ai + αaj)b̃
j . . . (ai + αaj)b

n

...
...

...
...

ajb
1 . . . ajb

i . . . aj b̃
j . . . ajb

n

...
...

...
...

anb
1 . . . anb

i . . . anb̃
j . . . anb

n

















.

Odtud je vidět, že podmı́nku na inverzi ÃÃ−1 = I splńıme, pokud

b̃j := −αbi + bj .

Tedy j-tý sloupec matice Ã−1 bude součet j-tého sloupce matice A−1 a −α násobku i-tého sloupce ma-
tice A−1.

Domáćı úloha 5

Necht’ M je množina matic z Rn,n ve tvaru

A :=












a b b . . . b b
b a b . . . b b
b b a . . . b b
...

...
...

. . .
...

...
b b b . . . a b
b b b . . . b a












, kde a, b ∈ R
n.

(a) Pro jaké parametry jsou matice z M regulárńı?
(b) Ukažte, že pro regulárńı matici A z M je také A−1 z M .

Předved’me elegantńı (tud́ıž spektrálńı) řešeńı. Uvažujme na Rn lineárně nezávislé vektory

u1 :=












−1
1
0
0
...
0












, u2 :=












−1
0
1
0
...
0












, . . . , un−1 :=












−1
0
0
0
...
1












, un :=












1
1
1
1
...
1












.

Potom

Au1 = (a− b)u1, Au2 = (a− b)u2, . . . , Aun−1 = (a− b)un−1, Aun = [a+ (n− 1)b]un.

Tedy
σ(A) = {a− b, a+ (n− 1)b},

kde násobnost vlastńı hodnoty a− b je n− 1 a násobnost vlastńı hodnoty a+ (n− 1)b je 1.
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ad (a)

Matice A je regulárńı tehdy a jen tehdy, pokud má všechny vlastńı hodnoty r̊uzné od nuly. Tedy podmı́nka
na regularitu zńı

a 6= b ∧ a+ (n− 1)b 6= 0. (3.1)

ad (b)

Matice A je diagonalizovatelná:

A = QDQ−1, D :=








a− b 0
. . .

a− b

0 a+ (n− 1)b








, Q := (u1, . . . , un),

kde matice přechodu Q nezáviśı na parametrech a, b. Potom

A−1 = QD−1Q−1, D−1 :=









1
a−b 0

. . .
1

a−b

0 1
a+(n−1)b









.

Stač́ı tedy ukázat, že pro a, b ∈ R splňuj́ıćı (3.1) existuj́ı a′, b′ ∈ R splňuj́ıćı

a′ − b′ =
1

a− b
a a′ + (n− 1)b′ =

1

a+ (n− 1)b
.

Avšak tato soustava má právě jedno řešeńı, poněvadž

∣
∣
∣
∣

1 −1
1 n− 1

∣
∣
∣
∣
= n 6= 0.
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4 Permutace a determinant

4.1 Permutace

Cvičeńı 2

Necht’ π ∈ S7

π := (2, 3, 6, 7, 1, 4, 5).

Pozor, jde o zápis pomoćı cyklu, tedy π(2) = 3, π(3) = 6, π(6) = 7, π(7) = 1, π(1) = 4, π(4) = 5,
π(5) = 2. Dokažte, že π259 = id.

Stač́ı si uvědomit, že pro permutaci π zapsanou pomoćı cyklu o n prvćıch plat́ı πn = id. Vı́me, že π(2) = 3,
což je prvńı č́ıslo napravo od 2. Dále pak π2(2) = π(3) = 6, tedy druhé č́ıslo napravo od 2, atd. Vid́ıme
tedy, že π7(2) = 2, a obdobně pro ostatńı č́ısla. Jelikož je č́ıslo 259 dělitelné č́ıslem 7, plat́ı π259 = id.

4.2 Determinant

Cvičeńı 1

Rozhodněte, zda jde o člen determinantu matice A řádu 6.
(a) A42A64A11A53A26A65,
(b) A11A42A53A64A35A26.

ad (a)

Člen odpov́ıdá relaci 4 7→ 2, 6 7→ 4, 1 7→ 1, 5 7→ 3, 2 7→ 6, 6 7→ 5, což neńı ani zobrazeńı, tud́ıž se nejedná
o člen determinantu.

ad (b)

Výraz odpov́ıdá permutaci, kterou můžeme zapsat jako složeńı transpozic následovně:

(
1 2 3 4 5 6
1 6 5 2 3 4

)

= τ35 ◦ τ24 ◦ τ64.

Jedná se tedy o lichou permutaci a člen determinantu j́ı odpov́ıdaj́ıćı by před sebou měl mı́t znaménko
mı́nus. Nejedná se tedy o člen determinantu.

Cvičeńı 2

Pro jaké i, k jde o člen determinantu matice A řádu 7?

−A22A3kA76A13A57A4iA65.

Výraz odpov́ıdá permutaci pro (i, k) ∈ {(1, 4), (4, 1)}. Nyńı postupně zjist́ıme jej́ı znaménko.

• i = 1, k = 4
(
1 2 3 4 5 6 7
3 2 4 1 7 5 6

)

= τ41 ◦ τ34 ◦ τ65 ◦ τ67.

Znaménko je tedy (−1)4 = 1 a výraz neńı členem determinantu.
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• i = 4, k = 1
(
1 2 3 4 5 6 7
3 2 1 4 7 5 6

)

= τ31 ◦ τ65 ◦ τ67.

Znaménko je (−1)3 = −1 a výraz v tomto př́ıpadě je členem determinantu.

Cvičeńı 3

Určete, jaké znaménko má v determinantu A řádu n součin prvk̊u
(a) na hlavńı diagonále,
(b) na vedleǰśı diagonále.

ad (a)

Jedná se o člen, který odpov́ıdá identické permutaci, proto je znaménko 1.

ad (b)

Jedná se o člen, který odpov́ıdá permutaci (tzv. symetrická permutace)

(
1 2 3 . . . n− 2 n− 1 n
n n− 1 n− 2 . . . 3 2 1

)

.

Každá uspořádaná dvojice č́ısel i, j ∈ n̂, i < j tvoř́ı inverzi. Počet takovýchto dvojic je 1
2n(n−1) a dostáváme

znaménko (−1)
1
2n(n−1).

Cvičeńı 4

Rozložte polynom p na kořenové činitele bez výpočtu determinantu.

p(x) :=

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

1 2 3 . . . n− 1 n
x 2 3 . . . n− 1 n
1 x 3 . . . n− 1 n
...

...
...

. . .
...

...
1 2 3 . . . x n

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

.

Pomoćı výpočtu

Plat́ı

p(x) =

n
︷ ︸︸ ︷
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

1 2 3 . . . n− 1 n
x− 1 0 0 . . . 0 0
0 x− 2 0 . . . 0 0
...

...
...

. . .
...

...
0 0 0 . . . x− (n− 1) 0

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

= n(−1)1+n

n−1
︷ ︸︸ ︷
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

x− 1 0 0 . . . 0
0 x− 2 0 . . . 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 . . . x− (n− 1)

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

= n(−1)1+n(x− 1)(x− 2) . . . (x − (n− 1)) ,

kde prvńı rovnost dostaneme odečteńım prvńıho řádku od všech ostatńıch a druhá rovnost je rozvoj podle
posledńıho sloupce.
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Bez pomoci výpočtu

p(x) je z definice determinantu polynomem n−1 stupně. Čı́sla 1, 2 až n−1 jsou jeho kořeny, nebot’ dosazeńım
libovolného z nich za x dostáváme determinant s dvěma stejnými řádky, který je roven 0. Můžeme tedy psát

p(x) = C(x− 1)(x− 2) . . . (x − (n− 1)),

kde C je konstanta která odpov́ıdá koeficientu u nejvyšš́ı mocniny x. Člen determinantu, který odpov́ıdá
této mocnině, je (až na znaménko) A21A32A43 . . .Ann−1A1n = nxn, kde Aij znač́ı prvky matice ze zadáńı.
Permutaci odpov́ıdaj́ıćı tomuto členu můžeme zapsat následovně

(
1 2 3 4 . . . n
n 1 2 3 . . . n− 1

)

.

Vid́ıme, že inverze tvoř́ı všechny uspořádané dvojice typu (1, k), k ∈ {2, 3, 4, . . . , n}. Znaménko permutace
je tedy (−1)n−1 a plat́ı

p(x) = (−1)n−1n(x− 1)(x− 2) . . . (x− (n− 1)).

Cvičeńı 5

Čemu se rovná determinant ∣
∣
∣
∣
∣
∣

a1 b1 a1x+ b1y + c1
a2 b2 a2x+ b2y + c2
a3 b3 a3x+ b3y + c3

∣
∣
∣
∣
∣
∣

?

S použit́ım Věty 2.21, konkrétně bod̊u 1., 4. a 5. (nebo faktu, že determinant jako funkce sloupc̊u je multi-
lineárńı antisymetrická forma), můžeme psát:

∣
∣
∣
∣
∣
∣

a1 b1 a1x+ b1y + c1
a2 b2 a2x+ b2y + c2
a3 b3 a3x+ b3y + c3

∣
∣
∣
∣
∣
∣

= x

∣
∣
∣
∣
∣
∣

a1 b1 a1
a2 b2 a2
a3 b3 a3

∣
∣
∣
∣
∣
∣

+ y

∣
∣
∣
∣
∣
∣

a1 b1 b1
a2 b2 b2
a3 b3 b3

∣
∣
∣
∣
∣
∣

+

∣
∣
∣
∣
∣
∣

a1 b1 c1
a2 b2 c2
a3 b3 c3

∣
∣
∣
∣
∣
∣

=

∣
∣
∣
∣
∣
∣

a1 b1 c1
a2 b2 c2
a3 b3 c3

∣
∣
∣
∣
∣
∣

.

Cvičeńı 6

Spočtěte následuj́ıćı determinant opakovaným rozvojem podle řádku či sloupce.

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

x a b 0 c
0 y 0 0 d
0 e y 0 f
g h k u l
0 0 0 0 v

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

,

kde všechny prvky matice jsou komplexńı č́ısla.

Rozvojem podle např. podle posledńıho řádku a poté posledńıho sloupce dostaneme determinant matice
3× 3, který snadno spoč́ıtáme např. Sarrusovým pravidlem nebo opět rozvojem:

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

x a b 0 c
0 y 0 0 d
0 e y 0 f
g h k u l
0 0 0 0 v

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

= v

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

x a b 0
0 y 0 0
0 e y 0
g h k u

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

= vu

∣
∣
∣
∣
∣
∣

x a b
0 y 0
0 e y

∣
∣
∣
∣
∣
∣

= vuxy2.

5
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Cvičeńı 7

Vypočtěte
(a)

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

1 1 1 1 . . . 1 1
1 0 1 1 . . . 1 1
1 1 0 1 . . . 1 1
...

...
...

. . .
...

...
1 1 1 1 . . . 1 0

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

,

(b)
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

x y y y . . . y y
y x y y . . . y y
y y x y . . . y y
...

...
...

. . .
...

...
y y y y . . . y x

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

, x, y ∈ C,

(c)
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

0 1 1 1 . . . 1 1
1 0 x x . . . x x
1 x 0 x . . . x x
...

...
...

. . .
...

...
1 x x x . . . x 0

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

x ∈ C.

ad (a)

Od každého řádku kromě prvńıho odečteme prvńı řádek a dostaneme determinant matice v horńım stupňovitém
tvaru, který se rovná součinu prvk̊u na diagonále:

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

1 1 1 . . . 1 1
1 0 1 . . . 1 1
1 1 0 . . . 1 1
...

...
...

...
...

1 1 1 . . . 0 1
1 1 1 . . . 1 0

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

=

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

1 1 1 . . . 1 1
0 −1 0 . . . 0 0
0 0 −1 . . . 0 0
...

...
...

...
...

0 0 0 . . . −1 0
0 0 0 . . . 0 −1

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

︸ ︷︷ ︸

n×n

= (−1)n−1.

ad (b)

Nejprve od každého řádku kromě posledńıho odečteme následuj́ıćı řádek a v daľśım kroku ke každému
sloupci kromě prvńıho přičteme předchoźı sloupec. Obdrž́ıme determinant matice v dolńım stupňovitém
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tvaru, který se opět rovná součinu prvk̊u na diagonále:

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

x y y . . . y y
y x y . . . y y
y y x . . . y y
...

...
...

...
...

y y y . . . x y
y y y . . . y x

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

=

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

x− y y − x 0 . . . 0 0
0 x− y y − x . . . 0 0
0 0 x− y . . . 0 0
...

...
...

...
...

0 0 0 . . . x− y y − x
y y y . . . y x

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

︸ ︷︷ ︸

n×n

=

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

x− y 0 0 . . . 0 0
0 x− y 0 . . . 0 0
0 0 x− y . . . 0 0
...

...
...

...
...

0 0 0 . . . x− y 0
y 2y 3y . . . (n− 1)y (n− 1)y + x

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

= (x− y)n−1[(n− 1)y + x].

ad (c)

Pro x = 0 nebo n = 1 je determinant roven 0 a pro n = 2 je roven −1. Dále pro x 6= 0 a n > 2 odečteme x
násobek prvńıho řádku od každého řádku kromě prvńıho a poté přičteme 1

x násobek každého sloupce kromě
prvńıho k prvńımu sloupci. Dostaneme opět determinant horńı trojúhelńıkové matice:

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

0 1 1 . . . 1 1
1 0 x . . . x x
1 x 0 . . . x x
...

...
...

...
...

1 x x . . . 0 x
1 x x . . . x 0

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

=

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

0 1 1 . . . 1 1
1 −x 0 . . . 0 0
1 0 −x . . . 0 0
...

...
...

...
...

1 0 0 . . . −x 0
1 0 0 . . . 0 −x

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

︸ ︷︷ ︸

n×n

=

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

n−1
x 1 1 . . . 1 1
0 −x 0 . . . 0 0
0 0 −x . . . 0 0
...

...
...

...
...

0 0 0 . . . −x 0
0 0 0 . . . 0 −x

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

= (1− n)(−x)n−2.

Cvičeńı 8

Spočtěte determinant
(a) pomoćı faktu, že jde o n-lineárńı formu,
(b) rozložeńım př́ıslušné matice na součin dvou matic.

Dn :=

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

a1 + b1 a1 + b2 . . . a1 + bn
a2 + b1 a2 + b2 . . . a2 + bn

...
...

. . .
...

an + b1 an + b2 . . . an + bn

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

.

Pro n = 1 plat́ı D1 = a1 + b1 a pro n = 2 plat́ı

D2 =

∣
∣
∣
∣

a1 + b1 a1 + b2
a2 + b1 a2 + b2

∣
∣
∣
∣
= (a1 − a2)(b2 − b1).

Pro n ≥ 3 tvrd́ıme, že Dn = 0.
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ad (a)

Dn =

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

a1 b2 b3 . . . bn
a2 b2 b3 . . . bn
...

...
...

. . .
...

an b2 b3 . . . bn

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

+

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

b1 a1 b3 . . . bn
b1 a2 b3 . . . bn
...

...
...

. . .
...

b1 an b3 . . . bn

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

+ · · ·+

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

b1 b2 b3 . . . a1
b1 b2 b3 . . . a2
...

...
...

. . .
...

b1 b2 b3 . . . an

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

= b2b3 . . . bn

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

a1 1 1 . . . 1
a2 1 1 . . . 1
...

...
...

. . .
...

an 1 1 . . . 1

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

︸ ︷︷ ︸

=0

+b1b3 . . . bn

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

1 a1 1 . . . 1
1 a2 1 . . . 1
...

...
...

. . .
...

1 an 1 . . . 1

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

︸ ︷︷ ︸

=0

+ · · ·+ b1b3 . . . bn−1

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

1 1 1 . . . a1
1 1 1 . . . a2
...

...
...

. . .
...

1 1 1 . . . an

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

︸ ︷︷ ︸

=0

= 0,

pokud n ≥ 3 (determinanty maj́ı n− 1 stejných sloupc̊u).

ad (b)










a1 + b1 a1 + b2 a1 + b3 . . . a1 + bn
a2 + b1 a2 + b2 a2 + b3 . . . a2 + bn
a3 + b1 a3 + b2 a3 + b3 . . . a3 + bn

...
...

. . .
...

an + b1 an + b2 an + b3 . . . an + bn










=










a1 1 0 . . . 0
a2 1 0 . . . 0
a3 1 0 . . . 0
...

...
...

. . .
...

an 1 0 . . . 0










︸ ︷︷ ︸

=:An










1 1 1 . . . 1
b1 b2 b3 . . . bn
0 0 0 . . . 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 . . . 0










︸ ︷︷ ︸

=:Bn

,

kde detAn = 0 = detBn, jakmile n ≥ 3 (matice An má n − 2 nulových sloupc̊u a matice Bn má n − 2
nulových řádk̊u).
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5 Determinant

Pro libovolnou matici A = (ajk)j,k=1,...,n definujme kofaktorovou matici cof A = (ajk)j,k=1,...,n vztahy
(j, k = 1, . . . , n)

ajk := (−1)j+k detAjk ,

kde Ajk znač́ı matici, jež dostaneme z matice A vyškrtnut́ım j-tého řádku a k-tého sloupce. Pokud je A
regulárńı, můžeme inverzńı matici spoč́ıst ze vztahu

A−1 =
1

detA
(cof A)T . (5.1)

Připomeňme, že A je regulárńı tehdy a jen tehdy, pokud detA 6= 0.

Necht’ b ∈ Cn je libovolný (sloupcový) vektor. Užit́ım definice determinantu přes rozvoj podle j-tého řádku,
dostáváme ze vztahu (5.1) Cramerovo pravidlo

A−1b =
det(Aj ; b)

detA
, (5.2)

kde (Aj ; b) je matice, kterou dostaneme z matice A nahrazeńım j-tého řádku (řádkovým) vektorem bT .
Poněvadž det(Aj ; b) = det(Aj ; b)

T , lze v čitateli (5.2) uvažovat determinant matice, kterou dostaneme
z matice A nahrazeńım j-tého sloupce (sloupcovým) vektorem b.

Cvičeńı 1

Necht’ A :=





1 2 3
2 3 1
3 2 1



 .

(a) Najděte [A−1]13 a [A−1]31 pomoćı matice adjungované.

(b) Vyřešte soustavu Ax = b pomoćı Cramerova pravidla, je-li b :=





6
6
6



 .

ad (a)

Potřebujeme určit determinant detA = −12 a koeficienty kofaktorové matice

a31 = (−1)3+1 detA31 = det

(
2 3
3 1

)

= −7,

a13 = (−1)1+3 detA13 = det

(
2 3
3 2

)

= −5.

Ze vztahu (5.1) dostáváme

[A−1]13 =
a31

detA
=

7

12
a [A−1]31 =

a31

detA
=

5

12
.

ad (b)

Poněvadž detA 6= 0, soustava Ax = b má právě jedno řešeńı x = A−1b. Užit́ım

det(A1; b)
T = det





6 2 3
6 3 1
6 2 1



 = −12,

det(A2; b)
T = det





1 6 3
2 6 1
3 6 1



 = −12,

det(A3; b)
T = det





1 2 6
2 3 6
3 2 6



− 12,
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a připomenut́ım, že detA = −12, dostáváme ze vztahu (5.2) řešeńı

x =





1
1
1



 .

Cvičeńı 2

Určete hodnost matice pomoćı subdeterminant̊u.

A :=





1 2 1 0
2 −1 1 1
2 −1 0 1



 .

Podle obecného tvrzeńı h(A) = k, kde k je stupeň submatice, jej́ıž determinant je nenulový a všechny ostatńı
submatice vyšš́ıho stupně maj́ı nulové determinanty. A priori v́ıme, že h(A) ≤ min{3, 4} = 3. Začněme tedy
výpočtem determinant̊u submatic stupně 3:

det





2 1 0
−1 1 1
−1 0 1



 = 2, det





1 1 0
2 1 1
2 0 1



 = 1, det





1 2 0
2 −1 1
2 −1 1



 = 0, det





1 2 1
2 −1 1
2 −1 0



 = 5.

Alespoň jeden z těchto determinant̊u je nenulový, tud́ıž h(A) = 3. (V praxi bychom skončili po výpočtu
prvńıho, který už je nenulový.)

Cvičeńı 2’

Určete hodnost matice pomoćı subdeterminant̊u.

A :=





3 2 1 −1
0 −1 1 2
−1 −1 0 1



 .

Opět a priori v́ıme, že h(A) ≤ min{3, 4} = 3. Začněme tedy výpočtem determinant̊u submatic stupně 3:

det





2 1 −1
−1 1 2
−1 0 1



 = 0, det





3 1 −1
0 1 2
−1 0 1



 = 0, det





3 2 −1
0 −1 2
−1 −1 1



 = 0, det





3 2 1
0 −1 1
−1 −1 0



 = 5.

Všechny tyto determinanty jsou nulové, tud́ıž h(A) < 3. V tuto chv́ıli už je zřejmé, že h(A) = 2, jelikož
matice má zřejmě dva sloupce lineárně nezávislé. Ověřme to nicméně i výpočtem determinant̊u submatic
stupně 2. Stač́ı vźıt hned prvńı submatici, jej́ıž determinant už je nenulový:

det

(
3 2
0 −1

)

= −3.

Cvičeńı 3

Vı́te-li, že 23 děĺı beze zbytku č́ısla 253, 529, 391, dokažte bez výpočtu determinantu, že je také dělitelný
beze zbytku č́ıslem 23. ∣

∣
∣
∣
∣
∣

2 5 3
5 2 9
3 9 1

∣
∣
∣
∣
∣
∣

.
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Trik je už́ıt toho, že determinant se nezměńı, pokud k libovolnému řádku (nebo sloupci) přičteme lineárńı
kombinaci ostatńıch řádk̊u (nebo sloupc̊u). Tedy

∣
∣
∣
∣
∣
∣

2 5 3
5 2 9
3 9 1

∣
∣
∣
∣
∣
∣

=

∣
∣
∣
∣
∣
∣

2 5 3
5 2 9

3 + 5× 10 + 2× 100 9 + 2× 10 + 5× 100 1 + 9× 10 + 3× 100

∣
∣
∣
∣
∣
∣

=

∣
∣
∣
∣
∣
∣

2 5 3
5 2 9
253 529 391

∣
∣
∣
∣
∣
∣

= 23

∣
∣
∣
∣
∣
∣

2 5 3
5 2 9
252
23

529
23

391
23

∣
∣
∣
∣
∣
∣

.

Posledńı rovnost využ́ıvá vlastnosti, že je-li libovolný řádek (nebo sloupec) determinantu vynásoben li-
bovolným č́ıslem, lze toto č́ıslo vytknout před determinant (determinant se chová jako lineárńı zobrazeńı
vzhledem k libovolnému řádku či sloupci). Poněvadž zlomky na posledńım řádku jsou celá č́ısla, dostáváme
požadované tvrzeńı.

Cvičeńı 4

Vı́te-li, že a, b, c jsou kořeny polynomu x3 + px+ q, dokažte, že

∣
∣
∣
∣
∣
∣

a b c
b c a
c a b

∣
∣
∣
∣
∣
∣

= 0.

V prvńı řadě si uvědomme, že pokud a, b, c jsou kořeny polynomu x3 + px+ q, pak

x3 + px+ q = (x− a)(x− b)(x− c) = x3 − (a+ b+ c)x2 + (ab+ ac+ bc)x− abc

pro všechna x ∈ C. Z tohoto vztahu speciálně dostáváme, že a+ b+ c = 0. Potom

∣
∣
∣
∣
∣
∣

a b c
b c a
c a b

∣
∣
∣
∣
∣
∣

=

∣
∣
∣
∣
∣
∣

a+ b+ c b c
b+ c+ a c a
c+ a+ b a b

∣
∣
∣
∣
∣
∣

=

∣
∣
∣
∣
∣
∣

0 b c
0 c a
0 a b

∣
∣
∣
∣
∣
∣

= 0,

kde prvńı rovnost využ́ıvá obecné vlastnosti, že determinant se nezměńı, pokud k libovolnému sloupci
přičteme lineárńı kombinaci ostatńıch sloupc̊u.

Cvičeńı 5

Spočtěte detD, kde D ∈ L (Pn) je operátor derivováńı.

Připomeňme, že Dp := p′, kde p ∈ Pn. Podle definice detD = detBD, kde B je libovolná báze prostoru Pn.
Zvolme standardńı bázi E = (e0, e1, . . . , en−1), kde ek je monom stupně k. Potom

De0 = 0 =0e0 + 0e1 + 0e2 + · · ·+ 0ek−1 + · · ·+ 0en−2 + 0en−1,

De1 = e0 =1e0 + 0e1 + 0e2 + · · ·+ 0ek−1 + · · ·+ 0en−2 + 0en−1,

De2 = 2e1 =0e0 + 2e1 + 0e2 + · · ·+ 0ek−1 + · · ·+ 0en−2 + 0en−1,

De3 = 3e2 =0e0 + 0e1 + 3e2 + · · ·+ 0ek−1 + · · ·+ 0en−2 + 0en−1,

...

Dek = kek−1 =0e0 + 0e1 + 0e2 + · · ·+ kek−1 + · · ·+ 0en−2 + 0en−1,

...

Den−1 = (n− 1)en−2 =0e0 + 0e1 + 0e2 + · · ·+ 0ek−1 + · · ·+ (n− 1)en−2 + 0en−1.
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Tedy

ED =












0 1 0 0 . . . 0 0
0 0 2 0 . . . 0 0
0 0 0 3 . . . 0 0
...

. . .
...

0 0 0 0 . . . 0 n− 1
0 0 0 0 . . . 0 0












.

Jelikož má matice jeden sloupec (řádek) nulový, plat́ı detD = det ED = 0.

Cvičeńı 6

Jak se změńı determinant matice n-tého řádu s komplexńımi prvky, pokud
(a) naṕı̌seme řádky v opačném pořad́ı,
(b) naṕı̌seme sloupce v opačném pořad́ı,
(c) překloṕıme matici podle hlavńı diagonály,
(d) překloṕıme matici podle vedleǰśı diagonály,
(e) zrcadĺıme prvky matice podle středu,
(f) každý prvek vynásob́ıme č́ıslem α 6= 0,
(g) každý prvek Aij vynásob́ıme αi−j , α 6= 0,
(h) od každého řádku kromě posledńıho odečteme následuj́ıćı řádek a od posledńıho odečteme p̊uvodńı

prvńı řádek,
(i) ke každému sloupci (poč́ınaje posledńım a konče druhým) přičteme předcházej́ıćı a k prvńımu

sloupci přičteme p̊uvodńı posledńı sloupec,
(j) každý prvek matice nahrad́ıme č́ıslem komplexně sdruženým.

Značme p̊uvodńı matici A = (ajk)j,k=1,...,n a transformovanou matici Ã. Dále uvažujme j-tý řádek matice A
jako řádkový vektor aj := (aj1, . . . , ajn) a k-tý sloupec matice A jako sloupcový vektor ak := (a1k, . . . , ank)

T .

ad (a)

det Ã = (−1)
n(n−1)

2 detA , poněvadž

det Ã = det












an
an−1

an−2

...
a2
a1












= (−1)n−1 det












a1
an

an−1

...
a3
a2












= (−1)n−1(−1)n−2 det












a1
a2
an
...
a5
a4












= · · · = (−1)n−1(−1)n−2 . . . (−1)n−(n−1)












a1
a2
a3
...

an−1

an












= (−1)1+2+···+(n−2)+(n−1) detA

a stač́ı použ́ıt formulku pro součet aritmetické posloupnosti.

Alternativně můžeme psát

det Ã =

{

(−1)
n

2 detA ⇔ n sudé,

(−1)
n−1
2 detA ⇔ n liché,

což se dostane alternativńım řešeńım, kdy se prohod́ı prvńı a posledńı řádek matice Ã, psk druhý a
předposledńı, etc.
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ad (b)

det Ã = (−1)
n(n−1)

2 detA , poněvadž vztah detA = detAT převede problém na předchoźı př́ıpad.

ad (c)

det Ã = detA , poněvadž Ã = AT a plat́ı detA = detAT .

ad (d)

det Ã = detA , poněvadž transformaci (d) lze chápat jako složeńı předchoźıch transformaćı (a), (b) a (c),

schematicky (d)=(c)◦(b)◦(a), tud́ıž

det Ã = (−1)
n(n−1)

2 (−1)
n(n−1)

2 detAT = (−1)n(n−1) detA = detA,

kde posledńı rovnost plat́ı, jelikož n(n− 1) je vždy sudé č́ıslo.

ad (e)

det Ã = detA , poněvadž transformaci (e) lze chápat jako složeńı předchoźıch transformaćı (c) a (d), sche-

maticky (e)=(d)◦(c), a obě transformace determinant neměńı.

ad (f)

det Ã = αn detA , poněvadž

det Ã = det










αa1
αa2
...

αan−1

αan










= α . . . α
︸ ︷︷ ︸

n-krát

detA.

ad (g)

det Ã = detA , poněvadž

det Ã =
∑

π

(−1)sgnπ α1−π(1)a1π(1) α
2−π(2)a2π(2) . . . α

n−π(n)anπ(n)

=
∑

π

(−1)sgnπ α1+2···+n−[π(1)+π(2)+···+π(n)] a1π(1) a2π(2) . . . anπ(n)

=
∑

π

(−1)sgnπ a1π(1) a2π(2) . . . anπ(n)

= detA,

kde předposledńı rovnost využ́ıvá bijektivitu π, d́ıky ńıž π(1) + π(2) + · · ·+ π(n) = 1 + 2 + · · ·+ n.
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ad (h)

det Ã = 0 , poněvadž

det Ã = det














a1 − a2
a2 − a3
a3 − a4

...
an−2 − an−1

an−1 − an
an − a1














= det














(a1 − a2) + (a2 − a3) + · · ·+ (an−1 − an) + (an − a1)
a2 − a3
a3 − a4

...
an−2 − an−1

an−1 − an
an − a1














= det














0
a2 − a3
a3 − a4

...
an−2 − an−1

an−1 − an
an − a1














= 0,

kde v druhé rovnosti jsme k prvńımu řádku přičetli všechny ostatńı řádky.

ad (i)

det Ã = [1 + (−1)n−1] detA , poněvadž

det Ã = det
(
a1 + an a2 + a1 a3 + a2 . . . an−1 + an−2 an + an−1

)

= det
(
a1 a2 + a1 a3 + a2 . . . an−1 + an−2 an + an−1

)

+ det
(
an a2 + a1 a3 + a2 . . . an−1 + an−2 an + an−1

)

= det
(
a1 a2 a3 . . . an−1 an

)

+ det
(
an a1 a2 . . . an−2 an−1

)

= detA

+ det
(
an a1 a2 . . . an−2 an−1

)

= detA

+ (−1)n−1 detA.

ad (j)

det Ã = detA .

Cvičeńı 7

Spočtěte determinant

Dn :=

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

0 a a . . . a
b 0 a . . . a
b b 0 . . . a
...

...
...

. . .
...

b b b . . . 0

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

.

Pokud a = 0 nebo b = 0 nebo n = 1, pak Dn = 0. Pokud n = 2, pak D2 = −ab. Předpokládejme nadále, že
a 6= 0 a b 6= 0 a n ≥ 3.
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Učiňme následuj́ıćı úpravy

Dn :=

n
︷ ︸︸ ︷
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

0 a a . . . a a
b 0 a . . . a a
b b 0 . . . a a
...

...
...

. . .
...

...
b b b . . . 0 a
b b b . . . b 0

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

=

n
︷ ︸︸ ︷
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

−b a 0 . . . 0 0
0 −b a . . . 0 0
0 0 −b . . . 0 0
...

...
...

. . .
...

...
0 0 0 . . . −b a
b b b . . . b 0

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

= −a

n−1
︷ ︸︸ ︷
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

−b a 0 . . . 0 0
0 −b a . . . 0 0
0 0 −b . . . 0 0
...

...
...

. . .
...

...
0 0 0 . . . −b a
b b b . . . b b

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

︸ ︷︷ ︸

=:In−1

,

kde jsme v prvńı rovnosti od každého řádku kromě posledńıho odečetli následuj́ıćı a v druhé rovnosti jsme
učinili rozvoj podle posledńıho sloupce. V determinantu In−1 učiňme rozvoj podle prvńıho sloupce:

In−1 = −b

n−2
︷ ︸︸ ︷
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

−b a . . . 0 0
0 −b . . . 0 0
...

...
. . .

...
...

0 0 . . . −b a
b b . . . b b

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

︸ ︷︷ ︸

=In−2

+(−1)n b

n−2
︷ ︸︸ ︷
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

a 0 . . . 0 0
−b a . . . 0 0
...

...
. . .

...
...

0 0 . . . a 0
0 0 . . . −b a

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

︸ ︷︷ ︸

=an−2

.

Dostáváme tedy rekurentńı vztah

In−1 = −b In−2 + (−1)n b an−2 = −b In−2 + b (−a)n−2.

Pro prvńı člen plat́ı

I2 =

∣
∣
∣
∣

−b a
b b

∣
∣
∣
∣
= −b (a+ b),

zat́ımco daľśı členy splňuj́ı

I3 + bI2 = b (−a)2, | · (−b)n−4

I4 + bI3 = b (−a)3, | · (−b)n−5

...
...

In−3 + bIn−4 = b (−a)n−4, | · (−b)2

In−2 + bIn−3 = b (−a)n−3, | · (−b)

In−1 + bIn−2 = b (−a)n−2.

Proved’me naznačené přenásobeńı a výsledné identity sečtěme:

In−1 + (−b)n−4bI2 = b
[

(−a)n−2 + (−a)n−3(−b) + (−a)n−4(−b)2 + · · ·+ (−a)3(−b)n−5 + (−a)2(−b)n−4
]

.

Užit́ım vztahu pro I2 dostáváme

In−1 = b
[

(−a)n−2 + (−a)n−3(−b) + (−a)n−4(−b)2

+ · · ·+ (−a)3(−b)n−5 + (−a)2(−b)n−4 + (−a)(−b)n−3 + (−b)n−2
]

= b

n−2∑

j=0

(−a)n−2−j(−b)j = b (−1)n−2
n−2∑

j=0

an−2−jbj

= b (−1)n−2 an−1 − bn−1

a− b
.

Konečný výsledek (pro libovolná č́ısla a, b a n ≥ 1) tedy zńı

Dn = ab (−1)n−1 an−1 − bn−1

a− b
.
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Cvičeńı 8

Necht’ (Dn)
∞
n=1 je komplexńı posloupnost vyhovuj́ıćı rekurentńımu vztahu Dn = pDn−1 + qDn−2 pro

každé n ≥ 3, kde p, q ∈ C a p 6= 0 ∨ q 6= 0. Potom plat́ı:
(a) Pro q = 0 je Dn = pn−2D2 pro n ≥ 3.
(b) Pro q 6= 0 označme λ1, λ2 kořeny rovnice x2 = px+ q.

(i) Pro λ1 6= λ2 je Dn = c1λ
n
1 + c2λ

n
2 pro n ≥ 1, kde c1, c2 jsou konstanty jednoznačně určené

členy D1 a D2.
(ii) Pro λ1 = λ2 je Dn = (c1 + nc2)λ

n
1 pro n ≥ 1, kde c1, c2 jsou konstanty jednoznačně určené

členy D1 a D2.

ad (a)

Z rekurentńıho vztahu dostáváme

Dn = pDn−1 = ppDn−2 = · · · = pp . . . p
︸ ︷︷ ︸

k-krát

Dn−k = pkDn−k

pro všechna 0 ≤ k ≤ n− 2. Dokazovaný vztah plyne speciálńı volbou k = n− 2.

ad (b), (i)

Postupujme indukćı.

Pro n = 3 rekurentńı vztah ř́ıká, že D3 = pD2 + qD1. Zároveň, užit́ım rovnice, kterou λ1, λ2 splňuj́ı,

c1λ
3
1 + c2λ

3
2 = c1λ1(pλ1 + q) + c2λ2(pλ2 + q)

= p(c1λ
2
1 + c2λ

2
2) + q(c1λ1 + c2λ2).

Tedy požadovaná rovnost plyne, pokud lze zvolit konstanty c1, c2 tak, aby

D2 = c1λ
2
1 + c2λ

2
2 a D1 = c1λ1 + c2λ2. (5.3)

To lze, poněvadž (Cramerovo pravidlo)

det

(
λ1 λ2

λ2
1 λ2

2

)

= λ1λ
2
2 − λ2

1λ2 = λ1λ2(λ2 − λ1) 6= 0,

kde nerovnost plat́ı d́ıky tomu, že předpokládáme, že λ1 6= λ2, a zároveň rovnice x2 = px+ q nemá nulové
kořeny za našeho předpokladu q 6= 0. Vztahy (5.3) ukazuj́ı, že platnost dokazovaného vztahu lze skutečně
rozš́ı̌rit i pro n = 1, 2.

Předpokládejme, že vztah Dn = c1λ
n
1 + c2λ

n
2 plat́ı pro libovolné n ≥ 3.

Dokažme jeho platnost pro n+ 1:

Dn+1 = pDn + qDn−1

= p(c1λ
n
1 + c2λ

n
2 ) + q(c1λ

n−1
1 + c2λ

n−1
2 )

= c1λ
n−1
1 (pλ1 + q) + c2λ

n−1
2 (pλ2 + q)

= c1λ
n+1
1 + c2λ

n+1
2 ,

kde jsme v posledńı rovnosti užili rovnice, kterou λ1, λ2 splňuj́ı.

ad (b), (ii)

Nejdř́ıve ze všeho si uvědomme, že podmı́nka, že rovnice x2 = px+ q má stejné kořeny, implikuje

p2 = −4q a λ1 =
p

2
= λ2.
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Tedy daný rekurentńı vztah nyńı zńı (n ≥ 3)

Dn = pDn−1 −
p2

4
Dn−2, (5.4)

kde p 6= 0, a dokazovaný vztah zńı (n ≥ 1)

Dn = (c1 + nc2)
(p

2

)n

. (5.5)

Dále postupujme indukćı.

Určeme konstanty c1, c2 jednoznačně požadavkem, aby formulka (5.5) platila pro n = 1, 2, tedy

D1 = (c1 + c2)
p

2
,

D2 = (c1 + 2c2)
(p

2

)2

,
(5.6)

(pro ověřeńı, že to jde, lze opět využ́ıt Cramerovo pravidlo). Jako prvńı indukčńı krok je potřeba ukázat,
že formulka (5.5) plat́ı i pro n = 3. Z rekurentńıho vztahu (5.4) a užit́ım (5.6) dostáváme

D3 = pD2 −
p2

4
D1

= p

[

(c1 + 2c2)
(p

2

)2
]

− p2

4

[

(c1 + c2)
p

2

]

= [2(c1 + 2c2)− (c1 + c2)]
(p

2

)3

= (c1 + 3c2)
(p

2

)3

,

což bylo dokázati.

Předpokládejme nyńı, že vztah (5.5) plat́ı pro libovolné n ≥ 3.

Dokažme jeho platnost pro n+ 1:

Dn+1 = pDn − p2

4
Dn−1

= p(c1 + nc2)
(p

2

)n

− p2

4
(c1 + (n− 1)c2)

(p

2

)n−1

= [2(c1 + nc2)− (c1 + (n− 1)c2)]
(p

2

)n+1

= (c1 + (n+ 1)c2)
(p

2

)n+1

,

což bylo dokázati.

Cvičeńı 9

Pomoćı předchoźıho př́ıkladu spočtěte
(a)

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

2 1 0 . . . 0
1 2 1 . . . 0
0 1 2 . . . 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 . . . 2

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

.

(b)
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

α+ β αβ 0 . . . 0 0
2 α+ β αβ . . . 0 0
0 1 α+ β . . . 0 0
...

...
...

. . .
...

...
0 0 0 . . . α+ β αβ
0 0 0 . . . 1 α+ β

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

,

kde α 6= 0 ∨ β 6= 0.
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ad (a)

Označme hledaný determinant symbolem Dn, kde n je stupeň matice, jej́ıž determinant poč́ıtáme. Snadno
spočteme, že

D1 = 2 a D2 =

∣
∣
∣
∣

2 1
1 2

∣
∣
∣
∣
= 3.

Pro n ≥ 3 rozvoj podle prvńıho řádku dává

Dn =

n
︷ ︸︸ ︷∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

2 1 0 0 . . . 0
1 2 1 0 . . . 0
0 1 2 1 . . . 0
0 0 1 2 . . . 0
...

...
...

...
. . .

...
0 0 0 0 . . . 2

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

= 2

n−1
︷ ︸︸ ︷
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

2 1 0 . . . 0
1 2 1 . . . 0
0 1 2 . . . 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 . . . 2

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

−

n−1
︷ ︸︸ ︷
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

1 1 0 . . . 0
0 2 1 . . . 0
0 1 2 . . . 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 . . . 2

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

= 2Dn−1 −Dn−2,

kde druhá rovnost plyne rozvojem podle prvńıho sloupce v druhém determinantu. Jsme tedy v situaci
předchoźıho př́ıkladu s p = 2 a q = −1. Rovnice x2 = px + q má jeden dvojnásobný kořen 1, jsme tedy
v situaci (b), (ii) předchoźıho př́ıkladu. Řešeńım soustavy (5.6) je c1, c2 = 1, tud́ıž (n ≥ 1)

Dn = 1 + n.

ad (b)

Označme hledaný determinant symbolem D̃n, kde n je stupeň matice, jej́ıž determinant poč́ıtáme. Snadno
spočteme, že

D̃1 = α+ β a D̃2 =

∣
∣
∣
∣

α+ β αβ
2 α+ β

∣
∣
∣
∣
= α2 + β2.

Pro n ≥ 3 rozvoj podle prvńıho sloupce dává

D̃n =

n
︷ ︸︸ ︷∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

α+ β αβ 0 0 . . . 0 0
2 α+ β αβ 0 . . . 0 0
0 1 α+ β αβ . . . 0 0
0 0 1 α+ β . . . 0 0
...

...
...

...
. . .

...
...

0 0 0 0 . . . α+ β αβ
0 0 0 0 . . . 1 α+ β

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

= (α+ β)

n−1
︷ ︸︸ ︷∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

α+ β αβ 0 . . . 0 0
1 α+ β αβ . . . 0 0
0 1 α+ β . . . 0 0
...

...
...

. . .
...

...
0 0 0 . . . α+ β αβ
0 0 0 . . . 1 α+ β

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

︸ ︷︷ ︸

=:Dn−1

−2

n−1
︷ ︸︸ ︷∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

αβ 0 0 . . . 0 0
1 α+ β αβ . . . 0 0
0 1 α+ β . . . 0 0
...

...
...

. . .
...

...
0 0 0 . . . α+ β αβ
0 0 0 . . . 1 α+ β

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

= (α+ β)Dn−1 − 2αβDn−2,

kde posledńı rovnost plyne rozvojem podle prvńıho řádku v druhém determinantu na druhém řádku. Pro
spočteńı hledaného determinantu D̃n stač́ı tedy znát determinant Dn.

Ten však, postupem jako pro D̃n, splňuje rekurentńı vztah (n ≥ 3)

Dn = (α+ β)Dn−1 − αβDn−2
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s

D1 = α+ β a D2 =

∣
∣
∣
∣

α+ β αβ
2 α+ β

∣
∣
∣
∣
= α2 + β2 + αβ.

Jsme tedy v situaci předchoźıho př́ıkladu s p = α+ β a q = −αβ. Rovnice x2 = px+ q má kořeny

λ± :=
α+ β ± |α− β|

2
.

α = 0 ∨ β = 0. Pak Dn = (α+ β)n−2D2 = (α+ β)n−2(α2 + β2 + αβ).

α 6= 0 ∧ β 6= 0 ∧ α 6= β. Pak Dn = c1λ
n
+ + c2λ

n
−, kde konstanty c1, c2 jsou jednoznačně určeny rovni-

cemi (5.3).

α 6= 0 ∧ β 6= 0 ∧ α = β. Pak Dn = (c1 + nc2)λ
n
+, kde konstanty c1, c2 jsou jednoznačně určeny rovni-

cemi (5.6).
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Domáćı úloha 1

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

1 2 3 · · · n− 1 n
2 3 4 · · · n 1
3 4 5 · · · 1 2
...

...
...

. . .
...

...
n 1 2 · · · n− 3 n− 1

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

.

Poč́ınaje posledńım řádkem, konče druhým, od každého řádku odečtěte řádek nad ńım. Poté, poč́ınaje
druhým řádkem, konče předposledńım, od každého řádku odečtěte řádek pod ńım. Nakonec, poč́ınaje
předposledńım sloupcem, konče prvńım, ke každému sloupci přičtěte sloupec napravo. Rozvojem podle
prvńıho sloupce, kde je nyńı pouze jediné nenulové č́ıslo, a přerovnáńım řádk̊u se problém redukuje na
determinant dolńı trojúhelńıkové matice.

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

1 2 3 · · · n− 2 n− 1 n
2 3 4 · · · n− 1 n 1
3 4 5 · · · n 1 2
...

...
...

...
...

...
n− 2 n− 1 n · · · n− 5 n− 4 n− 3
n− 1 n 1 · · · n− 4 n− 3 n− 2
n 1 2 · · · n− 3 n− 2 n− 1

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

=

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

1 2 3 · · · n− 2 n− 1 n
1 1 1 · · · 1 1 1− n
1 1 1 · · · 1 1− n 1
...

...
...

...
...

...
1 1 1 · · · 1 1 1
1 1 1− n · · · 1 1 1
1 1− n 1 · · · 1 1 1

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

=

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

1 2 3 · · · n− 2 n− 1 n
0 0 0 · · · 0 n −n
0 0 0 · · · n −n 0
...

...
...

...
...

...
0 0 n · · · 0 0 0
0 n −n · · · 0 0 0
1 1− n 1 · · · 1 1 1

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

=

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

n(n+1)
2

n(n+1)
2 − 1 n(n+1)

2 − 3 · · · 3n− 3 2n− 1 n
0 0 0 · · · 0 0 −n
0 0 0 · · · 0 −n 0
...

...
...

...
...

...
0 0 0 · · · 0 0 0
0 0 −n · · · 0 0 0
0 −1 n− 2 · · · 3 2 1

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

=
n(n+ 1)

2

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

0 0 · · · 0 0 −n
0 0 · · · 0 −n 0
...

...
...

...
...

0 0 · · · 0 0 0
0 −n · · · 0 0 0
−1 n− 2 · · · 3 2 1

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

︸ ︷︷ ︸

n−1×n−1

= (−1)
n(n−1)

2
(n+ 1)nn−1

2
.
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Domáćı úloha 2

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

cos(α1 − β1) cos(α1 − β2) · · · cos(α1 − βn)
cos(α2 − β1) cos(α2 − β2) · · · cos(α2 − βn)

...
...

. . .
...

cos(αn − β1) cos(αn − β2) · · · cos(αn − βn)

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

, kde αi, βi ∈ R pro každé i ∈ n̂.

Použijte vzorec pro cosinus rozd́ılu dvou úhl̊u

cos(αi − βj) = cosαi cosβj + sinαi sinβj

a matici vyjádřete jako součin dvou matic, kde prvńı má nenulové pouze prvńı dva sloupce a druhá má
nenulové pouze prvńı dva řádky.

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

cos(α1 − β1) cos(α1 − β2) · · · cos(α1 − βn)
cos(α2 − β1) cos(α2 − β2) · · · cos(α2 − βn)

...
...

...
cos(αn − β1) cos(αn − β2) · · · cos(αn − βn)

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

=

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

cosα1 sinα1 0 · · · 0
cosα2 sinα2 0 · · · 0

...
...

...
...

cosαn sinαn 0 · · · 0

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

cosβ1 cosβ2 cosβ3 · · · cosβn

sinβ1 sinβ2 sinβ3 · · · sinβn

...
...

...
...

0 0 0 · · · 0

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

=







0 ⇔ n > 2,

(cosα1 sinα2 − cosα2 sinα1)(cosβ1 sinβ2 − cosβ2 sinβ1) = sin(α2 − α1) sin(β2 − β1) ⇔ n = 2,

cos(α1 − β1) ⇔ n = 1.

Domáćı úloha 3

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

2
x

1
x2 0 0 · · · 0 0

1 2
x

1
x2 0 · · · 0 0

0 1 2
x

1
x2 · · · 0 0

...
...

...
...

. . .
...

...

0 0 0 0 · · · 2
x

1
x2

0 0 0 0 · · · 1 2
x

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

, kde x 6= 0.

Nejprve k-tý sloupec vynásobte xk−1. Vznikne matice, kde je v každém řádku stejná mocnina x. Tuto
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z každého řádku vytkněte a výsledná matice je právě ta z př́ıkladu 9(a) tohoto cvičeńı.

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

2
x

1
x2 0 · · · 0 0

1 2
x

1
x2 · · · 0 0

0 1 2
x · · · 0 0

...
...

...
...

...
0 0 0 · · · 2

x
1
x2

0 0 0 · · · 1 2
x

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

= x−n(n−1)
2

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

2
x

1
x 0 · · · 0 0

1 2 1 · · · 0 0
0 x 2x · · · 0 0
...

...
...

...
...

0 0 0 · · · 2xn−3 xn−3

0 0 0 · · · xn−2 2xn−2

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

= x−n(n−1)
2 x

(n−2)(n−1)
2

1

x

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

2 1 0 · · · 0 0
1 2 1 · · · 0 0
0 1 2 · · · 0 0
...

...
...

...
...

0 0 0 · · · 2 1
0 0 0 · · · 1 2

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

︸ ︷︷ ︸

=1+n

= x−n(1 + n).

Domáćı úloha 4

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

(2n− 1)n (2n− 2)n · · · nn (2n)n

(2n− 1)n−1 (2n− 2)n−1 · · · nn−1 (2n)n−1

...
...

. . .
...

...
2n− 1 2n− 2 · · · n 2n

1 1 · · · 1 1

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

.

Posledńı sloupec přehod’te na prvńı mı́sto a řádky napǐste v opačném pořad́ı. Až na transpozici dostanete
Vandermond̊uv determinant (viz Úkol 2.47 ze skript).

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

(2n− 1)n (2n− 2)n · · · nn (2n)n

(2n− 1)n−1 (2n− 2)n−1 · · · nn−1 (2n)n−1

...
...

...
...

2n− 1 2n− 2 · · · n 2n
1 1 · · · 1 1

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

= (−1)n(−1)
n(n+1)

2

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

1 1 1 · · · 1
2n 2n− 1 2n− 2 · · · n
...

...
...

...
(2n)n−1 (2n− 1)n−1 (2n− 2)n−1 · · · nn−1

(2n)n (2n− 1)n (2n− 2)n · · · nn

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

= (−1)n(−1)
n(n+1)

2

∏

i>j

(2n− i+ 1− (2n− j + 1)) = (−1)n(−1)
n(n+1)

2

∏

i>j

(j − i)

= (−1)n(−1)
n(n+1)

2 (−1)
n(n+1)

2

n∏

k=1

k!

= (−1)n
n∏

k=1

k! .
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Domáćı úloha 5

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

1 1 1 · · · 1

1

(
2
1

) (
3
1

)

· · ·
(
n
1

)

1

(
3
2

) (
4
2

)

· · ·
(
n+ 1
2

)

...
...

...
. . .

...

1

(
n

n− 1

) (
n+ 1
n− 1

)

· · ·
(
2n− 2
n− 1

)

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

.

S použit́ım vzorcem pro rozd́ıl dvou kombinačńıch č́ısel, jejichž vrchńı argument se lǐśı o 1 a spodńı je stejný,

(
n
k

)

−
(
n− 1
k

)

=

(
n− 1
k − 1

)

,

odečtěte poč́ınaje posledńım sloupcem, konče druhým, od každého sloupce předchoźı. Poté rozviňte matici
podle prvńıho sloupce. Výsledná matice je totožná s p̊uvodńı, ve které chyb́ı prvńı sloupec a posledńı řádek.
Po n− 1 těchto kroćıch dostanete matici 1× 1 s jediným prvkem 1.

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

1 1 1 · · · 1

1

(
2
1

) (
3
1

)

· · ·
(
n
1

)

1

(
3
2

) (
4
2

)

· · ·
(
n+ 1
2

)

...
...

...
...

1

(
n

n− 1

) (
n+ 1
n− 1

)

· · ·
(
2n− 2
n− 1

)

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

=

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

1 0 0 · · · 0
1 1 1 · · · 1

1

(
2
1

) (
3
1

)

· · ·
(
n
1

)

...
...

...
...

1

(
n− 1
n− 2

) (
n

n− 2

)

· · ·
(
2n− 3
n− 2

)

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

=

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

1 1 · · · 1
(
2
1

) (
3
1

)

· · ·
(
n
1

)

...
...

...
(
n− 1
n− 2

) (
n

n− 2

)

· · ·
(
2n− 3
n− 2

)

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

︸ ︷︷ ︸

n−1×n−1

= · · · =

∣
∣
∣
∣
∣
∣

1 1
(
n− 1
1

) (
n
1

)

∣
∣
∣
∣
∣
∣

= 1.
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6 Vlastńı č́ısla a vlastńı vektory matic

Spektrum σ(A) matice A ∈ Cn,n je množina vlastńıch č́ısel λ ∈ C takových, že A − λI neńı invertibilńı.
Můžeme tedy využ́ıt vlastnost́ı determinant̊u a vlastńı č́ısla hledat coby kořeny charakteristického polynomu
p(λ) := det(A−λI). Algebraická násobnost νa(λ) vlastńıho č́ısla λ ∈ σ(A) je násobnost λ coby kořene p(λ).
Geometrická násobnost νg(λ) vlastńıho č́ısla λ ∈ σ(A) je dimenze prostoru ker(A−λI); zde A−λI chápeme
jako zobrazeńı na Cn, jež tato matice přirozeně generuje. Vlastńı vektor u ∈ Cn odpov́ıdaj́ıćı vlastńımu
č́ıslu λ ∈ σ(A) je jakýkoli nenulový vektor z ker(A−λI). Matice A je tzv. diagonalizovatelná, pokud vlastńı
vektory tvoř́ı bázi na Cn, což je ekvivalentńı tomu, že geometrické a algebraické násobnosti všech vlastńıch
hodnot se rovnaj́ı.

Cvičeńı 1

Najděte vlastńı č́ısla a vlastńı vektory následuj́ıćıch matic. Rozhodněte o jejich diagonalizovatelnosti.
Jsou-li diagonalizovatelné, najděte regulárńı X a diagonálńı D tak, aby A = XDX−1. Ověřte, že matice
jsou kořeny svých charakteristických polynomů.

(a) A :=





5 2 −3
4 5 −4
6 4 −4



 , (b) A :=





3 1 −1
0 2 0
1 1 1



 , (c) A :=





−20 9 −18
6 −5 6
24 −12 22



 .

ad (a)

p(λ) = −λ3 + 6λ2 − 11λ + 6 = −(λ − 1)(λ − 2)(λ − 3). Tud́ıž σ(A) = {1, 2, 3}. Zřejmě νa(1) = νa(2) =
νa(3) = 1. Poněvadž geometrická násobnost je vždy menš́ı než geometrická násobnost, rovnou v́ıme, že
rovněž νg(1) = νg(2) = νg(3) = 1, a tud́ıž matice A je diagonalizovatelná, aniž bychom hledali vlastńı
vektory. Vlastńı vektory u však snadno najdeme coby řešeńı rovnice (A− λI)u = 0.

λ = 1 A priori v́ıme, že hodnost matice A − 1I je 2, poněvadž νg(1) = 1. Snadno to však ověř́ıme i
obvyklým výpočtem (vaše sch̊udky):

A− 1I =





4 2 −3
4 4 −4
6 4 −5



 ∼





4 2 −3
0 2 −1
0 2 −1



 ∼





4 2 −3
0 2 −1
0 0 0



 ,

odkud nav́ıc vid́ıme, že odpov́ıdaj́ıćı vlastńı vektor je (nebo jakýkoli jeho nenulový násobek)

u(1) :=





1
1
2



 .

λ = 2 Podobně

A− 2I =





3 2 −3
4 3 −4
6 4 −6



 ∼





3 2 −3
0 1 0
0 0 0





tud́ıž

u(2) :=





1
0
1



 .

λ = 3 Nakonec

A− 3I =





2 2 −3
4 2 −4
6 4 −7



 ∼





2 2 −3
0 −2 2
0 −2 2



 ∼





2 2 −3
0 −2 2
0 0 0



 ,

tud́ıž

u(3) :=





1
2
2



 .
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Diagonálńı matice D se vytvoř́ı naskládáńım vlastńıch hodnot na diagonálu a matice přechodu X se vytvoř́ı
naskládáńım vlastńıch vektor̊u do sloupečk̊u (ve správném pořad́ı!):

D :=





1 0 0
0 2 0
0 0 3



 , X :=
(
u(1) u(2) u(3)

)
=





1 1 1
1 0 2
2 1 2



 .

(Ověřte si platnost vztahu A = XDX−1.)

Ověřeńı platnosti vztahu p(A) = 0 je rutinńı záležitost (násobeńı a sč́ıtáńı matic).

ad (b)

p(λ) = −(λ − 2)3. Tud́ıž σ(A) = {2} a νa(2) = 3. V tomto př́ıpadě neńı diagonalizovatelnost zřejmá a je
nutné se pod́ıvat na strukturu jádra ker(A− 2I).

λ = 2

A− 2I =





1 1 −1
0 0 0
1 1 −1



 ∼





1 1 −1
0 0 0
0 0 0



 ,

odkud je rovnou vidět, že hodnost matice A − 2I je 1, tud́ıž νg(2) = 3 − 1 = 2. Jelikož νg(2) 6= νa(2),
matice A neńı diagonalizovatelná.

ad (c)

p(λ) = −λ3 − 3λ2 + 4 = −(λ − 1)(λ + 2)2. Tud́ıž σ(A) = {−2, 1} a νa(−2) = 2 a νa(1) = 1. Z posledńı
rovnosti rovnou plyne νg(1) = 1. Pro rozhodnut́ı, zda je matice A diagonalizovatelná, je však pořád nezbytné
se pod́ıvat na strukturu jádra ker(A− (−2)I).

λ = −2

A− (−2)I =





−18 9 −18
6 −3 6
24 −12 24



 ∼





−2 1 −2
2 −1 2
2 −1 2



 ∼





−2 1 −2
0 0 0
0 0 0



 ,

odkud je rovnou vidět, že hodnost matice A + 2I je 1, tud́ıž νg(−2) = 3 − 1 = 2. Jelikož νg(−2) = νa(−2)
(a νg(1) = νa(1) z dř́ıvěǰska), matice A je diagonalizovatelná.

Pokud by nebyla, v tomto bodě bychom skončili (snad kromě ověřeńı p(A) = 0). Poněvadž však diagona-
lizovatelná je, muśıme naj́ıt vlastńı bázi. Vlastńı vektory odpov́ıdaj́ıćı vlastńı hodnotě −2 snadno najdeme
z úpravy matice A+ 2I výše, např́ıklad:

u(−2),1 :=





0
2
1



 , u(−2),2 :=





1
2
0



 .

λ = 1

A− 1I =





−21 9 −18
6 −6 6
24 −12 21



 ∼





1 −1 1
−7 3 −6
8 −4 7



 ∼





1 −1 1
0 −4 1
0 4 −1



 ∼





1 −1 1
0 −4 1
0 0 0



 ,

odkud

u(1) :=





−3
1
4



 .

Nakonec tedy

D :=





−2 0 0
0 −2 0
0 0 1



 , X :=
(
u(−2),1 u(−2),2 u(1)

)
=





0 1 −3
2 2 1
1 0 4



 .
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Alternativně bychom také mohli položit X :=
(
u(−2),2 u(−2),1 u(1)

)
, avšak u(1) na jiné mı́sto přemı́stit

nemůžeme (bez přemı́stěńı jedničky v D).

Cvičeńı 2

Necht’ A ∈ Cn,n je regulárńı. Vyšetřete vztah:
(a) spekter A a A−1,
(b) algebraických násobnost́ı vlastńıch č́ısel A a A−1,
(c) geometrických násobnost́ı vlastńıch č́ısel A a A−1,
(d) diagonalizovatelnosti A a A−1.

ad (a)

σ(A−1) = σ(A)−1. Tento vztah interpretujeme ekvivalenćı λ ∈ σ(A) ⇔ λ−1 ∈ σ(A−1).

D̊ukaz. Au = λu ⇔ λ−1u = A−1u, kde využ́ıváme toho, že 0 neńı ve spektru regulárńıho operátoru.

ad (b)

νa(λ
−1;A−1) = νa(λ;A). Zde νa(λ;A) znač́ı algebraickou násobnost vlastńı hodnoty λ matice A.

D̊ukaz. Ze vztahu (∀λ ∈ C \ {0})

A−1 − λ−1I = λ−1λ(A−1 − λ−1I) = λ−1(λA−1 − I) = λ−1A−1A(λA−1 − I) = −λ−1A−1(A− λI) (6.1)

dostáváme

det(A−1 − λ−1I) = (−λ−1)n det(A−1) det(A− λI).

Charakteristický polynom matice A má strukturu

det(A− λI) = (−1)n(λ− λ1)
ν1 . . . (λ− λk)

νk ,

kde σ(A) = {λ1, . . . , λk} a νj := νa(λj ;A) pro j = 1, . . . , k. Poněvadž ν1 + · · ·+ νk = n, plat́ı

(−λ−1)n det(A− λI) =

(

1− λ1

λ

)ν1

. . .

(

1− λk

λ

)νk

= (−1)nλν1
1 . . . λνk

k

(
1

λ
− 1

λ1

)ν1

. . .

(
1

λ
− 1

λk

)νk

.

Charakteristický polynom matice A−1 má tedy strukturu

det(A−1 − λ−1I) = (−1)n
λν1
1 . . . λνk

k

detA

(
1

λ
− 1

λ1

)ν1

. . .

(
1

λ
− 1

λk

)νk

= (−1)n
(
1

λ
− 1

λ1

)ν1

. . .

(
1

λ
− 1

λk

)νk

,

kde druhá rovnost využ́ıvá vztahu detA = λν1
1 . . . λνk

k . Tedy νa(λ
−1
j ;A−1) = νj pro všechna j = 1, . . . , k.

ad (c)

νg(λ
−1;A−1) = νg(λ;A). Zde νg(λ;A) znač́ı geometrickou násobnost vlastńı hodnoty λ matice A.

D̊ukaz. Ze vztahu (6.1) plyne rovnost ker(A−1 − λ−1I) = ker(A− λI), ∀λ ∈ C \ {0}.
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ad (d)

A−1 diagonalizovatelná ⇔ A diagonalizovatelná.

D̊ukaz. Plyne z dokázaných vlastnost́ı (a)–(c).

Cvičeńı 3

Je A−1 diagonalizovatelná matice? Pokud ano, najděte regulárńı X a diagonálńı D tak, aby A−1 =
XDX−1.

A :=





−20 9 −18
6 −5 6
24 −12 22



 .

Řešeńı plyne kombinaćı cvičeńı 1(c) a 2. Matice A−1 je regulárńı, poněvadž A je regulárńı. σ(A−1) =
σ(A)−1 = {− 1

2 , 1} a νa(− 1
2 ) = νg(− 1

2 ) = 2 a νg(1) = νg(1) = 1. Vlastńı podprostor matice A odpov́ıdaj́ıćı
vlastńımu č́ıslu −2 (resp. 1) je shodný s vlastńım podprostorem matice A−1 odpov́ıdaj́ıćı vlastńımu č́ıslu − 1

2
(resp. 1). Tedy

D :=





− 1
2 0 0
0 − 1

2 0
0 0 1



 , X :=





0 1 −3
2 2 1
1 0 4



 .

Cvičeńı 4

Necht’ jsou dány matice A,B ∈ Cn,n. Jaký je vztah mezi vlastńımi č́ısly a vlastńımi vektory matic:
(a) A a A2,
(b) A a A+ αI, kde α ∈ C,
(c) A a AT ,
(d) A,B a A+B,
(e) A,B a AB,
(f) AB a BA pro A,B regulárńı.

ad (a)

λ ∈ σ(A) ⇒ λ2 ∈ σ(A2).

D̊ukaz. Au = λu ⇒ A2u = λAu = λ2u.

λ2 ∈ σ(A2) ⇒ [λ ∈ σ(A) ∨ −λ ∈ σ(A)].

D̊ukaz. A2u = λ2u ⇒ (A− λ)(A+ λ)u = (A+ λ)(A − λ)u = 0.

ad (b)

σ(A + αI) = σ(A) + α. Tento vztah interpretujeme ekvivalenćı λ ∈ σ(A) ⇔ λ+ α ∈ σ(A + αI).

D̊ukaz. (A+ αI)u = (λ+ α)u ⇔ Au = λu.
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ad (c)

σ(AT ) = σ(A).

D̊ukaz. det(AT − λI) = det(AT − (λI)T ) = det((A − λI)T ) = det(A− λI).

ad (d)

Žádný obecný vztah neexistuje.

ad (e)

Žádný obecný vztah neexistuje. Avšak plat́ı (vlastńı hodnoty opakujeme tolikrát, kolik je jejich algebraická

násobnost):

součin vlastńıch hodnot AB = součin vlastńıch hodnot A × součin vlastńıch hodnot B,

poněvadž det(AB) = det(A) det(B).

ad (f)

σ(AB) = σ(BA).

D̊ukaz. Z identity
AB − λI = A(B − λA−1) = A(BA− λI)A−1

dostáváme

det(AB − λI) = det(A) det(BA − λI) det(A−1) = det(BA − λI) det(A−1A) = det(BA− λI) .

Tedy AB a BA maj́ı stejný charakteristický polynom.

Z d̊ukazu je zřejmé, že stač́ı, aby pouze jedna z matic A,B byla regulárńı. Ve skutečnosti plat́ı relace
σ(AB) = σ(BA) v plné obecnosti.

D̊ukaz (obecný). Necht’ je matice I −AB invertibilńı. Potom

I = (I −AB)(I −AB)−1 = (I −AB)−1 −AB(I −AB)−1,

z čehož dostáváme (I −AB)−1 = I +AB(I −AB)−1. Užit́ım tohoto vztahu dále dostáváme

I +B(I −AB)−1A = I +B[I +AB(I −AB)−1]A = I +BA+ BAB(I −AB)−1A .

Přepǐsme tento vztah do tvaru

I = I +B(I −AB)−1A−BA−BAB(I −AB)−1A

= [I +B(I −AB)−1A]−BA[I +B(I −AB)−1A]

= (I −BA)[I +B(I −AB)−1A].

Odtud vid́ıme, že matice (I −BA) je invertibilńı a jej́ı inverze je rovna I +B(I −AB)−1A. Dokázali jsme
tud́ıž tuto obecnou ekvivalenci

I −AB invertibilńı ⇔ I −BA invertibilńı. (6.2)

Důkaz vztahu σ(AB) = σ(BA) je pouze jednou z aplikaćı.

• Necht’ 0 ∈ σ(AB). Potom

0 = det(AB − 0I) = det(A) det(B) = det(B) det(A) = det(BA− 0I),
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a tedy 0 ∈ σ(BA).

• Necht’ 0 6= λ ∈ σ(AB). Chceme ukázat, že pak λ ∈ σ(BA). Postupujme sporem a předpokládejme, že
λ 6∈ σ(BA). Potom

0 6= det(λI −BA) = λn det(I − λ−1BA),

z čehož plyne, že I − λ−1BA je invertibilńı. Z ekvivalence (6.2) dostáváme, že i I − λ−1AB je invertibilńı.
Potom

0 6= det(I − λ−1AB) = λ−n det(λI −AB),

z čehož plyne λ 6∈ σ(AB), což je spor.
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Domáćı úloha 2

Pro jaká α ∈ R je matice A diagonalizovatelná?

A :=







0 0 0 α
0 0 2 0
0 α α 0
4 0 0 0







.

Použijte fakt, že matice je diagonalizovatelná právě tehdy, když má každé vlastńı č́ıslo stejnou algebraickou
a geometrickou násobnost, a dále nerovnost mezi algebraickou a geometrickou násobnost́ı.

det(A− λI) =

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

−λ 0 0 α
0 −λ 2 0
0 α α− λ 0
4 0 0 −λ

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

= (λ2 − 4α)(λ2 − λα− 2α)
!
= 0

=⇒ σ(A) =

{

±2
√
α,

1

2
(α±

√

α2 + 8α)

}

.

Zjǐst’ujeme, kdy nemáme 4 r̊uzná vlastńı č́ısla:

±2
√
α =

1

2
(α±

√

α2 + 8α) (plat́ı alespoň 1 ze 4 rovnic) ⇐⇒ α = 0 ∧ α = 1

nebo
2
√
α = −2

√
α ⇐⇒ α = 0

nebo
1

2
(α+

√

α2 + 8α) =
1

2
(α−

√

α2 + 8α) ⇐⇒ α = −8.

• α = 0 : σ(A) = {0}, νa(0) = 4

ker(A) = ker







0 0 0 0
0 0 2 0
0 0 0 0
4 0 0 0







=













0
1
0
0







,







0
0
0
1













λ

=⇒ νg(0) = 2

Nelze diagonalizovat.

• α = 1 : σ(A) = {±2,−1}, νa(2) = 2, νa(−2) = 1 = νg(−2), νa(−1) = 1 = νg(−1)

ker(A− 2I) = ker







−2 0 0 1
0 −2 2 0
0 1 −1 0
4 0 0 −2







=













1
0
0
2







,







0
1
1
0













λ

=⇒ νg(2) = 2

Lze diagonalizovat.

• α = −8 : σ(A) = {±4i
√
2,−4}, νa(±4i

√
2) = 1 = νg(±4i

√
2), νa(−4) = 2

ker(A+ 4I) = ker







4 0 0 −8
0 4 2 0
0 −8 −4 0
4 0 0 4







=













0
1
−2
0













λ

=⇒ νg(−4) = 1

Nelze diagonalizovat.

• α /∈ {0, 1,−8} : Lze diagonalizovat (čtyři r̊uzná vlastńı č́ısla)

Závěr: A lze diagonalizovat ⇐⇒ α /∈ {0,−8}.
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Domáćı úloha 3

Najděte A
10 z př́ıkladu 1(a), aniž byste ji opravdu samu se sebou opakovaně násobili.

Využijte znalosti spektra a vlastńıch vektor̊u matice.

Ze vztahu A = XDX−1 dostaneme

A
10 = (XDX−1)10

= XDX
−1

XDX
−1

XDX
−1

XDX
−1

XDX
−1

XDX
−1

XDX
−1

XDX
−1

XDX
−1

XDX
−1

= XD
10
X

−1

=





1 1 1
1 0 2
2 1 2









1 0 0
0 210 0
0 0 310









−2 −1 2
2 0 −1
1 1 −1





=





−2 + 211 + 310 −1 + 310 2− 210 − 310

−2 + 2 · 310 −1 + 2 · 310 2− 2 · 310
−4 + 211 + 2 · 310 −2 + 2 · 310 4− 210 − 2 · 310



 .
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7 Vlastńı č́ısla a vlastńı vektory operátor̊u

Cvičeńı 1

Necht’ A ∈ L (R2) je operátor zrcadleńı podle osy x. Najděte vlastńı č́ısla a vlastńı vektory operátoru A.
Je diagonalizovatelný?

Z definice

A : R2 → R
2 :

{(
x1

x2

)

7→
(

x1

−x2

)

=

(
1 0
0 −1

)(
x1

x2

)}

vid́ıme, že matice zobrazeńı A vzhledem ke standardńı bázi v R2 má diagonálńı tvar

EA =

(
1 0
0 −1

)

.

Tedy σ(EA) = {−1, 1}. Poněvadž obě vlastńı č́ısla ±1 jsou reálná, máme rovněž σ(A) = {−1, 1}. Jelikož
spektrum je tvořeno dvěma r̊uznými vlastńımi č́ısly na dvojrozměrném vektorovém prostoru, je operátor A
diagonalizovatelný.

Výsledek můžeme rovněž obdržet čistě geometrickou úvahou. Z definičńı rovnosti Au = λu vid́ıme, že
vlastńı vektory u zobrazeńı A jsou charakterizovány podmı́nkou, že transformovaný vektor Au je násobkem
p̊uvodńıho (nenulového) vektoru u a násobek je právě vlastńı č́ıslo λ. Které vektory v R2 toto splňuj́ı
v př́ıpadě, kde A je zrcadleńı podle osy x? Zřejmě e1, jenž se zrcadleńım přetransformuje sám na sebe (tedy
λ1 = 1), a e2, jenž se zrcadleńım přetransformuje na opačný vektor −e2 (tedy λ2 = −1).

Cvičeńı 2

Necht’ A ∈ L (R2) je operátor rotace o π
2 proti směru ručiček hodin. Najděte vlastńı č́ısla a vlastńı

vektory operátoru A. Je diagonalizovatelný?

Nejjednodušš́ı je použ́ıt geometrickou úvahu výše. Který nenulový vektor v R2 pootočený o 90◦ je násobkem
p̊uvodńıho vektoru? Je zřejmé, že žádný takový vektor neexistuje. Tud́ıž σ(A) = ∅. Poněvadž spektrum A
je prázdná množina, neńı operátor A diagonalizovatelný.

Nyńı tento výsledek ověřme i analytickým výpočtem. Z definice

A : R2 → R
2 :

{(
x1

x2

)

7→
(
−x2

x1

)

=

(
0 −1
1 0

)(
x1

x2

)}

vid́ıme, že matice zobrazeńı A vzhledem ke standardńı bázi v R2 má tvar

EA =

(
0 −1
1 0

)

.

Charakteristický polynom

p(λ) :=

∣
∣
∣
∣

−λ −1
1 −λ

∣
∣
∣
∣
= λ2 + 1 = (λ+ i)(λ− i)

má kořeny ±i, tud́ıž σ(EA) = {−i, i}. Poněvadž ani jedno z vlastńıch č́ısel neńı reálné, zat́ımco operátor A
funguje na reálném prostoru R2, dostáváme σ(A) = ∅.
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Cvičeńı 3

Necht’ A ∈ L (V3), X je báze ve V3. Je A diagonalizovatelný operátor? Pokud ano, najděte bázi Y takovou,
že YA je diagonálńı matice.
(a)

XA =





5 2 −3
4 5 −4
6 4 −4



 ,

(b)

XA =





3 1 −1
0 2 0
1 1 1



 .

ad (a)

V Cvičeńı 1(a) předchoźı kapitolky 6 jsme zjistili, že matice XA je diagonalizovatelná, σ(XA) = {1, 2, 3} a
vlastńı báze na C

3 je tvořená vektory

u(1) :=





1
1
2



 , u(2) :=





1
0
1



 , u(3) :=





1
2
2



 .

Tedy operátor A na V3 je diagonalizovatelný, σ(A) = {1, 2, 3} a báze Y = (y1, y2, y3) ve V3, vzhledem k ńıž
je YA diagonálńı matice, je dána vektory

(y1)X := u(1), (y2)X := u(2), (y3)X := u(3).

Plat́ı XA = Q YA Q−1, kde

YA =





1 0 0
0 2 0
0 0 3



 , Q = YIX =
(
u(1) u(2) u(3)

)
=





1 1 1
1 0 2
2 1 2



 .

ad (b)

V Cvičeńı 1(b) předchoźı kapitolky 6 jsme zjistili, že matice XA neńı diagonalizovatelná. Tud́ıž operátor A
na V3 neńı diagonalizovatelný.

Cvičeńı 4

Necht’ A ∈ L (V3), X je báze ve V3. Je A−1 diagonalizovatelný operátor? Pokud ano, najděte bázi Y
takovou, že Y(A−1) je diagonálńı matice.

XA =





−20 9 −18
6 −5 6
24 −12 22



 .

V Cvičeńı 1(c) předchoźı kapitolky 6 jsme zjistili, že matice XA je diagonalizovatelná, σ(XA) = {−2, 1} a
vlastńı báze na C3 je tvořená vektory

u(−2),1 :=





0
2
1



 , u(−2),2 :=





1
2
0



 , u(1) :=





−3
1
4



 .
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Podle Cvičeńı 3 předchoźı kapitolky 6 v́ıme, že rovněž (XA)−1 je diagonalizovatelná matice. Poněvadž
(XA)−1 = X(A−1), vid́ıme, že A−1 je diagonalizovatelný operátor, σ(A−1) = {− 1

2 , 1} a báze Y = (y1, y2, y3)
ve V3, vzhledem k ńıž je Y(A−1) diagonálńı matice, je dána vektory

(y1)X := u(−2),1, (y2)X := u(−2),2, (y3)X := u(1).

Plat́ı X(A−1) = Q Y(A−1) Q−1, kde

Y(A−1) =





− 1
2 0 0
0 − 1

2 0
0 0 1



 , Q = YIX =
(
u(−2),1 u(−2),2 u(1)

)
=





0 1 −3
2 2 1
1 0 4



 .

Cvičeńı 5

Necht’ A ∈ L (R4),

X :=













1
1
1
1







,







1
1
1
0







,







1
1
0
0







,







−1
0
0
0













je báze R4 a E je standardńı báze R4. Je A diagonalizovatelný operátor? Pokud ano, najděte bázi Y
takovou, že YA je diagonálńı matice.

XAE =







1 1 1 −1
0 0 0 0
1 1 1 −1
1 0 0 0







.

Najdř́ıve je potřeba naj́ıt matici zobrazeńı A : R4 → R4 vzhledem ke stejné bázi v prostoru R4 coby
výchoźıho prostoru a v prostoru R4 coby ćılového prostoru, např́ıklad

XA = XAX = EIX XAE =







1 0 0 0
0 1 1 −1
−1 −1 −1 1
−1 −1 −1 1







,

kde jsme využili formulek

XIE =







1 1 1 −1
1 1 1 0
1 1 0 0
1 0 0 0







a EIX = (XIE)−1 =







0 0 0 1
0 0 1 −1
0 1 −1 0
−1 1 0 0







.

Zbytek je rutinńı záležitost. Z charakteristického polynomu

p(λ) := det(XA− λI) = λ2(λ − 1)2

vid́ıme, že σ(A) = σ(XA) = {0, 1} a νa(0) = 2 = νa(1).

λ = 0
XA− 0I = XA

a poněvadž hodnost matice XA je zřejmě 2, dostáváme νg(0) = 4 − 2 = 2. Za odpov́ıdaj́ıćı vlastńı vektory
lze zvolit např́ıklad

u(0),1 :=







0
1
0
1







, u(0),2 :=







0
−1
1
0







.
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λ = 1

XA− 1I =







0 0 0 0
0 0 1 −1
−1 −1 −2 1
−1 −1 −1 0







a poněvadž hodnost matice XA− 1I je opět zřejmě 2, dostáváme νg(1) = 4− 2 = 2. Za odpov́ıdaj́ıćı vlastńı
vektory lze zvolit např́ıklad

u(1),1 :=







−1
0
1
1







, u(1),2 :=







−1
1
0
0







.

Matice XA je diagonalizovatelná, poněvadž máme dostatečný počet vlastńıch vektor̊u (νa(0) = νg(0) a
νa(1) = νg(1)). Operátor A je tud́ıž rovněž diagonalizovatelný a báze Y = (y1, y2, y3, y4), vzhledem k ńıž je
YA diagonálńı matice, splňuje

(y1)X := u(0),1, (y2)X := u(0),2, (y3)X := u(1),1, (y4)X := u(1),2.

Plat́ı XA = Q YA Q−1, kde

YA =







0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1







, Q = YIX =
(
u(0),1 u(0),2 u(1),1 u(1),2

)
=







0 0 −1 −1
1 −1 0 1
0 1 1 0
1 0 1 0







.

Cvičeńı 6

Necht’ A ∈ L (R4) a E je standardńı báze R4. Najděte všechna α ∈ R, pro která je A diagonalizovatelný.

EA =







0 0 0 α
0 0 2 0
1 3 0 0
4 0 0 0







.

Z charakteristického polynomu

p(λ) := det(EA− λI) = (λ+
√
6)(λ−

√
6)(λ2 − 4α)

vid́ıme, že σ(XA) = {−
√
6,
√
6, 2

√
α,−2

√
α}. νa(±

√
6) = 1 vždy, zat́ımco νa(±2

√
α) = 1 pro α 6= 0 a

νa(±2
√
α) = 2 pro α = 0. Poněvadž

√
α je reálné č́ıslo tehdy a jen tehdy, pokud α ≥ 0, dostáváme

σ(A) =

{

{−
√
6,
√
6,−2

√
α, 2

√
α} ⇔ α ≥ 0,

{−
√
6,
√
6} ⇔ α < 0,

a informace o algebraických násobnostech z̊ustávaj́ı stejné.

Okamžitě tedy vid́ıme, že operátor A neńı diagonalizovatelný, pokud α < 0 (zat́ımco matice XA za těchto
podmı́nek diagonalizovatelná je), protože máme jen dva vlastńı vektory, zat́ımco vektorový prostor R4 je
čtyřdimenzionálńı. Zároveň okamžitě vid́ıme, že operátor A je diagonalizovatelný, pokud α > 0, protože
pak máme čtyři r̊uzné vlastńı hodnoty (νg(±2

√
α) = 1 a νa(±2

√
α) = 1). Zbývá vyšetřit vlastńı podprostor

degenerované vlastńı hodnoty 0 v př́ıpadě α = 0.

λ = 0 pro α = 0
EA− 0I = EA

a protože hodnost matice EA je 3, dostáváme νg(0) = 4 − 3 = 1. Jelikož νg(0) 6= νa(0), matice EA neńı pro
α = 0 diagonalizovatelná. Tedy ani operátor A neńı diagonalizovatelný.

Závěrem:
A diagonalizovatelný ⇔ α > 0.



Krejčǐŕık & Kurimaiová LAA - řešeńı př́ıklad̊u 41

Zv́ıdavý student snadno najde odpov́ıdaj́ıćı vlastńı vektory

u(−
√
6),1 :=







0

−
√
2√
3
0







, u(
√
6),2 :=







0√
2√
3
0







, u(−2
√
α),1 :=







−√
α

0
0√
2







, u(2
√
α),2 :=







√
α
0
0√
2







.

Přestože jsme je pro řešeńı úlohy nepotřebovali, je odtud hezky vidět, jak se ze čtyř lineárně nezávislých
vektor̊u pro α 6= 0 stanou závislý pro α = 0.

Cvičeńı 7

Necht’ A ∈ L (P3) splňuje Ax(t) := x(α − 2t) pro každé x ∈ P3 a každé t ∈ C. Pro jaká α ∈ C je A
diagonalizovatelný? Pro taková α najděte Y bázi P3 takovou, že YA je diagonálńı matice.

Nejdř́ıve najděme matici operátoru A vzhledem ke standardńı bázi E = (e0, e1, e2) v P3. Poněvadž

(Ae0)(t) = 1 = 1e0(t) + 0e1(t) + 0e2(t),

(Ae1)(t) = α− 2t = αe0(t)− 2e1(t) + 0e2(t),

(Ae2)(t) = (α− 2t)2 = α2 − 4αt+ 4t2 = α2e0(t)− 4αe1(t) + 4e2(t),

dostáváme

EA =





1 α α2

0 −2 −4α
0 0 4



 .

Odtud je rovnou vidět, že σ(A) = σ(EA) = {−2, 1, 4}. Jelikož se spektrum skládá ze tř́ı r̊uzných vlastńıch
hodnot a operátor A funguje na trojrozměrném vektorovém prostoru, je A diagonalizovatelný pro všechna
α ∈ C.

λ = −2 Z matice

EA− (−2)I =





3 α α2

0 0 −4α
0 0 6





snadno najdeme vlastńı vektor matice EA odpov́ıdaj́ıćı vlastńı hodnotě −2, např́ıklad

u(−2) =





α
−3
0



 .

λ = 1 Z matice

EA− 1I =





0 α α2

0 −3 −4α
0 0 3





snadno najdeme vlastńı vektor matice EA odpov́ıdaj́ıćı vlastńı hodnotě 1, např́ıklad

u(1) =





1
0
0



 .

λ = 4 Z matice

EA− 4I =





−3 α α2

0 −6 −4α
0 0 0





snadno najdeme vlastńı vektor matice EA odpov́ıdaj́ıćı vlastńı hodnotě 1, např́ıklad

u(4) =





α2

−6α
9



 .
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Báze Y = (y1, y2, y3), vzhledem k ńıž je YA diagonálńı matice, splňuje

(y1)E := u(−2), (y2)E := u(1), (y3)E := u(4).

Plat́ı EA = Q YA Q−1, kde

YA =





−2 0 0
0 1 0
0 0 4



 , Q = YIE =
(
u(−2) u(1) u(4)

)
=





α 1 α2

−3 0 −6α
0 0 9



 .

Explicitně
y1(t) = α− 3t, y2(t) = 1, y3(t) = α2 − 6αt+ 9t2.

Cvičeńı 8

Necht’ D,S ∈ L (P) jsou operátory derivováńı a integrováńı na P. Najděte spektrum a všechny vlastńı
vektory D a S.

Poněvadž Dp = p′, kde p ∈ P, rovnice na vlastńı č́ısla Dp = λp, kde λ ∈ C, vede na diferenciálńı rovnici

p′ = λp,

jež má řešeńı p(t) = Ceλt závisej́ıćı parametricky na normalizačńı konstantě C ∈ C. Aby řešeńım byl
nenulový polynom, nezbytně C 6= 0 a λ = 0. Tedy

σ(D) = {0}

a odpov́ıdaj́ıćı vlastńı vektory jsou konstantńı polynomy (např́ıklad p(0)(t) := 1).

Poněvadž DS = I, zap̊usobeńım operátoru D na rovnici na vlastńı č́ısla Sp = λp, kde λ ∈ C a p ∈ P,
dostaneme diferenciálńı rovnici

p = λp′,

již každý vlastńı vektor p a vlastńı č́ıslo λ operátoru S muśı splňovat. Pro λ = 0 dostáváme pouze nulový
polynom, jenž nemůže být vlastńım vektorem. Pro λ 6= 0 má řešeńı tvar p(t) = Ceλ

−1t, kde C ∈ C je
normalizačńı konstanta, což neńı polynom pro žádná λ ∈ C a netriviálńı C ∈ C \ {0}. Tedy

σ(S) = ∅.

Cvičeńı 9

Necht’ A ∈ L (P) splňuje Ax(t) := x(t+ 1) pro každé x ∈ P a každé t ∈ C. Najděte spektrum a všechny
vlastńı vektory A.

Rovnice na vlastńı č́ısla zńı
∀t ∈ C, x(t+ 1) = λx(t), (7.1)

kde x ∈ P \ {0} a λ ∈ C. Konstantńı polynomy tuto rovnici zjevně splňuj́ı s λ = 1.

Předpokládejme nyńı, že x je nenulový polynom stupně n ≥ 2. Potom x má právě n komplexńıch kořen̊u
(poč́ıtaných včetně násobnost́ı) t1, . . . , tn. Volbou t := tk s k ∈ {1, . . . , n} v rovnici (7.1) dostaneme, že
tk +1 je rovněž kořenem polynomu x. Daľśı volbou t := tk +1 v (7.1) pak dostaneme, že i tk +2 je kořenem
polynomu x. Opakováńım tohoto procesu nakonec dostaneme, že tk+m je kořenem polynomu x pro všechna
m ∈ N. Polynom x by tedy musel mı́t nekonečně mnoho kořen̊u, což je nemožné. Neexistuje tud́ıž žádný
nenulový polynom stupně n ≥ 2, jenž by vyhovoval rovnici (7.1).

Naše poznatky shrňme do závěru, že
σ(A) = {1}

a odpov́ıdaj́ıćı vlastńı vektory jsou konstantńı polynomy (např́ıklad p(1)(t) := 1).
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Domáćı úloha 1

Necht’ P,Q ⊂⊂ V , P 6= V , Q 6= V , P ⊕Q = V . Necht’ AP je projektor na P podle Q.
(a) Nalezněte σ(AP ),
(b) Je-li dimV ∈ N, určete algebraickou a geometrickou násobnost vlastńıch č́ısel operátoru AP .
(c) Je operátor AP diagonalizovatelný v př́ıpadě dimV ∈ N?

Máme rovnici na vlastńı č́ısla

AP~v = λ~v,

kde 0 6= ~v ∈ V nad T a λ ∈ T . Dı́ky rozkladu V = P ⊕Q můžeme psát ~v = ~p+ ~q, kde ~p ∈ P a ~q ∈ Q jsou
určeny jednoznačně. Rovnice se tedy z vlastnost́ı projektoru redukuje na

~p = λ(~p+ ~q).

Jelikož levá strana lež́ı v P , pravá muśı taky. To bude platit bud’ pokud bude λ = 0 (v tom př́ıpadě ~p = 0
a ~q 6= 0), nebo ~q = 0 (a tedy λ = 1 a ~p 6= 0). Spektrum je tedy σ(AP ) = {0, 1}. Zároveň vid́ıme, že
libovolný vektor 0 6= ~q ∈ Q je vlastńı vektor př́ıslušej́ıćı λ = 0, proto νg(0) = dimQ. Rovněž libovolný
vektor 0 6= ~p ∈ P je vlastńı vektor př́ıslušej́ıćı λ = 1, proto νg(1) = dimP . Nakonec s využit́ım nerovnost́ı
νg(λ) ≤ νa(λ) a νa(0) + νa(1) ≤ dimV dostáváme νa(0) = dimQ a νa(1) = dimP .

Domáćı úloha 2

Necht’ A ∈ L (R4)

EA :=







α 0 0 0
0 0 1 0
0 2 1 0
α 0 0 2







.

V následuj́ıćıch úlohách využijte teoretické znalosti tak, abyste poč́ıtali co nejméně.
(a) Najděte spektrum A a určete, pro jaká α ∈ R je A diagonalizovatelný.
(b) Najděte spektrum A−1 a určete, pro jaká α ∈ R je A−1 diagonalizovatelný.

ad (a)

det(A− λI) = det(EA− λI) =

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

α− λ 0 0 0
0 −λ 1 0
0 2 1− λ 0
α 0 0 2− λ

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

= (λ− α)(λ+ 1)(λ− 2)2
!
= 0

=⇒ σ(A) = {α,−1, 2}.

Nejprve si všimněme, že pro každé α ∈ R plat́ı

ker(A− 2I) = ker







α− 2 0 0 0
0 −2 1 0
0 2 −1 0
α 0 0 0







=













0
1
2
0







,







0
0
0
1













λ

=⇒ νg(2) = 2.

Muśıme vyřešit 3 r̊uzné př́ıpady:

α /∈ {−1, 2} : σ(A) = {α,−1, 2}, νa(α) = 1 = νg(α), νa(−1) = 1 = νg(−1), νa(2) = 2 = νg(2) =⇒ Lze
diagonalizovat.

α = 2 : σ(A) = {−1, 2}, νa(−1) = 1 = νg(−1), νa(2) = 3, νg(2) = 2 =⇒ Nelze diagonalizovat.
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α = −1 : σ(A) = {−1, 2}, νa(−1) = 2, νa(2) = 2 = νg(2),

ker(A+ I) = ker







0 0 0 0
0 1 1 0
0 2 2 0
−1 0 0 3







=













3
0
0
1







,







0
−1
1
0













λ

=⇒ νg(−1) = 2 =⇒ Lze diagonalizovat.

Závěr: A lze diagonalizovat ⇐⇒ α 6= 2.

ad (b)

A−1 existuje ⇐⇒ 0 /∈ σ(A) ⇐⇒ α 6= 0. Jelikož pro A regulárńı plat́ı

A~x = λ~x ⇐⇒ λ−1~x = A−1~x,

dostáváme σ(A−1) = {α−1,−1, 12} a ker(A − λI) = ker(A−1 − λ−1I), tedy νg(λ,A) = νg(λ
−1, A−1), pro

0 6= λ ∈ σ(A). S použit́ım Poznámky 3.48 ze skript a Př́ıkladu 2 ze souboru vlastńı č́ısla a vlastńı vektory
operátor̊u (př́ıpadně uvědoměńım si, že d̊ukaz rovnosti algebraických násobnost́ı v Př́ıkladu 2, funguje
stejně i pro operátory na V nad R, jejichž charakteristický polynom má pouze reálné kořeny), dostáváme i
νa(λ,A) = νa(λ

−1, A−1), pro 0 6= λ ∈ σ(A). Operátor A−1 je tedy diagonalizovatelný ⇐⇒ α /∈ {0, 2}.
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8 Hermitovské a kvadratické formy I

Sesquilineárńı forma na V je funkce t : V×V → T taková, že předpis u 7→ t(u, v) definuje lineárńı zobrazeńı
pro všechny fixńı vektory v ∈ V a předpis v 7→ t(u, v) definuje antilineárńı (či semilineárńı) zobrazeńı
pro všechny fixńı vektory u ∈ V. Antilinearita znamená, že plat́ı aditivita, avšak homogenita plat́ı modulo
komplexńı sdružeńı konstant. Latinská předpona sēsqui je zkonstruována ze slov semi (= “p̊ul”) a que (=
“také”) a jej́ı význam je “jeden a p̊ul”, tedy:

sesqui = 1 1
2 .

Tedy t je “skoro” (= 1 1
2 ) bilineárńı zobrazeńı (z linearity v druhé komponentě plat́ı jen aditivita).

Sesquilineárńı forma t je symetrická (či hermitovská), pokud

∀u, v ∈ V, t(u, v) = t(v, u) .

Na reálných vektorových prostorech lze pruh (komplexńı sdružeńı) zřejmě vynechat.

Kvadratická forma na V odpov́ıdaj́ıćı sesquilineárńı formě t je zobrazeńı t : V → T definované předpisem
t[u] := t(u, u). Pozor, zde znač́ıme sesquilineárńı i hermitovskou formu stejným ṕısmenkem, rozd́ıl je jen
v použitých závorkách. Nestandardńı hranaté závorky u kvadratické formy maj́ı zd̊uraznit, že kvadratická
forma neńı lineárńı zobrazeńı.

Každé sesquilineárńı formě zřejmě odpov́ıdá kvadratická forma (definice výše). Na komplexńıch vektorových
prostorech plat́ı i obrácené tvrzeńı: každé kvadratické formě odpov́ıdá právě jedna sesquilineárńı forma (po-
larizačńı identita), což úzce souviśı s existenćı skaláru i. Na reálných vektorových prostorech toto obrácené
tvrzeńı obecně neplat́ı, avšak plat́ı, pokud je sesquilineárńı forma symetrická.

Cvičeńı 1

Necht’ h(x, y) := x1y1 + x2y2, kde x =

(
x1

x2

)

a y =

(
y1
y2

)

. Dokažte, že h je hermitovská forma na R2.

Linearita v prvńı komponentě. ∀x, y, z ∈ R2, α, β ∈ R,

h(αx+ βy, z) = (αx1 + βy1)z1 + (αx2 + βy2)z2

= αx1z1 + βy1z1 + αx2z2 + βy2z2

= α(x1z1 + x2z2) + β(y1z1 + y2z2)

= αh(x, z) + βh(y, z).

Antilinearita v druhé komponentě. ∀x, y, z ∈ R2, α, β ∈ R,

h(z, αx+ βy) = z1(αx1 + βy1) + z2(αx2 + βy2)

= αz1x1 + βz1y1 + αz2x2 + βz2y2

= α(z1x1 + z2x2) + β(z1y1 + z2y2)

= αh(z, x) + βh(z, y)

= αh(z, x) + βh(z, y),

kde posledńı rovnost plat́ı, protože konstanty α, β jsou reálné.

Symetrie. ∀x, y ∈ R2,

h(x, y) = x1y1 + x2y2

= y1x1 + y2x2

= y1x1 + y2x2

= h(y, x),

kde předposledńı rovnost plat́ı, protože souřadnice vektor̊u x, y jsou reálná č́ısla.
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Poznámka. Antilinearita v druhé komponentě (resp. linearita v prvńı komponentě) plyne z linearity v prvńı
komponentě (resp. antilinearity v druhé komponentě) a symetrii. Výše (i ńıže) tedy ověřujeme zbytečně
moc. Důvod je naučit vás pracovat se sesquilineárńımi formami, jež nejsou nezbytně symetrické.

Cvičeńı 2

Necht’ h(x, y) := x1y1 + x2y2, kde x =

(
x1

x2

)

a y =

(
y1
y2

)

. Dokažte, že h je hermitovská forma na C2.

Linearita v prvńı komponentě. ∀x, y, z ∈ C2, α, β ∈ C,

h(αx+ βy, z) = (αx1 + βy1)z1 + (αx2 + βy2)z2

= αx1z1 + βy1z1 + αx2z2 + βy2z2

= α(x1z1 + x2z2) + β(y1z1 + y2z2)

= αh(x, z) + βh(y, z).

Antilinearita v druhé komponentě. ∀x, y, z ∈ C2, α, β ∈ C,

h(z, αx+ βy) = z1(αx1 + βy1) + z2(αx2 + βy2)

= z1(αx1 + β y1) + z2(αx2 + β y2)

= αz1x1 + βz1y1 + αz2x2 + βz2y2

= α(z1x1 + z2x2) + β(z1y1 + z2y2)

= αh(z, x) + βh(z, y).

Symetrie. ∀x, y ∈ C2,

h(x, y) = x1y1 + x2y2

= y1x1 + y2x2

= y1x1 + y2x2

= h(y, x).

Cvičeńı 3

Necht’ h(x, y) := xTAy, kde x, y ∈ Rn a A = AT ∈ Rn,n. Dokažte, že h je hermitovská forma na Rn.

Linearita v prvńı komponentě. ∀x, y, z ∈ R
n, α, β ∈ R,

h(αx+ βy, z) = (αx + βy)TAz

= (αxT + βyT )Az

= αxTAz + βyTAz

= αh(x, z) + βh(y, z).

Antilinearita v druhé komponentě. ∀x, y, z ∈ Rn, α, β ∈ R,

h(z, αx+ βy) = zTA(αx + βy)

= αzTAx+ βzTAy

= αh(z, x) + βh(z, y)

= αh(z, x) + βh(z, y),

kde posledńı rovnost plat́ı, protože konstanty α, β jsou reálné.
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Symetrie. ∀x, y ∈ R
n,

h(x, y) = xTAy

= (yTATx)T

= yTATx

= yTAx

= yTAx

= h(y, x),

kde třet́ı rovnost plat́ı, protože transpozice č́ısla je to samé č́ıslo, a předposledńı rovnost plat́ı, protože
souřadnice vektor̊u x, y a prvky matice A jsou reálná č́ısla, tud́ıž yTAx je reálné č́ıslo.

Cvičeńı 4

Necht’ h(x, y) := xTAy, kde x, y ∈ Cn a A = A∗ ∈ Cn,n. Dokažte, že h je hermitovská forma na Cn.

Zde znač́ıme hvězdičkou hermitovsky sdruženou matici, tedy A∗ = A
T
= AT .

Linearita v prvńı komponentě. ∀x, y, z ∈ Cn, α, β ∈ C,

h(αx+ βy, z) = (αx + βy)TAz

= (αxT + βyT )Az

= αxTAz + βyTAz

= αh(x, z) + βh(y, z).

Antilinearita v druhé komponentě. ∀x, y, z ∈ Cn, α, β ∈ C,

h(z, αx+ βy) = zTA(αx + βy)

= zTA(αx+ β y)

= αzTAx+ βzTAy

= αh(z, x) + βh(z, y).

Symetrie. ∀x, y ∈ C
n,

h(x, y) = xTAy

= (yTATx)T

= yTATx

= yTATx

= yTA∗x

= yTAx

= h(y, x),

kde třet́ı rovnost plat́ı, protože transpozice č́ısla je to samé č́ıslo.

Cvičeńı 5

Necht’ h : P× P → C, kde pro každé x, y ∈ P plat́ı

h(x, y) := x(0)y(1) + x(1)y(0).

Dokažte, že h je hermitovská forma.
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Linearita v prvńı komponentě. ∀x, y, z ∈ P, α, β ∈ C,

h(αx+ βy, z) = (αx + βy)(0)z(1) + (αx + βy)(1)z(0)

=
(
αx(0) + βy(0)

)
z(1) +

(
αx(1) + βy(1)

)
z(0)

= αx(0)z(1) + βy(0)z(1) + αx(1)z(0) + βy(1)z(0)

= α
(
x(0)z(1) + x(1)z(0)

)
+ β

(
y(0)z(1) + y(1)z(0)

)

= αh(x, z) + βh(y, z).

Antilinearita v druhé komponentě. ∀x, y, z ∈ P, α, β ∈ C,

h(z, αx+ βy) = z(0)(αx+ βy)(1) + z(1)(αx+ βy)(0)

= z(0)
(
αx(1) + βy(1)

)
+ z(1)

(
αx(0) + βy(0)

)

= z(0)
(
αx(1) + βy(1)

)
+ z(1)

(
αx(0) + βy(0)

)

= αz(0)x(1) + βz(0)y(1) + αz(1)x(0) + βz(1)y(0)

= α
(
z(0)x(1) + z(1)x(0)

)
+ β

(
z(0)y(1) + z(1)y(0)

)

= αh(z, x) + βh(z, y).

Symetrie. ∀x, y ∈ P,

h(x, y) = x(0)y(1) + x(1)y(0)

= y(1)x(0) + y(0)x(1)

= y(0)x(1) + y(1)x(0)

= y(0)x(1) + y(1)x(0)

= h(y, x).

Cvičeńı 6

Necht’ V je reálný vektorový prostor funkćı definovaných a spojitých na intervalu [0, 1]. Dokažte, že
následuj́ıćı zobrazeńı je hermitovská forma na V.

h(f, g) :=

∫ 1

0

f(t) g(t) dt pro každé f, g ∈ V.

Toto cvičeńı využ́ıvá linearitu integrálu, kterou byste měli znát z analýzy.

Linearita v prvńı komponentě. ∀f, g, k ∈ V, α, β ∈ R,

h(αf + βg, k) =

∫ 1

0

(αf + βg)(t) k(t) dt

=

∫ 1

0

[αf(t) + βg(t)] k(t) dt

=

∫ 1

0

[αf(t)k(t) + βg(t)k(t)] dt

= α

∫ 1

0

f(t)k(t) dt+ β

∫ 1

0

g(t)k(t) dt

= αh(f, k) + βh(g, k).
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Antilinearita v druhé komponentě. ∀f, g, k ∈ V, α, β ∈ R,

h(k, αf + βg) =

∫ 1

0

k(t) (αf + βg)(t) dt

=

∫ 1

0

k(t) [αf(t) + βg(t)] dt

=

∫ 1

0

[αk(t)f(t) + βk(t)g(t)] dt

= α

∫ 1

0

k(t)f(t) dt+ β

∫ 1

0

k(t)g(t) dt

= αh(k, f) + βh(k, g)

= αh(k, f) + βh(k, g),

kde posledńı rovnost plat́ı, protože konstanty α, β jsou reálné.

Symetrie. ∀f, g ∈ V,

h(f, g) =

∫ 1

0

f(t) g(t) dt

=

∫ 1

0

g(t) f(t) dt

=

∫ 1

0

g(t) f(t) dt

= h(g, f),

předposledńı rovnost plat́ı, protože funkce f, g jsou reálné (a vlastně opět využ́ıváme linearitu integrálu).

Cvičeńı 7

Necht’ Vn je vektorový prostor nad tělesem R a X je báze Vn. Necht’ A ∈ Rn,n splňuje A = AT . Necht’

h(x, y) := (x)TX A (y)X . Dokažte, že h je hermitovská forma.

Toto cvičeńı je podobné cvičeńı 3.

Linearita v prvńı komponentě. ∀x, y, z ∈ Vn, α, β ∈ R,

h(αx+ βy, z) = (αx+ βy)TX A (z)X

=
(
α (x)TX + β (y)TX

)
A (z)X

= α (x)TX A (z)X + β (y)TX A (z)X

= αh(x, z) + βh(y, z).

Antilinearita v druhé komponentě. ∀x, y, z ∈ Vn, α, β ∈ R,

h(z, αx+ βy) = (z)TXA (αx + βy)X

= (z)TXA
(
α (x)X + β (y)X

)

= α (z)TXA (x)X + β (z)TXA (y)X

= αh(z, x) + βh(z, y)

= αh(z, x) + βh(z, y),

kde posledńı rovnost plat́ı, protože konstanty α, β jsou reálné.
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Symetrie. ∀x, y ∈ Vn,

h(x, y) = (x)TX A (y)X

=
(
(y)TXAT (x)X

)T

= (y)TXAT (x)X

= (y)TXA (x)X

= (y)T
X
A (x)X

= h(y, x),

kde třet́ı rovnost plat́ı, protože transpozice č́ısla je to samé č́ıslo, a předposledńı rovnost plat́ı, protože
souřadnice vektor̊u x, y a prvky matice A jsou reálná č́ısla, tud́ıž (y)TX A (x)X je reálné č́ıslo.

Cvičeńı 8

Necht’ Vn je vektorový prostor nad tělesem C a X je báze Vn. Necht’ A ∈ C
n,n splňuje A = A∗. Necht’

h(x, y) := (x)TX A (y)X . Dokažte, že h je hermitovská forma.

Toto cvičeńı je podobné cvičeńı 4.

Linearita v prvńı komponentě. ∀x, y, z ∈ Vn, α, β ∈ C,

h(αx+ βy, z) = (αx+ βy)TX A (z)X

=
(
α (x)TX + β (y)TX

)
A (z)X

= α (x)TX A (z)X + β (y)TX A (z)X

= αh(x, z) + βh(y, z).

Antilinearita v druhé komponentě. ∀x, y, z ∈ Vn, α, β ∈ C,

h(z, αx+ βy) = (z)TXA (αx + βy)X

= (z)TXA
(
α (x)X + β (y)X

)

= α (z)TXA (x)X + β (z)TXA (y)X

= αh(z, x) + βh(z, y).

Symetrie. ∀x, y ∈ Vn,

h(x, y) = (x)TX A (y)X

=
(
(y)X

T
AT (x)X

)T

= (y)X
T
AT (x)X

= (y)X
T
AT (x)X

= (y)T
X
A∗ (x)X

= (y)T
X
A (x)X

= h(y, x),

kde třet́ı rovnost plat́ı, protože transpozice č́ısla je to samé č́ıslo.
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Cvičeńı 9

Necht’ Q je kvadratická forma v R3. Najděte jej́ı poláru h, matici ve standardńı bázi EQ, polárńı bázi,
signaturu, charakter a nulprostor.

Pro x =





x1

x2

x3



 definujme

(a) Q[x] := x2
1 + 3x2

2 + 4x2
3 − 2x1x2 + 4x1x3 − 2x2x3,

(b) Q[x] := x2
1 − 2x2

2 + 4x1x2,

(c) Q[x] := 9x2
2 + 9x2

3 + 12x1x2 + 12x1x3 − 6x2x3,

(d) Q[x] := −x2
3 − x1x2 + x1x3 + x2x3,

(e) Q[x] := x1x2 + x1x3 + x2x3.

ad (b)

V našem značeńı je polára h hermitovské kvadratické formy Q jej́ı odpov́ıdaj́ıćı sesquilineárńı forma, tedy
forma h taková, že h[x] ≡ h(x, x) = Q[x] pro všechny vektory x ∈ R3. Od hermitovské kvadratické formy Q
k jej́ı sesquilineárńı formě lze v principu přej́ıt použit́ım polarizačńı identity. V praxi si však stač́ı danou
kvadratickou formu Q přepsat takovýmto symetrickým zp̊usobem

Q[x] := x1x1 − 2x2x2 + 2x1x2 + 2x2x1,

odkud pak vydedukujeme

h(x, y) = x1y1 − 2x2y2 + 2x1y2 + 2x2y1 .

Zkouškou se snadno přesvědč́ıme, že skutečně h(x, x) = Q[x].

Pro matici EQ, kde E je standardńı báze, plat́ı h(x, y) = xT EQy. Odtud je rovnou vidět, že (prvek ajk
matice EQ je č́ıslo stoj́ıćı u členu xjyk výrazu h(x, y))

EQ =





1 2 0
2 −2 0
0 0 0



 .

Všimněte si, že (EQ)T = EQ.

Spektrálńı řešeńı. Nejelegantněǰśı (i když ne vždy nejjednodušš́ı) zp̊usob, jak zjistit ostatńı požadované

vlastnosti kvadratické formy Q, je provést spektrálńı analýzu matice EQ:

σ(EQ) = {−3, 0, 2}, u(−3) =





1
−2
0



 , u(0) =





0
0
1



 , u(2) =





2
1
0



 .

Za polárńı bázi (neńı určena jednoznačně!) lze zvolit vlastńı bázi (u(−3), u(0), u(2)). Poněvadž máme jedno
kladné vlastńı č́ıslo, jedno záporné vlastńı č́ıslo a jedno nulové vlastńı č́ıslo, je signatura sgQ = (1, 1, 1).
Jedná se tedy o indefinitńı kvadratickou formu. Nulprostor formy h je lineárńı obal vektor̊u odpov́ıdaj́ıćıch
nulovému vlastńımu č́ıslu, tedy Nh = ker EQ = [u(0)]λ (forma je singulárńı).

Standardńı řešeńı. Od vás očekávané řešeńı je skrze doplněńı na čtverec:

Q[x] = x2
1 − 2x2

2 + 4x1x2

= x2
1 + 4x1x2 − 2x2

2

= (x1 + 2x2)
2 − 4x2

2 − 2x2
2

= (x1 + 2x2)
2 − 6x2

2 + 0x2
3.

Dostali jsme jeden kladný kvadrát, jeden záporný kvadrát a jeden nulový kvadrát, tud́ıž sgQ = (1, 1, 1)
a jedná se o indefinitńı kvadratickou formu. Prvńı vektor u polárńı báze, pro nějž Q[u] > 0, dostaneme
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požadavkem, aby se vynulovaly záporné a nulové kvadráty a kladný kvadrát byl nenulový, což vede na
systém x2 = 0 a x1 + 2x2 6= 0, tud́ıž např́ıklad

u =





1
0
0



 .

Druhý vektor v polárńı báze, pro nějž Q[v] < 0, dostaneme požadavkem, aby se vynulovaly kladné a nulové
kvadráty a záporný kvadrát byl nenulový, což vede na systém x2 6= 0 a x1 + 2x2 = 0, tud́ıž např́ıklad

v =





−2
1
0



 .

Posledńı vektor w polárńı báze, pro nějž Q[w] = 0, dostaneme požadavkem, aby se vynulovaly kladné a
záporné kvadráty a vektor byl nenulový, což vede na systém x2 = 0 a x1 + 2x2 = 0, tud́ıž např́ıklad

w =





0
0
1



 .

Polárńı báze je tedy např́ıklad soubor (u, v, w). Zkouškou ověř́ıme, že h(u, v) = 0, h(u,w) = 0 a h(v, w) =
0. Všimněte si, že oproti polárńı bázi, již jsme dostali spektrálńı analýzou, tato báze neńı ortogonálńı.
Nulprostor formy h je lineárńı obal vektoru polárńı báze, který odpov́ıdá posledńımu požadavku výše, tedy
Nh = kerEQ = [w]λ.

Geometrická interpretace formy Q je kvadrika {x ∈ R3 : Q[x] = 1}, což je v tomto př́ıpadě hyperbolický
válec (Obrázek 1).

Obrázek 1: Kvadrika odpov́ıdaj́ıćı formě Q, př́ıpad (b): hyperbolický válec.

ad (a)

Ze symetrickho zápisu

Q[x] := x1x1 + 3x2x2 + 4x3x3 − x1x2 − x2x1 + 2x1x3 + 2x3x1 − x2x3 − x3x2

vydedukujeme

h(x, y) = x1y1 + 3x2y2 + 4x3y3 − x1y2 − x2y1 + 2x1y3 + 2x3y1 − x2y3 − x3y2
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a

EQ =





1 −1 2
−1 3 −1
2 −1 4



 .

Spektrálńı řešeńı. Pokusem provést spektrálńı analýzu zjist́ıte, proč tato strategie ne vždy vede snadno

k ćıli (charakteristický polynom vede na řešeńı kubické rovnice, jež v tomto př́ıpadě nemá kořeny v hezkém
tvaru).

Standardńı řešeńı. Opět doplněńı na čtverec (dvakrát):

Q[x] = x2
1 + 3x2

2 + 4x2
3 − 2x1x2 + 4x1x3 − 2x2x3

= x2
1 − 2x1x2 + 4x1x3 + 3x2

2 + 4x2
3 − 2x2x3

= (x1 − x2 + 2x3)
2 − (−x2 + 2x3)

2 + 3x2
2 + 4x2

3 − 2x2x3

= (x1 − x2 + 2x3)
2 − x2

2 − 4x2
3 + 4x2x3 + 3x2

2 + 4x2
3 − 2x2x3

= (x1 − x2 + 2x3)
2 + 2x2

2 + 2x2x3

= (x1 − x2 + 2x3)
2 + 2

(

x2 +
x3

2

)2

− x2
3

2
.

Odtud vid́ıme, že sg(Q) = (2, 1, 0), tud́ıž se jedná o indefinitńı formu a Nh = {0} (forma je regulárńı). Prvńı
vektor u polárńı báze, pro nějž Q[u] > 0, dostaneme požadavkem, aby se vynuloval záporný kvadrát a druhý
kladný kvadrát, zat́ımco prvńı kladný kvadrát byl nenulový, což vede na systém x3 = 0, x2 + x3/2 = 0 a
x1 − x2 + 2x3 6= 0, tud́ıž např́ıklad

u =





1
0
0



 .

Druhý vektor v polárńı báze, pro nějž rovněž Q[v] > 0, dostaneme požadavkem, aby se vynuloval záporný
kvadrát a prvńı kladný kvadrát, zat́ımco druhý kladný kvadrát byl nenulový, což vede na systém x3 = 0,
x2 + x3/2 6= 0 a x1 − x2 + 2x3 = 0, tud́ıž např́ıklad

v =





1
1
0



 .

Posledńı vektor w polárńı báze, pro nějž Q[w] < 0, dostaneme požadavkem, aby se vynulovaly kladné
kvadráty a záporný kvadrát byl nenulový, což vede na systém x3 6= 0, x2 + x3/2 = 0 a x1 − x2 + 2x3 = 0,
tud́ıž např́ıklad

w =





−5
−1
2



 .

Polárńı báze je tedy např́ıklad soubor (u, v, w).

Geometrická interpretace formy Q je jednolistý hyperboloid (Obrázek 2).

ad (c)

Stejně jako v předchoźıch př́ıpadech snadno najdeme odpov́ıdaj́ıćı sesquilineárńı formu

h(x, y) = 9x2y2 + 9x3y3 + 6x1y2 + 6x2y1 + 6x1y3 + 6x3y1 − 3x2y3 − 3x3y2

a matici

EQ =





0 6 6
6 9 −3
6 −3 9



 .

Spektrálńı řešeńı. Spektrálńı analýzou odhaĺıme:

σ(EQ) = {−6, 12, 12}, u(−6) =





−2
1
1



 , u(12),1 =





1
0
2



 , u(12),2 =





1
2
0



 .
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Obrázek 2: Kvadrika odpov́ıdaj́ıćı formě Q, př́ıpad (a): jednolistý hyperboloid.

Jedná se tedy o indefinitńı formu, sgQ = (2, 1, 0) a Nh = {0} (forma je regulárńı). Polárńı báze je např́ıklad
vlastńı báze (u(−6), u(12),1, u(12),2).

Standardńı řešeńı. Opět doplněńı na čtverec (dvakrát):

Q[x] = 9x2
2 + 9x2

3 + 12x1x2 + 12x1x3 − 6x2x3

= 9x2
2 + 12x1x2 − 6x2x3 + 9x2

3 + 12x1x3

= 9

[

x2
2 +

4

3
x1x2 −

2

3
x2x3

]

+ 9x2
3 + 12x1x3

= 9

[(

x2 +
2

3
x1 −

1

3
x3

)2

−
(
2

3
x1 −

1

3
x3

)2
]

+ 9x2
3 + 12x1x3

= 9

(

x2 +
2

3
x1 −

1

3
x3

)2

− 4x2
1 − x2

3 + 4x1x3 + 9x2
3 + 12x1x3

= 9

(

x2 +
2

3
x1 −

1

3
x3

)2

− 4x2
1 + 8x2

3 + 16x1x3

= 9

(

x2 +
2

3
x1 −

1

3
x3

)2

+ 8x2
3 + 16x1x3 − 4x2

1

= 9

(

x2 +
2

3
x1 −

1

3
x3

)2

+ 8(x3 + x1)
2 − 8x2

1 − 4x2
1

= 9

(

x2 +
2

3
x1 −

1

3
x3

)2

+ 8(x3 + x1)
2 − 12x2

1.

Odtud rovněž vid́ıme, že se jedná o indefinitńı formu, sgQ = (2, 1, 0) a Nh = {0}. Polárńı báze je např́ıklad









0
1
0



 ,





0
1
3



 ,





3
−3
−3







 .

Geometrická interpretace formy Q je jednolistý hyperboloid (Obrázek 3).
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Obrázek 3: Kvadrika odpov́ıdaj́ıćı formě Q, př́ıpad (c): jednolistý hyperboloid.

ad (d)

Stejně jako v předchoźıch př́ıpadech snadno najdeme odpov́ıdaj́ıćı sesquilineárńı formu

h(x, y) = −x3y3 −
1

2
x1y2 −

1

2
x2y1 +

1

2
x1y3 +

1

2
x3y1 +

1

2
x2y3 +

1

2
x3y2

a matici

EQ =





0 − 1
2

1
2

− 1
2 0 1

2
1
2

1
2 −1



 .

Spektrálńı řešeńı. Spektrálńı analýzou odhaĺıme:

σ(EQ) =

{

−3

2
, 0,

1

2

}

, u(−3/2) =





−1
−1
2



 , u(0) =





1
1
1



 , u(1/2) =





−1
1
0



 .

Jedná se tedy o indefinitńı formu, sgQ = (1, 1, 1) a Nh = {u(0)} (forma je singulárńı). Polárńı báze je
např́ıklad vlastńı báze (u(−3/2), u(0), u(1/2)).

Standardńı řešeńı. Opět doplněńı na čtverec (dvakrát):

Q[x] = −x2
3 − x1x2 + x1x3 + x2x3

= −x2
3 + (x1 + x2)x3 − x1x2

= −
[

x3 −
1

2
(x1 + x2)

]2

+
1

4
(x1 + x2)

2 − x1x2

= −
[

x3 −
1

2
(x1 + x2)

]2

+
1

4
x2
1 +

1

4
x2
2 +

1

2
x1x2 − x1x2

= −
[

x3 −
1

2
(x1 + x2)

]2

+
1

4

(
x2
1 + x2

2 − 2x1x2

)

= −
[

x3 −
1

2
(x1 + x2)

]2

+
1

4
(x1 − x2)

2
+ 0x2

3.
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Odtud rovněž vid́ıme, že se jedná o indefinitńı formu a sgQ = (1, 1, 1). Polárńı báze je např́ıklad









1
1
0



 ,





1
−1
0



 ,





1
1
1







 a Nh =









1
1
1









λ

.

Všimněte si, že nulprostor přirozeně souhlaśı s vlastńım vektorem u(0), jenž odpov́ıdá nulové vlastńı hodnotě.
Zbylé prvky báze se však lǐśı.

Geometrická interpretace formy Q je hyperbolický válec (Obrázek 4).

Obrázek 4: Kvadrika odpov́ıdaj́ıćı formě Q, př́ıpad (d): hyperbolický válec.

ad (e)

Stejně jako v předchoźıch př́ıpadech snadno najdeme odpov́ıdaj́ıćı sesquilineárńı formu

h(x, y) =
1

2
x1y2 +

1

2
x2y1 +

1

2
x1y3 +

1

2
x3y1 +

1

2
x2y3 +

1

2
x3y2

a matici

EQ =





0 1
2

1
2

1
2 0 1

2
1
2

1
2 0



 .

Spektrálńı řešeńı. Spektrálńı analýzou odhaĺıme:

σ(EQ) =

{

−1

2
,−1

2
, 1

}

, u(−1/2),1 =





−1
0
1



 , u(−1/2),2 =





−1
1
0



 , u(1) =





1
1
1



 .

Jedná se tedy o indefinitńı formu, sgQ = (1, 2, 0) a Nh = {0} (forma je regulárńı). Polárńı báze je např́ıklad
vlastńı báze (u(−1/2),1, u(−1/2),2, u(1)).

Standardńı řešeńı. Jak doplnit na čtverec, když nám chyb́ı jakýkoli kvadrát? Vyrob́ıme si ho! A to např́ıklad
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takovouto substitućı
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

x1 = y1 + y2

x2 = y1 − y2

x3 = y3

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

⇔

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

y1 =
x1 + x2

2

y2 =
x1 − x2

2
y3 = x3

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

.

Potom
Q[x] = (y1 + y2)(y1 − y2) + (y1 + y2)y3 + (y1 − y2)y3

= y21 − y22 + 2y1y3

= y21 + 2y1y3 + y23 − y23 − y22

= (y1 + y3)
2 − y23 − y22

=

(
x1 + x2

2
+ x3

)2

− x2
3 −

(
x1 − x2

2

)2

.

Odtud rovněž vid́ıme, že se jedná o indefinitńı formu a sgQ = (1, 2, 0) a Nh = {0}. Polárńı báze je např́ıklad








1
1
0



 ,





1
−1
0



 ,





−1
−1
1







 .

Geometrická interpretace formy Q je dvojlistý hyperboloid (Obrázek 5).

Obrázek 5: Kvadrika odpov́ıdaj́ıćı formě Q, př́ıpad (e): dvojlistý hyperboloid.
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Domáćı úloha 1

Necht’ h : P3 × P3 → C, kde pro každé x, y ∈ P3 plat́ı

h(x, y) := x(0)y(1) + x(1)y(0).

Najděte hermitovskou matici, tj. A = A∗ tak, aby h(x, y) = (x)TE A (y)E.

Standardńı báze E = (e1, e2, e3) splňuje

∀x ∈ C, e1(x) := 1, e2(x) := x, e3(x) := x2.

Tedy
h(e1, e1) = 2, h(e2, e2) = 0, h(e3, e3) = 0,

h(e1, e2) = 1, h(e1, e3) = 1, h(e2, e3) = 0,

h(e2, e1) = 1, h(e3, e1) = 1, h(e3, e2) = 0.

(Posledńı řádek neńı potřeba poč́ıtat, plyne z druhého řádku pomoćı symetrie.) Odtud rovnou můžeme
zkonstruovat matici

A =





h(e1, e1) h(e1, e2) h(e1, e3)
h(e2, e1) h(e2, e2) h(e2, e3)
h(e3, e1) h(e3, e2) h(e3, e3)



 =





2 1 1
1 0 0
1 0 0



 .
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9 Hermitovské a kvadratické formy II

Cvičeńı 1

Necht’ Q je kvadratická forma v R3. Najděte jej́ı poláru h, matici ve standardńı bázi EQ, polárńı bázi,
signaturu, charakter a nulprostor.

Pro x =





x1

x2

x3



 definujme

(a) Q[x] := x2
1 + 3x2

2 + 4x2
3 − 2x1x2 + 4x1x3 − 2x2x3,

(b) Q[x] := x2
1 − 2x2

2 + 4x1x2,

(c) Q[x] := 9x2
2 + 9x2

3 + 12x1x2 + 12x1x3 − 6x2x3,

(d) Q[x] := −x2
3 − x1x2 + x1x3 + x2x3,

(e) Q[x] := x1x2 + x1x3 + x2x3.

Viz cvičeńı 9 v předchoźı kapitolce.

V předchoźı kapitolce jsme pro tyto př́ıklady prezentovali standardńı řešeńı pomoćı doplněńı na čtverec, jakož
i spektrálńı řešeńı. Pańı přednášej́ıćı nás požádala, abychom vás seznámili ještě s jedńım možným postupem,
jak naj́ıt polárńı bázi. Demonstrujme si ho na př́ıkladu (b). Můžete si tento postup zkusit aplikovat i na
ostatńı př́ıklady. Osobně bych doporučoval tento postup použ́ıvat, jan pokud opravdu rozumı́te, jak a proč
funguje.

ad (b)

Maticové řešeńı Připomeňme tvar matice formy vzhledem ke standardńı bázi E:

EQ =





1 2 0
2 −2 0
0 0 0



 .

Polárńı báze A je charakterizována t́ım, že vzhledem k ńı je matice formy AQ diagonálńı. Poněvadž plat́ı
vztah

AQ = (AIE)T EQ AIE,

polárńı báze jsou sloupce matice přechodu AIE. Tuto matici můžeme naj́ıt tak, že matici EQ zdiagonalizujeme
pomoćı současných řádkových a sloupcových úprav a tyto úpravy současně aplikujeme i na jednotkovou
matici:

(
EQ, I

)
=





1 2 0
2 −2 0
0 0 0

∣
∣
∣
∣
∣
∣

1 0 0
0 1 0
0 0 1



∼





1 2 0
0 −6 0
0 0 0

∣
∣
∣
∣
∣
∣

1 0 0
−2 1 0
0 0 1



∼





1 0 0
0 −6 0
0 0 0

∣
∣
∣
∣
∣
∣

1 −2 0
−2 5 0
0 0 1



 =
(
AQ,AIE

)
.

Zde jsme nejdř́ıve k druhému řádku přičetli −2 násobek prvńıho řádku a pak jsme k druhému sloupci
přičetli −2 násobek prvńıho sloupce. Z výsledku vid́ıme, že forma je indefinitńı a sg(Q) = (1, 1, 1), protože
na diagonále matice AQ je jedno kladné, jedno záporné a jedno nulové č́ıslo, a polárńı báze jsou odpov́ıdaj́ıćı
sloupce matice AIE:









1
−2
0



 ,





−2
5
0



 ,





0
0
1







 .

Forma Q je singulárńı a NQ = [e3]λ, protože vektor e3 polárńı báze odpov́ıdá nulovému č́ıslu na diagonále.
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Cvičeńı 2

Necht’ Q je kvadratická forma ve V3 nad R a X je báze V3. Najděte signaturu a polárńı bázi Q a
nulprostor Q. Určete charakter Q (PD, PSD, ND, NSD, indefinitńı). Dále určete, zda jde o regulárńı či
singulárńı formu.

Pro x ∈ V3, (x)X =





α1

α2

α3



 definujme
(a) Q[x] := α2

1 + 3α2
2 + 4α2

3 − 2α1α2 + 4α1α3 − 2α2α3,

(b) Q[x] := α2
1 − 2α2

2 + 4α1α2.

Viz cvičeńı 9 v předchoźı kapitolce. Signatura a charakter formy Q na V3 jsou stejné jako u formy Q̃
generované pravou stranou (vektor o složkách α1, α2, α3) na R

3:

Q[x] = (x)TX
XQ (x)X =: Q̃[α], kde α =





α1

α2

α3



 .

U polárńı báze a nulprostoru je třeba si dát pozor na to, že nalezené vektory ze cvičeńı 9 v předchoźı
kapitolce jsou nyńı složky abstraktńıho vektoru x vzhledem k bázi X.

ad (a)

Signatura sg(Q) = (2, 1, 0), tud́ıž se jedná o indefinitńı formu a NQ = {0} (forma je regulárńı). Polárńı báze
je soubor (u, v, w), kde

(u)X =





1
0
0



 , (v)X =





1
1
0



 , (w)X =





−5
−1
2



 .

ad (b)

Signatura sgQ = (1, 1, 1), tud́ıž se jedná o indefinitńı kvadratickou formu a nulprostor je netriviálńı (forma
je singulárńı). Polárńı báze je soubor (u, v, w), kde

(u)X =





1
0
0



 , (v)X =





−2
1
0



 , (w)X =





0
0
1



 .

NQ = [w]λ.

Cvičeńı 3

Necht’ Q je kvadratická forma ve V4 nad R a X je báze V4. Najděte polárńı bázi Q a nulprostor Q, je-li

XQ :=







0 1
2 0 1

2
1
2 0 1

2 0
0 1

2 0 1
2

1
2 0 1

2 0







.

Stač́ı vyšetřit kvadratickou formu Q̃ na R4, kde

∀x ∈ R
4, Q̃[x] := xT XQx = x1x2 + x1x4 + x2x3 + x3x4.

Spektrálńı řešeńı. Spektrálńı analýzou odhaĺıme:

σ(EQ) = {−1, 1, 0, 0} , ũ(−1) =







−1
1
−1
1







, ũ(1) =







1
1
1
1







, ũ(0),1 =







0
−1
0
1







, ũ(0),2 =







−1
0
1
0







.
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Jedná se tedy o indefinitńı formu a sgQ = (1, 1, 2) a NQ 6= {0} (forma je singulárńı). Polárńı báze pomocné

formy Q̃ na R4 je např́ıklad vlastńı báze (ũ(−1), ũ(1), ũ(0),1, ũ(0),2) a nulprostor NQ̃ = [ũ(0),1, ũ(0),2]λ. Pro
p̊uvodńı formu Q na V4 to znamená, že polárńı báze ve V4 je např́ıklad soubor (u(−1), u(1), u(0),1, u(0),2) a
NQ = [u(0),1, u(0),2]λ, kde

(u(−1))X := ũ(−1), (u(1))X := ũ(1), (u(0),1)X := ũ(0),1, (u(0),2)X := ũ(0),2.

Standardńı řešeńı. Pro doplněńı na čtverec potřebujeme nějaký čtverec mı́t, tud́ıž si ho vyrob́ıme substitućı
(viz cvičeńı 9(e) v předchoźı kapitolce)

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

x1 = y1 + y2

x2 = y1 − y2

x3 = y3

x4 = y4

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

⇔

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

y1 =
x1 + x2

2

y2 =
x1 − x2

2
y3 = x3

y4 = x4

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

.

Potom
Q̃[x] = y21 − y22 + y1y4 + y2y4 + y1y3 − y2y3 + y3y4

= y21 + y1(y4 + y3)− y22 + y2(y4 − y3) + y3y4

=

[

y1 +
1

2
(y3 + y4)

]2

− 1

4
(y3 + y4)

2 −
[

y2 −
1

2
(y4 − y3)

]2

+
1

4
(y4 − y3)

2 + y3y4

=

[

y1 +
1

2
(y3 + y4)

]2

−
[

y2 −
1

2
(y4 − y3)

]2

=
1

4
(x1 + x2 + x3 + x4)

2 − 1

4
(x1 − x2 + x3 − x4)

2
+ 0x2

3 + 0x2
4.

Odtud vid́ıme, že Q̃, a tud́ıž Q, je indefinitńı forma, sgQ = (1, 1, 2) a NQ 6= {0} (forma je singulárńı).

Polárńı báze pomocné formy Q̃ na R4 je např́ıklad soubor (ã, b̃, c̃, d̃), kde

ã =







1
1
0
0







, b̃ =







1
−1
0
0







, c̃ =







−1
0
1
0







, d̃ =







0
−1
0
1







.

Nulprostor NQ̃ = [c̃, d̃]λ, protože vektory c̃, d̃ jsme vybrali tak, aby Q̃[c̃] = 0x2
3 s x3 = 1 a Q̃[d̃] = 0x2

4

s x4 = 1, zat́ımco ostatńı kvadráty se vynulovaly. Pro p̊uvodńı formu Q na V4 to znamená, že polárńı báze
ve V4 je např́ıklad soubor (a, b, c, d) a NQ = [c, d]λ, kde

(a)X := ã, (b)X := b̃, (c)X := c̃, (d)X := d̃.

Cvičeńı 4

Necht’ h je hermitovská forma v R3, která má ve standardńı bázi tvar

h(x, y) := 2x1y1 − x1y2 − x2y1 + x1y3 + x3y1 + x2y2 + 2x3y3.

Necht’ Q je diagonála h. Najděte X bázi R3 tak, aby

(a) XQ =





1 0 0
0 4 0
0 0 9



 ,

(b) XQ =





1 0 0
0 4 0
0 0 0



 .
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Ze zadáńı formy h rovnou vid́ıme, že

Q[x] = h(x, x) = 2x2
1 − 2x1x2 + 2x1x3 + x2

2 + 2x2
3.

a

EQ =





2 −1 1
−1 1 0
1 0 2



 ,

kde E je standardńı báze v R3.

Poněvadž je matice EQ hermitovská, v́ıme, že je diagonalizovatelná, a jeden zp̊usob, jak př́ıklad řešit, je
provést spektrálńı analýzu a naj́ıt bázi R3 tvořenou vlastńımi vektory EQ. To je však v tomto konkrétńım
př́ıpadě poněkud komplikované, poněvadž spektrum nevycháźı v hezkém tvaru.

Pořád však můžeme využ́ıt existenci polárńı báze, kterou je obecně snazš́ı nalézt. Doplněńım na čtverec
(dvakrát) dostáváme

Q[x] = x2
2 − 2x1x2 + x2

1 − x2
1 + 2x2

1 + 2x1x3 + 2x2
3

= (x1 − x2)
2 + (x1 + x3)

2 + x2
3.

Odtud vid́ıme, že forma Q je pozitivně definitńı.

ad (b)

Nemá řešeńı, protože požadovaná matice XQ odpov́ıdá formě, jež je pozitivně semidefinitńı, což je v rozporu
s t́ım, že naše forma je pozitivně definitńı.

ad (a)

V tomto př́ıpadě je zadáńı konzistentńı. Zbývá naj́ıt vhodnou polárńı bázi. Zvolme vektor u tak, aby
(u1 − u2)

2 = 1, (u1 + u3)
2 = 0 a u2

3 = 0, tedy např́ıklad

u :=





0
1
0



 .

Zvolme vektor v tak, aby (v1 − v2)
2 = 0, (v1 + v3)

2 = 4 a v23 = 0, tedy např́ıklad

v :=





2
2
0



 .

Nakonec zvolme vektor w tak, aby (w1 − w2)
2 = 0, (w1 + w3)

2 = 0 a w2
3 = 9, tedy např́ıklad

w :=





−3
−3
3



 .

Řešeńım je tedy např́ıklad polárńı báze X := (u, v, w), poněvadž Q[u] = 1, Q[v] = 4, Q[w] = 9, zat́ımco
h(u, v) = 0, h(u,w) = 0, h(v, w) = 0.

Cvičeńı 5

Necht’ Q je kvadratická forma ve V3 nad R a X je báze V3. Najděte nulprostor Q.

Pro x ∈ V3, (x)X =





α1

α2

α3



 definujme Q[x] := α2
1 + 3α2

2 − 2α1α2 − 4α1α3 + α2α3.
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Standardńı řešeńı. Doplněńım na čtverec (dvakrát) dostáváme

Q[x] = α2
1 − 2α1(α2 + 2α3) + 3α2

2 + α2α3

= [α1 − (α2 + 2α3)]
2 − (α2 + 2α3)

2 + 3α2
2 + α2α3

= [α1 − (α2 + 2α3)]
2 + 2α2

2 − 3α2α3 − 4α2
3

= [α1 − (α2 + 2α3)]
2
+ 2

[(

α2 −
3

4
α3

)2

− 9

16
α2
3

]

− 4α2
3

= [α1 − (α2 + 2α3)]
2
+ 2

(

α2 −
3

4
α3

)2

− 41

8
α2
3.

Odtud vid́ıme, že forma Q je indefinitńı a sg(Q) = (2, 1, 0). Tud́ıž NQ = {0}.

Spektrálńı řešeńı. Na R3 definujme kvadratickou formu

∀α ∈ R
3, Q̃[α] := α2

1 + 3α2
2 − 2α1α2 − 4α1α3 + α2α3 .

Vzhledem ke standardńı bázi E v R3 máme

EQ̃ =





1 −1 −2
−1 3 1

2
−2 1

2 0



 .

Spektrum matice EQ̃ nevycháźı v hezkém tvaru, nicméně snadno spočteme determinant

det(EQ̃) = −41

4
.

Poněvadž je determinant nenulový, nezbytně 0 6∈ σ(EQ̃), tud́ıž je matice EQ̃ regulárńı. To je ekvivalentńı
tomu, že forma Q̃ na R3 je regulárńı, což je ekvivalentńı tomu, že forma Q na V3 je regulárńı. Tedy nezbytně
NQ = {0}.
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Domáćı úkol 1

Necht’ je dána kvadratická forma v C2. Najděte signaturu a polárńı bázi Q.

Q[x] := |x1|2 − ix1x2 + ix1x2 − |x2|2.

Spektrálńı řešeńı. Plat́ı

Q(x, y) = xT EQ y, kde EQ =

(
1 i
−i −1

)

.

Spektrálńı analýzou snadno nalezneme

σ(EQ) =
{
−
√
2,
√
2
}
, u−

√
2 =

(
−i(−1 +

√
2)

1

)

, u√
2 =

(
i(1 +

√
2)

1

)

.

Poněvadž spektrum matice EQ obsahuje jednu zápornou a jednu kladnou vlastńı hodnotu, je forma Q
indefinitńı a sg(Q) = (1, 1, 0). Polárńı báze je např́ıklad vlastńı báze (u−

√
2, u

√
2).

Standardńı řešeńı. Pro doplněńı na čtverec je na komplexńım vektorovém prostoru potřeba využ́ıt vzoreček

∀a, b ∈ C, |a+ b|2 = |a|2 + ab+ ab+ |b|2 = |a|2 + 2ℜ(ab) + |b|2. (9.1)

V našem př́ıpadě zvolme např́ıklad a := x1 a b := −ix2; potom

Q[x] = |x1|2 − ix1x2 + ix1x2 + |x2|2 − |x2|2 − |x2|2

= |x1 − ix2|2 − 2|x2|2.

Odtud vid́ıme, že Q je indefinitńı a sg(Q) = (1, 1, 0). Za polárńı bázi lze zvolit např́ıklad soubor (u, v), kde

u :=

(
1
0

)

, v :=

(
i
1

)

.

Domáćı úkol 2

Necht’ je dána kvadratická forma v C3. Najděte signaturu a polárńı bázi Q.

Q[x] := 2|x1|2 + x1x3 + x1x3 − ix2x3 + ix3x2.

Standardńı řešeńı. Doplněńım na čtverec (dvakrát) pomoćı formulky (9.1) dostaneme

Q[x] = |
√
2x1|2 +

√
2x1

1√
2
x3 +

√
2 x1

1√
2
x3 +

∣
∣
∣
∣

1√
2
x3

∣
∣
∣
∣

2

−
∣
∣
∣
∣

1√
2
x3

∣
∣
∣
∣

2

− ix2x3 + ix2x3

=

∣
∣
∣
∣

√
2 x1 +

1√
2
x3

∣
∣
∣
∣

2

−
∣
∣
∣
∣

1√
2
x3

∣
∣
∣
∣

2

− ix2x3 + i x2x3

=

∣
∣
∣
∣

√
2 x1 +

1√
2
x3

∣
∣
∣
∣

2

− 1

2

(
|x3|2 + 2ix2x3 + 2ix2x3 + |2ix2|2 − |2ix2|2

)

=

∣
∣
∣
∣

√
2 x1 +

1√
2
x3

∣
∣
∣
∣

2

− 1

2

(
|x3 + 2ix2|2 − |2ix2|2

)

=

∣
∣
∣
∣

√
2 x1 +

1√
2
x3

∣
∣
∣
∣

2

− 1

2
|x3 + 2ix2|2 + 2 |x2|2.

Odtud vid́ıme, že Q je indefinitńı a sg(Q) = (2, 1, 0). Za polárńı bázi lze zvolit např́ıklad soubor (u, v, w),
kde

u :=





1
0
0



 , v :=





−1
0
2



 , w :=





i
1

−2i



 .
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Spektrálńı řešeńı. Plat́ı

Q(x, y) = xT EQ y, kde EQ =





2 0 1
0 0 −i
1 i 0



 .

Spektrálńı analýza matice EQ je však v tomto př́ıpadě poněkud komplikovaná (vlastńı č́ısla nevycházej́ı
v hezkém tvaru). Přesto můžeme určit alespoň charakter formy. Snadno spočteme determinant

det(EQ) = −2.

Necht’ λ1, λ2, λ3 jsou vlastńı č́ısla matice matice EQ. Poněvadž zároveň det(EQ) = λ1λ2λ3, rovnou vid́ıme,
že nula neńı ve spektru EQ a jedno nebo tři vlastńı č́ısla jsou záporná. Tud́ıž forma určitě neńı pozitivně
definitńı, ani pozitivně semidefinitńı či negativně semidefinitńı. Dále snadno spočteme stopu

tr(EQ) = 2.

Poněvadž zároveň tr(EQ) = λ1 + λ2 + λ3, rovnou vid́ıme, že alespoň jedno vlastńı č́ıslo muśı být kladné.
Kombinaćı s předchoźı analýzou pomoćı determinantu tedy zjǐst’ujeme (aniž bychom spektrum poč́ıtali!),
že matice EQ má dvě kladná vlastńı č́ısla a jedno záporné vlastńı č́ıslo. Tedy sg(Q) = (2, 1, 0) a forma Q je
indefinitńı.
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10 Kvadratické formy a skalárńı součin

Skalárńı součin je hermitovská sesquilineárńı forma, jež je pozitivně definitńı. Znač́ıme 〈·|·〉.

Cvičeńı 1

Necht’ Q je kvadratická forma ve V3 nad R a X je báze V3. Najděte nulprostor Q.

Pro x ∈ V3, (x)X =





α1

α2

α3



 definujeme Q[x] := α2
1 + 3α2

2 − 2α1α2 − 4α1α3 + α2α3.

Viz cvičeńı 5 v předchoźı kapitolce.

Cvičeńı 2

Necht’ Q je kvadratická forma v R3, X :=









2
1
1



 ,





0
2
1



 ,





0
0
1







 je báze R3. Q má v bázi X tvar

Q[x] := α2
3 − 2α1α3 − 2α2α3, kde x ∈ R

3, (x)X =





α1

α2

α3



 .

Zjistěte, pro která α ∈ R lež́ı





1
2 + α
0



 v nulprostoru Q.

Plat́ı

Q(x, y) = (x)TX
XQ (y)X, kde XQ =





0 0 −1
0 0 −1
−1 −1 1



 .

Odtud rovnou vid́ıme, že

ker(XQ) =









1
−1
0









λ

,

což odpov́ıdá podprostoru generovanému vlastńım vektorem matice XQ, jenž odpov́ıdá nulové vlastńı hod-
notě. Tedy, užit́ım báze X, nacháźıme nulprostor

NQ = ker(EQ) =



1





2
1
1



− 1





0
2
1



+ 0





0
0
1









λ

=









2
−1
0









λ

.

Zadaný α-závisej́ıćı vektor bude ležet v tomto nulprostoru tehdy a jen tehdy, pokud 2(2 + α) = −1, čemuž
odpov́ıdá právě jedno

α = −5

2
.

Cvičeńı 3

Necht’ Q je kvadratická forma ve V3 nad R, která má v bázi X tvar

Q[x] := 5α2
1 + 5α2

2 + α2
3 + 2αα1α2 + 4α1α3 + 4α2α3, kde x ∈ V3, (x)X =





α1

α2

α3



 .

Určete charakter formy Q v závislosti na α ∈ R.
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Spektrálńı řešeńı. Plat́ı

Q(x, y) = (x)TX
XQ (y)X, kde XQ =





5 α 2
α 5 2
2 2 1



 .

Spektrálńı analýzou matice XQ nalezneme

σ(XQ) = {λ1(α), λ2(α), λ3(α)} , kde

λ1(α) := 5− α,

λ2(α) :=
1

2

(

6 + α−
√

48 + 8α+ α2
)

,

λ3(α) :=
1

2

(

6 + α+
√

48 + 8α+ α2
)

.

Vlastńı hodnota λ3(α) je striktně kladná pro všechna α ∈ R. Pro ostatńı dvě vlastńı hodnoty plat́ı

λ1(α)







< 0 ⇔ α > 5,

= 0 ⇔ α = 5,

> 0 ⇔ α < 5,

λ2(α)







< 0 ⇔ α < 3,

= 0 ⇔ α = 3,

> 0 ⇔ α > 3.

Kombinaćı těchto výsledk̊u nakonec dostáváme:

Q je







pozitivně definitńı ⇔ α ∈ (3, 5),

pozitivně semidefinitńı ⇔ (α = 3 ∨ α = 5),

indefinitńı ⇔ α ∈ (−∞, 3) ∪ (5,∞).

Spektrálńı řešeńı II. Ke stejnému závěru lze dospět i následuj́ıćım zp̊usobem, bez nutnosti výpočtu vlast-

ńıch hodnot. Necht’ λ1, λ2, λ3 jsou vlastńı č́ısla matice matice XQ. Snadno spočteme determinant a stopu:

det(XQ) = −(α− 3)(α− 5) a tr(XQ) = 11.

Zároveň plat́ı det(XQ) = λ1λ2λ3 a tr(XQ) = λ1 + λ2 + λ3. Z kladnosti stopy pro všechna α ∈ R v́ıme, že
jedna vlastńı hodnota matice XQ je striktně kladná pro všechna α ∈ R. Ze závislosti determinantu na α
pak vid́ıme, že ostatńı dvě vlastńı hodnoty budou striktně kladné tehdy a jen tehdy, pokud α ∈ (3, 5), což
odpov́ıdá tomu, že forma Q je pozitivně definitńı. Zároveň, pokud α 6∈ [3, 5], právě jedna vlastńı hodnota
bude striktně záporná, zat́ımco ostatńı dvě striktně kladné, což odpov́ıdá tomu, že forma Q je indefinitńı.
Nakonec, pokud α = 3 nebo α = 5, pak z nulovosti determinantu plyne, že existuje alespoň jedna nulová
vlastńı hodnota. Pokud existuj́ı dvě nulové (čemuž ve skutečnosti nedocháźı, viz explicitńı formulky pro
vlastńı č́ısla výše), pak je forma Q pozitivně semidefinitńı (poněvadž třet́ı je vždy striktně kladná). Pokud
existuje pouze jedna nulová vlastńı hodnota (čemuž skutečně docháźı, viz explicitńı formulky pro vlastńı č́ısla
výše), pak by hypoteticky mohl nastat př́ıpad, že zbylé dvě vlastńı hodnoty budou mı́t rozd́ılná znaménka
(čemuž ve skutečnosti nedocháźı, viz explicitńı formulky pro vlastńı č́ısla výše), avšak tento př́ıpad lze
vyloučit pomoćı spojité závislosti determinantu na α jeho striktńı kladnosti pro α ∈ (3, 5).

Standardńı řešeńı. Doplněńım na čtverec (dvakrát) dostáváme

Q[x] = α2
3 + 4α3(α1 + α2) + 5α2

1 + 5α2
2 + 2αα1α2

= [α3 + 2(α1 + α2)]
2 − 4(α1 + α2)

2 + 5α2
1 + 5α2

2 + 2αα1α2

= [α3 + 2(α1 + α2)]
2 + α2

1 + 2(α− 4)α1α2 + α2
2

= [α3 + 2(α1 + α2)]
2 + [α1 + (α− 4)α2]

2 − (α− 4)2α2
2 + α2

2

= [α3 + 2(α1 + α2)]
2 + [α1 + (α− 4)α2]

2 + (−α2 + 8α− 15)α2
2

= [α3 + 2(α1 + α2)]
2 + [α1 + (α− 4)α2]

2 − (α− 3)(α− 5)α2
2.

Odtud rovnou vid́ıme, že forma Q je: pozitivně semidefinitńı tehdy a jen tehdy, pokud α = 3 nebo α = 5;
pozitivně definitńı tehdy a jen tehdy, pokud α ∈ (3, 5); indefinitńı tehdy a jen tehdy, pokud α 6∈ [3, 5].
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Cvičeńı 4

Necht’ Q je kvadratická forma ve V3 nad R, která má v bázi X tvar

Q[x] := αα2
1 − 2α2

2 + (α+ 1)α2
3 − 2αα1α2 − 2αα1α3 + 2α2α3, kde x ∈ V3, (x)X =





α1

α2

α3



 .

Najděte α ∈ R tak, aby
(a) Q byla PD (= pozitivně definitńı),
(b) Q byla singulárńı.

Spektrálńı řešeńı. Plat́ı

Q(x, y) = (x)TX
XQ (y)X, kde XQ =





α −α −α
−α −2 1
−α 1 α+ 1



 .

Snadno spočteme determinant a stopu:

det(XQ) = −α(α2 − α+ 3) a tr(XQ) = 2α− 1.

Determinant je nulový tehdy a jen tehdy, pokud α = 0, což odpov́ıdá situaci, kdy forma Q je singulárńı.
Necht’ λ1, λ2, λ3 jsou vlastńı č́ısla matice matice XQ. Plat́ı det(XQ) = λ1λ2λ3 a tr(XQ) = λ1 + λ2 + λ3.
Aby forma Q byla pozitivně definitńı, všechny vlastńı hodnoty muśı být striktně kladné, tud́ıž nezbytně
muśı platit det(XQ) > 0 (⇔ α < 0) a tr(XQ) > 0 (⇔ α > 1/2), avšak žádné takové α neexistuje, tud́ıž
neexistuje α takové, aby forma Q byla pozitivně definitńı.

Standardńı řešeńı. Doplněńım na čtverec (dvakrát) dostáváme

Q[x] = α
[
α2
1 − 2α1α2 − 2α1α3

]
− 2α2

2 + (α + 1)α2
3 + 2α2α3

= α [α1 − (α2 + α3)]
2 − α(α2 + α3)

2 − 2α2
2 + (α+ 1)α2

3 + 2α2α3

= α [α1 − (α2 + α3)]
2 + α2

3 + 2(1− α)α2α3 − (2 + α)α2
2

= α [α1 − (α2 + α3)]
2
+ [α3 + (1 − α)α2]

2 − (1− α)2α2
2 − (2 + α)α2

2

= α [α1 − (α2 + α3)]
2
+ [α3 + (1 − α)α2]

2 − (α2 − α+ 3)α2
2.

Poněvadž α2−α+3 > 0 pro všechna α ∈ R, forma Q neńı pozitivně definitńı pro jakoukoli volbu α. Forma Q
je singulárńı tehdy a jen tehdy, pokud α = 0.

Cvičeńı 5

V R2 definujeme zobrazeńı

〈x|y〉 := x1y1 + 2x2y2 + x1y2 + x2y1, kde x =

(
x1

x2

)

, y =

(
y1
y2

)

.

Je to skalárńı součin?

ANO.

(x, y) 7→ 〈x|y〉 je symetrická sesquilineárńı forma na R2. Bude se jednat o skalárńı součin tehdy a jen tehdy,
pokud se jedná o pozitivně definitńı formu.

Spektrálńı řešeńı. Plat́ı

〈x|y〉 = xT Ay, kde A :=

(
1 1
1 2

)

.
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Bude se jednat o pozitivně definitńı formu tehdy a jen tehdy, pokud všechny vlastńı hodnoty matice A jsou
striktně kladné. Snadno najdeme spektrum

σ(A) =

{
1

2
(3−

√
5),

1

2
(3 +

√
5)

}

,

odkud rovnou vid́ıme (
√
5 < 3), že se vskutku jedná o skalárńı součin.

Standardńı řešeńı. Vezmeme odpov́ıdaj́ıćı kvadratickou formu a doplńıme na čtverec:

〈x|x〉 = x2
1 + 2x1x2 + 2x2

2

= (x1 + x2)
2 − x2

2 + 2x2
2

= (x1 + x2)
2 + x2

2,

odkud rovnou vid́ıme, že se jedná o pozitivně definitńı formu, tedy o skalárńı součin.

Cvičeńı 6

V P definujme
〈x|y〉 := x(0) y(0) + x(1) y(1) + x(2) y(2).

Je to skalárńı součin?

NE.

(x, y) 7→ 〈x|y〉 je hermitovská forma na P (viz cvičeńı 5 kapitolky 8). Avšak neńı splněna pozitivńı definitnost:
Existuje nenulový polynom p ∈ P takový, že 〈p|p〉 = 0. Např́ıklad

p(t) := t(t− 1)(t− 2), t ∈ C.

(Bude se však jednat o skalárńı součin na prostoru P3, protože polynom druhého či nižš́ıho stupně nemůže
mı́t tři r̊uzné kořeny.)

Cvičeńı 7

Necht’ V je reálný vektorový prostor funkćı definovaných a spojitých na intervalu [0, 1]. Dokažte, že
následuj́ıćı zobrazeńı je skalárńı součin na V.

h(f, g) :=

∫ 1

0

f(t) g(t) dt pro každé f, g ∈ V.

h je hermitovská forma na P (viz cvičeńı 5 kapitolky 8). Zbývá ukázat, že se jedná o pozitivně definitńı
formu. Poněvadž

h[f ] = h(f, f) =

∫ 1

0

|f(t)|2 dt ≥ 0,

forma je pozitivně definitńı nebo pozitivně semidefinitńı. Zbývá ukázat, že druhý př́ıpad nenastává, tedy
h[f ] = 0 ⇒ f = 0. Necht’ h[f ] = 0. Pak f(t) = 0 pro všechna t ∈ [0, 1]. Tedy f je nulová funkce, což bylo
dokázati.

Cvičeńı 8

V R
3 definujeme skalárńı součin

〈x|y〉 := 4x1y1 + x2y2 + x3y3 + x1y2 + x2y1.

Najděte všechny vektory kolmé na e1.
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Necht’ x ∈ R
3 je libovolný vektor. Požadovaná podmı́nka ortogonality znamená 〈x|e1〉 = 0, což po dosazeńı

zadaného skalárńıho součinu dává identitu

4x11 + x20 + x30 + x10 + x20 = 4x1 + x2 = 0.

Tedy libovolný vektor x ∈ R3 kolmý na e1 splňuje

x =





x1

−4x1

x3



 = x1





1
−4
0



+ x3





0
0
1





kde x1, x3 ∈ R jsou libovolná č́ısla. Závěr tedy zńı

{
x ∈ R

3 : x⊥e1
}
=









1
−4
0



 ,





0
0
1









λ

,

což je dvojdimenzionálńı podprostor.

(Všimněte si, že v př́ıpadě standardńıho (eukleidovského) skalárńıho součinu bychom dostali očekávatelný
výsledek

{
x ∈ R3 : x⊥e1

}
= [e2, e3]λ, v tomto cvičeńı však úhly a vzdálenosti měř́ıme nestandardně.)

Cvičeńı 9

V unitárńım prostoru C
2 najděte dvě r̊uzné ON (=ortonormálńı) báze.

Vtipný student zvoĺı standardńı bázi (e1, e2) a jej́ı permutaci (e2, e1). My, méně vtipńı, zvolme však něco
méně triviálńıho, např́ıklad

((
1
0

)

,

(
0
1

))

a

(
1√
2

(
1
1

)

,
1√
2

(
−1
1

))

.
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Domáćı úkol 1

Necht’ Q je kvadratická forma v R3.

Q[x] := (α+ 1)x2
1 + (α+ 2)x2

2 + x2
3 − 2αx1x2 − 2x1x3, kde x =





x1

x2

x3



 .

V závislosti na parametru α ∈ R

(a) určete signaturu,
(b) vyšetřete nulprostor,
(c) najděte polárńı bázi A formy Q tak, aby

AQ =





−2 0 0
0 1 0
0 0 2



 .

Spektrálńı řešeńı. Plat́ı

Q(x, y) = xT EQy =
〈
x|EQy

〉
, kde EQ =





1 + α −α −1
−α 2 + α 0
−1 0 1



 ,

kde 〈·|·〉 je standardńı (eukleidovský) skalárńı součin na R3. Najdeme spektrum

σ(EQ) = {2, λ1(α), λ2(α)} ,
λ1(α) := 1 + α−

√

1 + α+ α2,

λ2(α) := 1 + α+
√

1 + α+ α2,

a odpov́ıdaj́ıćı vlastńı vektory

u(2) =
1√
3





−1
−1
1



 , u(λ1(α)) =





−α+
√
1 + α+ α2

1 + α−
√
1 + α+ α2

1



 , u(λ2(α)) =





−α−
√
1 + α+ α2

1 + α+
√
1 + α+ α2

1



 .

Poněvadž matice EQ je hermitovská, a priori v́ıme, že vlastńı vektory tvoř́ı ortogonálńı bázi R3. Vektor u(2)

jsme normalizovali na jedničku (tedy tak, aby ‖u(2)‖ = 1), zat́ımco ostatńı vektory necháváme nenormali-
zované.

Vlastńı hodnoty 2 a λ2(α) jsou striktně kladné pro všechna α ∈ R, zat́ımco

λ1(α)







< 0 ⇔ α < 0,

= 0 ⇔ α = 0,

> 0 ⇔ α > 0.

V d̊usledku toho rovnou vyřeš́ıme úlohu (a):

sg(Q) =







(2, 1, 0) ⇔ α < 0,

(2, 0, 1) ⇔ α = 0,

(3, 0, 0) ⇔ α > 0.

Pro úlohu (b) nav́ıc potřebujeme znalost vlastńıho vektoru, jenž odpov́ıdá vlastńı hodnotě λ1(α):

NQ =







{0} ⇔ α 6= 0,

[u(λ1(0))]λ =











1

0

1











λ

⇔ α = 0,

(alternativně bychom našli ker(EQ)).
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Pro vyřešeńı úlohy (c) si nejdř́ıve uvědomme, že nezbytná podmı́nka pro dosažeńı požadovaného tvaru
matice AQ je, že α < 0 (jinak máme tři nezáporná vlastńı č́ısla). To je i postačuj́ıćı podmı́nka, poněvadž,
když α < 0, pak máme právě jednu zápornou vlastńı hodnotu (λ1(α)), dvě kladné vlastńı hodnoty (2 a
λ2(α)) a soubor A′ := (u(λ1(α)), u(λ2(α)), u(2)) tvořený odpov́ıdaj́ıćımi vlastńımi vektory je báze R3, tud́ıž

matice EQ je diagonalizovatelná. Necht’ tedy α < 0. Plat́ı

EQ = S′ D′ S′−1, kde D′ :=





λ1(α) 0 0
0 λ2(α) 0
0 0 2



 a S′ :=
(
u(λ1(α)), u(λ2(α)), u(2)

)
,

kde λ1(α) < 0 a λ2(α) > 0. Bez ohledu na tento diagonalizačńı vztah, užit́ım rovnosti Q(x, y) =
〈
x|EQy

〉
,

ortogonality vlastńıch vektor̊u a normalizace vektoru u(2) dostáváme

A
′

Q =





λ1(α)‖u(λ1(α))‖2 0 0
0 λ2(α)‖u(λ2(α))‖2 0
0 0 2



 .

Vid́ıme, že A′ je “téměř” hledaná báze: Znaménka prvk̊u matice A
′

Q jsou v pořádku, ale požadované č́ıselné
hodnoty prvk̊u (A

′

Q)11 a (A
′

Q)22 nesed́ı (a to, současně, pro žádné hodnoty α < 0). Hledanou bázi je možné
naj́ıt vhodnou normalizaćı

A :=
(
au(λ1(α)), bu(λ2(α)), u(2)

)
,

kde a, b ∈ R jsou hledané normalizačńı konstanty. Užit́ım vztahu Q(x, y) =
〈
x|EQy

〉
, ortogonality vlastńıch

vektor̊u a normalizace vektoru u(2) dostáváme

AQ =





λ1(α) a
2‖u(λ1(α))‖2 0 0
0 λ2(α) b

2‖u(λ2(α))‖2 0
0 0 2



 .

Stač́ı tud́ıž zvolit, např́ıklad,

a :=

√
2

√

|λ1(α)| ‖u(λ1(α))‖
, b :=

1
√

λ2(α) ‖u(λ2(α))‖

Nakonec tedy

A =

( √
2

√

|λ1(α)|
u(λ1(α))

‖u(λ1(α))‖
,

√
2

√

|λ2(α)|
u(λ2(α))

‖u(λ2(α))‖
, u(2)

)

.

Standardńı řešeńı.

Q(~x) = (α+ 1)x2
1 + (α+ 2)x2

2 + x2
3 − 2αx1x2 − 2x1x3 = α(x1 − x2)

2 + (x1 − x3)
2 + 2x2

2

ad (a)

Signatura je tedy

sg(Q) =







(3, 0, 0) ⇐⇒ α > 0

(2, 0, 1) ⇐⇒ α = 0

(2, 1, 0) ⇐⇒ α < 0.

ad (b)

Pokud α 6= 0, nulprostor je nulový vektorový prostor. Dále vid́ıme, že pokud α = 0, vektory, které se zobraźı
kvadratickou formou na nulu, maj́ı stejnou prvńı a třet́ı složku a dále maj́ı druhou složku nulovou. Tedy

NQ =







{~0} ⇐⇒ α 6= 0










1

0

1











λ

⇐⇒ α = 0.
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ad (c)

Kvadratickou formu přeṕı̌seme následovně:

Q(~x) = −2

(√

−α

2
(x1 − x2)

)2

+ (x1 − x3)
2 + 2x2

2.

Označ́ıme souřadnice v nové polárńı bázi jako αi. Jelikož je forma reálná, o souřadnice se bude jednat pouze
pokud α < 0, což je v souladu se signaturou hledané formy. Máme tedy

α1 =

√

−α

2
(x1 − x2)

α2 = x1 − x3

α3 = x2,

neboli

x1 =
α1 +

√
−α

2α3
√
−α

2

=

√

− 2

α
α1 + α3

x2 = α3

x3 =

√

− 2

α
α1 − α2 + α3.

Z tohoto vid́ıme, že hledaná polárńı báze vypadá např́ıklad takto

A =













√

− 2
α

0
√

− 2
α







,





0
0
−1



 ,





1
1
1











.
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11 Skalárńı součin a ortogonalita

Cvičeńı 1

V unitárńım prostoru C2 najděte dvě r̊uzné ON báze.

Viz cvičeńı 9 v předchoźı kapitolce 10.

Cvičeńı 1.5

V eukleidovském prostoru R4 je dán podprostor

P :=













1
1
1
1







,







0
1
1
0







,







1
1
0
1













λ

.

Najděte ON bázi P . (a) Bez použit́ı Gram-Schmidta a (b) s použit́ım Gram-Schmidta.

V prvńı řadě standardńı úpravou







1 0 1
1 1 1
1 1 0
1 0 1







∼







1 0 1
0 1 0
0 1 −1
0 0 0







∼







1 0 1
0 1 0
0 0 −1
0 0 0







zjist́ıme, že vektory

p1 :=







1
1
1
1







, p2 :=







0
1
1
0







, p3 :=







1
1
0
1







,

generuj́ıćı podprostor P jsou lineárně nezávislé, tud́ıž dimP = 3 a (p1, p2, p3) je báze P . Báze je to neorto-
gonálńı, poněvadž

‖p1‖2 = 4, ‖p2‖2 = 2, ‖p3‖2 = 3, 〈p1|p2〉 = 2, 〈p1|p3〉 = 3, 〈p2|p3〉 = 1.

ad (a)

Ponechme stranou možnost hledat ON bázi P př́ımým výpočtem a učiňme raděj́ı následuj́ıćı úvahu. Necht’

p, q ∈ P jsou libovolné. Potom existuj́ı č́ısla α1, α2, α3 ∈ R a β1, β2, β3 ∈ R taková, že

p = α1p1 + α2p2 + α3p3 a q = β1p1 + β2p2 + β3p3.

Plat́ı
〈p|q〉 = α1β1‖p1‖2 + α1β2〈p1|p2〉+ α1β3〈p1|p3〉

+ α2β1〈p2|p1〉+ α2β2‖p2‖2 + α2β3〈p2|p3〉
+ α3β1〈p3|p1〉+ α3β2〈p3|p2〉+ α3β3‖p3‖2

=: h(α, β),

kde na pravou stranu můžeme nahĺıžet jako na symetrickou sesquilineárńı formu na R
3 v proměnných

α :=





α1

α2

α3



 , β :=





β1

β2

β3



 .
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Hledáńı ortogonálńı báze podprostoru P se tedy redukuje na nalezeńı polárńı báze formy h. Standardńı
úpravou doplněńı na čtverec najdeme

h[α] = 4α2
1 + 4α1α2 + 6α1α3 + 2α2

2 + 2α2α3 + 3α2
3

=

(

2α1 + α2 +
3

2
α3

)2

−
(

α2 +
3

2
α3

)2

+ 2α2
2 + 2α2α3 + 3α2

3

=

(

2α1 + α2 +
3

2
α3

)2

+ α2
2 − α2α3 +

3

4
α2
3

=

(

2α1 + α2 +
3

2
α3

)2

+

(

α2 −
1

2
α3

)2

− 1

4
α2
3 +

3

4
α2
3

=

(

2α1 + α2 +
3

2
α3

)2

+

(

α2 −
1

2
α3

)2

+
1

2
α2
3 .

Odtud vid́ıme, že polárńı báze formy h je např́ıklad soubor (a, b, c) tvořený vektory

a :=





1
0
0



 , b :=





−1
2
0



 , c :=





−2
1
2



 .

Soubor (p̂1, p̂2, p̂3) tvořený vektory

p̂1 := a1p1 + a2p2 + a3p3 = p1 =







1
1
1
1







,

p̂2 := b1p1 + b2p2 + b3p3 = −p1 + 2p2 =







−1
1
1
−1







,

p̂2 := c1p1 + c2p2 + c3p3 = −2p1 + p2 + 2p3 =







0
1
−1
0







,

bude tedy ortogonálńı báze prostoru P (přesvědčte se o tom zkouškou). Ortonormálńı bázi (p̃1, p̃2, p̃3)
dostaneme renormalizaćı

p̃1 :=
p̂1

‖p̂1‖
=

1

2







1
1
1
1







, p̃2 :=
p̂2
‖p̂2‖

=
1

2







−1
1
1
−1







, p̃3 :=
p̂3
‖p̂3‖

=
1√
2







0
1
−1
0







.

ad (b)

Gram-Schmidtova strategie je založena na pozorováńı, že pokud u je vektor s normou ‖u‖ = 1 a v je jakýkoli
jiný vektor, potom plat́ı ortogonálńı rozklad

v = v‖ + v⊥, kde v‖ := 〈v|u〉u ‖ u, v⊥ := v − 〈v|u〉u ⊥ u.

Vektory u, v⊥ tedy budou ortogonálńı. Pokud u, v jsou lineárně nezávislé, potom vektor v⊥ můžeme nav́ıc
renormalizovat na jedničku

ṽ⊥ :=
v⊥

‖v⊥‖
.

Technická rada: Kdykoli pracujete s normou, berte jej́ı kvadrát.

Prvńı krok Gram-Schmidtovy strategie, jak z lineárně nezávislého souboru (p1, p2, p3) vyrobit ortonormálńı
soubor (p̃1, p̃2, p̃3), spoč́ıvá v pouhé renormalizaci:

p̃1 :=
p1
‖p1‖

=
1

2







1
1
1
1







.
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V druhém kroku aplikujeme výše popsanou strategii na dvojici vektor̊u p̃1 (= u) a p2 (= v):

p̂2 := p2 − 〈p2|p̃1〉p̃1 = p2 −
〈p2|p1〉
‖p1‖2

p1 =







0
1
1
0







− 1

2







1
1
1
1







=
1

2







−1
1
1
−1







,

‖p̂2‖2 = 1,

p̃2 :=
p̂2

‖p̂2‖
= p̂2 =

1

2







−1
1
1
−1







.

Daľśı kroky jsou pouhou indukćı výše popsané strategie. V našem př́ıpadě je třet́ı krok rovněž krokem
posledńım:

p̂3 := p3 − 〈p3|p̃1〉p̃1 − 〈p3|p̃2〉p̃2 =







1
1
0
1







− 1

4

〈







1
1
1
1







∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣







1
1
0
1







〉







1
1
1
1







− 1

4

〈







−1
1
1
−1







∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣







1
1
0
1







〉







−1
1
1
−1







=







1
1
0
1







− 3

4







1
1
1
1







+
1

4







−1
1
1
−1







=
1

2







0
1
−1
0







,

‖p̂3‖2 =
1

2
,

p̃3 :=
p̂3
‖p̂3‖

=
√
2 p̂3 =

1√
2







0
1
−1
0







.

Cvičeńı 2

V eukleidovském prostoru R4 je dán podprostor

P :=













1
2
−1
3







,







4
5
5

−12







,







2
3
1
−2













λ

.

Najděte ON bázi P . (a) Bez použit́ı Gram-Schmidta a (b) s použit́ım Gram-Schmidta.

V prvńı řadě standardńı úpravou







1 4 2
2 5 3
−1 5 1
3 −12 −2







∼







1 4 2
0 −3 −1
0 9 3
0 −24 −8







∼







1 4 2
0 −3 −1
0 0 0
0 0 0







zjist́ıme, že vektory

p1 :=







1
2
−1
3







, p2 :=







4
5
5

−12







, p3 :=







2
3
1
−2







,

generuj́ıćı podprostor P jsou lineárně závislé, dimP = 2 a např́ıklad (p1, p3) je báze P . Báze je to neorto-
gonálńı, poněvadž

‖p1‖2 = 15, ‖p3‖2 = 18, 〈p1|p3〉 = 1.
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ad (a)

Forma na R2

h[α] := 15α2
1 + 2α1α2 + 18α2

2 = 2
(

3α2 +
α1

6

)2

+
269

18
α2
1

má polárńı bázi např́ıklad
((

0
1

)

,

(
18
−1

))

.

Tud́ıž soubor (p̂, q̂) tvořený vektory

p̂ := 0p1 + 1p3 = p3 =







2
3
1
−2







, q̂ := 18p1 − 1p3 =







16
33
−19
56







je ortogonálńı báze podprostoru P . Neńı ortonormálńı, poněvadž

‖p̂‖2 = 18, ‖q̂‖2 = 4842.

Ortonormálńı bázi (p, q) podprostoru P dostaneme renormalizaćı

p :=
p̂

‖p̂‖ =
1√
18







2
3
1
−2







, q :=
q̂

‖q̂‖ =
1√
4842







16
33
−19
56







.

ad (b)

Prvńı krok Gram-Schmidtova procesu je pouhá renormalizace:

p :=
p1
‖p1‖

=
1√
15







1
2
−1
3







.

Druhý a v tomto př́ıpadě i posledńı krok je konstrukce

q̂ := p3 − 〈p3|p〉p = p3 −
〈p3|p1〉
‖p1‖2

p1 =







2
3
1
−2







− 1

15







1
2
−1
3







=
1

15







29
43
16
−33







,

‖q̂‖2 =
269

15
,

q :=
q̂

‖q̂‖ =
1√

15
√
269







29
43
16
−33







.

Soubor (p, q) je hledaná ortonormálńı báze P .

Poznámka na závěr: Pokud se nejedná o úplně bláznivý př́ıklad, lze předpokládat, že č́ıselně hezč́ı výsledky
bychom dostali, pokud bychom pracovali s počátečńı báźı (p1, p2) nebo (p2, p3).

Cvičeńı 3

V eukleidovském prostoru R4 doplňte vektory

p1 :=
1

2







1
1
1
1







, p2 :=
1

6







1
1
3
−5







,

na ON bázi. (a) Bez použit́ı Gram-Schmidta a (b) s použit́ım Gram-Schmidta.
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Předevš́ım si povšimněme, že př́ıklad má smysl, poněvadž vektory p1, p2 jsou ortonormálńı. V každém
př́ıpadě jako nultý krok doplńıme vektory p1, p2 na libovolnou (obecně neortonormálńı) bázi R4, např́ıklad
(p1, p2, e1, e2). Přestože všechny vektory této báze jsou normalizované na jedničku a p1⊥p2 a e1⊥e2, nejedná
se o ortogonálńı bázi, jelikož

〈p1|e1〉 =
1

2
, 〈p1|e2〉 =

1

2
, 〈p2|e1〉 =

1

6
, 〈p2|e2〉 =

1

6
. (11.1)

V daľśım kroku tuto bázi přetvoř́ıme na bázi ortonormálńı modifikaćı vektor̊u e1, e2.

ad (a)

Hledaná ortonormálńı báze je obecně tvaru (p1, p2, p3, p4), kde

p3 := α1p1 + α2p2 + α3e1 + α4e2,

p4 := β1p1 + β2p2 + β3e1 + β4e2,
α1, α2, α3, α4, β1, β2, β3, β4 ∈ R.

S využit́ım identit (11.1) podmı́nky na ortonormalitu zněj́ı:

‖p3‖2 = α2
1 + α2

2 + α2
3 + α2

4 + α1α3 + α1α4 +
1

3
α2α3 +

1

3
α2α4

!
= 1,

‖p4‖2 = β2
1 + β2

2 + β2
3 + β2

4 + β1β3 + β1β4 +
1

3
β2β3 +

1

3
β2β4

!
= 1,

〈p3|p4〉 = α1β1 + α2β2 + α3β3 + α4β4 +
1

2
α1β3 +

1

2
α1β4 +

1

6
α2β3 +

1

6
α2β4

!
= 0,

〈p1|p3〉 = α1 +
1

2
α3 +

1

2
α4

!
= 0,

〈p2|p3〉 = α2 +
1

6
α3 +

1

6
α4

!
= 0,

〈p1|p4〉 = β1 +
1

2
β3 +

1

2
β4

!
= 0,

〈p2|p4〉 = β2 +
1

6
β3 +

1

6
β4

!
= 0.

Zapoměňme na chv́ıli na normalizačńı podmı́nky a snažme se splnit pouze ty ortogonalizačńı. Z posledńıch
čtyř rovnic vyjádř́ıme

α1 = −1

2
(α3 + α4), α2 = −1

6
(α3 + α4), β1 = −1

2
(β3 + β4), β4 = −1

6
(β3 + β4),

a po dosazeńı do třet́ı rovnice dostaneme podmı́nku

α3β3 + α4β4 = 0.

Postačuj́ıćı a (až na znaménko) i nutnou podmı́nkou pro splněńı tohoto vztahu jsou rovnosti α3 := −β4 a
α4 := β3, což vede na nenormalizované vektory

p̂3 = −1

2
(β3 − β4)p1 −

1

6
(β3 − β4)p2 − β4e1 + β3e2,

p̂4 = −1

2
(β3 + β4)p1 −

1

6
(β3 + β4)p2 + β3e1 + β4e2.

Speciálńı volbou β3 := 3 =: β4 nakonec dostaneme netriviálńı vektory

p̂3 = −3e1 + 3e2 = 3







−1
1
0
0







, ‖p̂3‖2 = 18,

p̂4 = −3p1 − p2 + 3e1 + 3e2 =
2

3







2
2
−3
−1







, ‖p̂4‖2 = 8.
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Ted’ už jen stač́ı je znormalizovat:

p3 :=
p̂3

‖p̂3‖
=

1√
2







−1
1
0
0







, p4 :=
p̂4

‖p̂4‖
=

1

3
√
2







2
2
−3
−1







.

ad (b)

Tento př́ıklad je zřejmě o tom, že užit́ı Gram-Schmidtova procesu je koncepčně jednodušš́ı. Rovnou ṕı̌seme

p̂3 := e1 − 〈e1|p1〉p1 − 〈e1|p2〉p2 =







1
0
0
0







− 1

4







1
1
1
1







− 1

36







1
1
3
−5







=
1

36







26
−10
−12
−4







=
1

18







13
−5
−6
−2







,

‖p̂3‖2 =
13

18
,

p3 :=
p̂3

‖p̂3‖
=

1√
13
√
18







13
−5
−6
−2







.

Nakonec:

p̂4 := e2 − 〈e2|p1〉p1 − 〈e2|p2〉p2 − 〈e2|p3〉p3 =







0
1
0
0







− 1

4







1
1
1
1







− 1

36







1
1
3
−5







− −5

13.18







13
−5
−6
−2







=
2

13







0
4
−3
−1







,

‖p̂4‖2 =
8

13
,

p4 :=
p̂4
‖p̂4‖

=
1√
2
√
13







0
4
−3
−1







.

Cvičeńı 4

Necht’

P :=

[(
1 2
2 −1

)

,

(
1 1
−5 3

)

,

(
3 2
8 −7

)]

λ

⊂⊂ R
2,2.

Najděte OG bázi obsahuj́ıćı vektor z

[(
2 1
−2 0

)]

λ

, je-li dán skalárńı součin 〈A|B〉 :=
2∑

i,j=1

AijBij .

Předevš́ım stoj́ı za to se přesvědčit, že se skutečně jedná o skalárńı součin. Pro praktické výpočty ńıže dále
stoj́ı za to si uvědomit následuj́ıćı vztah:

〈A|B〉 = tr(ABT ) = tr(ATB).

Pǐsme P = [p1, p2, p3]λ, kde

p1 :=

(
1 2
2 −1

)

, p2 :=

(
1 1
−5 3

)

, p3 :=

(
3 2
8 −7

)

, a a :=

(
2 1
−2 0

)

.

Snadno ověř́ıme, že p3 = 2a+ p1 − 2p2. Tud́ıž a ∈ P a (a, p1, p2) je báze prostoru P . Nejedná se však o bázi
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ortonormálńı (ani ortogonálńı), poněvadž

‖a‖2 = tr(aT a) = tr

(
8 2
2 1

)

= 9, 〈a|p1〉 = tr

(
−2 6
1 2

)

= 0,

‖p1‖2 = tr(pT1 p1) = tr

(
5 0
0 5

)

= 10, 〈a|p2〉 = tr

(
12 −4
1 1

)

= 13,

‖p2‖2 = tr(pT2 p2) = tr

(
26 −14
−14 10

)

= 36, 〈p1|p2〉 = tr

(
−9 7
7 −1

)

= −10.

Zbývá tuto bázi přetvořit na ortogonálńı bázi a Gram-Schmidt̊uv proces bude za t́ımto účelem zřejmě
nejefektivněǰśı. Poněvadž a⊥p1, stač́ı tyto vektory pouze renormalizovat:

ã :=
a

‖a‖ =
1

3

(
2 1
−2 0

)

, p̃1 :=
p1
‖p1‖

=
1√
10

(
1 2
2 −1

)

.

Potom (nenormalizovaný) vektor p̂2 kolmý zároveň k a i p1 vyrob́ıme Gram-Schmidtovým předpisem:

p̂2 = p2 − 〈p2|ã〉ã− 〈p2|p̃1〉p̃1

=

(
1 1
−5 3

)

− 13

9

(
2 1
−2 0

)

− −10

10

(
1 2
2 −1

)

=
1

9

(
−8 14
−1 18

)

.

Pro tuto výrobu je normalizace vektor̊u ã a p̃1 kruciálńı, poněvadž nás nakonec však zaj́ımá pouze ortogonálńı
báze, můžeme zvolit např́ıklad:

((
2 1
−2 0

)

,

(
1 2
2 −1

)

,

(
−8 14
−1 18

))

,

což odpov́ıdá volbě (a, p1, 9p̂2). (Přesvědčte se zkouškou, že se skutečně jedná o ortogonálńı bázi.)

Cvičeńı 5

Najděte OG bázi P ⊂⊂ R3, kde P ≡ 2x− 2y+ z = 0, je-li v R3 definován skalárńı součin ve standardńı
bázi

〈x|y〉 := 2x1y1 − x1y2 − x2y1 + x2y2 + x3y3,

tak, aby báze obsahovala vektor z Q ≡ x− y − z = 0.

Máme zadaný nestandardńı (neeukleidovský) skalárńı součin. Pro praktické výpočty ńıže navrhuju si ho
přepsat pomoćı maticového násobeńı:

〈x|y〉 = xT Ay, kde A :=





2 −1 0
−1 1 0
0 0 1



 .

Roviny P,Q si zaṕı̌seme coby lineárńı obaly:

P =











x
y

−2x+ 2y



 : x, y ∈ R






= [p1, p2]λ , kde p1 :=





1
0
−2



 , p2 :=





0
1
2





Q =











x
y

x− y



 : x, y ∈ R






= [q1, q2]λ , kde q1 :=





1
0
1



 , q2 :=





0
1
−1



 .

Obvyklým zp̊usobem (2x− 2y + z = 0 ∧ x− y − z = 0) zároveň zjist́ıme, že

P ∩Q = [q]λ , kde q :=





1
1
0



 .
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Rovnou vid́ıme, že vektory q, p1 (nebo q, p1) jsou lineárně nezávislé. Soubor (q, p1) je tedy báze P , jež
obsahuje vektor z Q. Jedná se o neortonormálńı (i neortogonálńı) bázi, poněvadž

‖q‖2 = 1, ‖p1‖2 = 6, 〈q|p1〉 = 1.

Vektor q je tedy už správně normalizovaný (v našem nestandardně zadaném skalárńım součinu). Ze souboru
tedy snadno zkonstruujeme ortogonálńı bázi (q, p̃1) Gram-Schmidtovým předpisem:

p̃1 := p1 − 〈p1|q〉q =





1
0
−2



−





1
1
0



 =





0
−1
−2



 .

Tedy hledaná báze je např́ıklad 







1
1
0



 ,





0
−1
−2







 .

Cvičeńı 6

Necht’ P :=













1
1
0
2







,







0
1
−2
1













λ

⊂⊂ R4 se standardńım skalárńım součinem. Najděte P⊥. Najděte dvěma

r̊uznými zp̊usoby OG pr̊umět x :=







1
1
1
1







do P .

Pǐsme P = [p1, p2]λ, kde

p1 :=







1
1
0
2







, p2 :=







0
1
−2
1







.

Obecná strategie

Rozšǐrme bázi (p1, p2) podprostoru P na bázi celého prostoru R4; snadno ověř́ıme, že za rozš́ı̌renou bázi
lze vźıt např́ıklad (p1, p2, e1, e2). Aplikaćı Gram-Schmidtova ortogonalizačńıho procesu na tento soubor
dostaneme ortonormálńı bázi (q1, q2, q3, q4) v R4, kde

q1 :=
1√
6







1
1
0
2







, q2 :=
1

3
√
2







−1
1
−4
0







, q3 :=
1

3
√
7







7
−1
−2
−1







, q4 :=
1√
21







0
4
−1
−2







.

Z toho, jak tento proces funguje, v́ıme, že [p1, p2]λ = [q1, q2]λ, tud́ıž

P⊥ = [q3, q4]λ =













7
−1
−2
−1







,







0
4
−1
−2













λ

.

Z rozkladu vektoru x do této ortonormálńı báze

x = 〈x|q1〉q1 + 〈x|q2〉q2
︸ ︷︷ ︸

x‖∈P

+ 〈x|q3〉q3 + 〈x|q4〉q4
︸ ︷︷ ︸

x⊥∈P⊥

vid́ıme, že hledaný pr̊umět x‖ splňuje

x‖ = 〈x|q1〉q1 + 〈x|q2〉q2 =
4

6







1
1
0
2







+
−4

18







−1
1
−4
0







=
4

9







2
1
2
3







.
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Trik

Jednodušš́ı zp̊usob, jak naj́ıt pr̊umět x‖, je psát

x = α1p1 + α2p2
︸ ︷︷ ︸

x‖∈P

+ x⊥
︸︷︷︸

∈P⊥

,

kde α1, α2 ∈ R jsou konstanty, jež je potřeba naj́ıt. Z definice ortogonálńıho doplňku v́ıme, že p1⊥x⊥
a p2⊥x⊥. Tud́ıž, přenásobeńım (ve smyslu skalárńıho součinu) rovnosti výše vektory p1, p2, eliminujeme
neznámý vektor x⊥ a dostaneme lineárńı systém

〈x|p1〉 = α1‖p1‖2 + α2〈p2|p1〉,
〈x|p2〉 = α1〈p1|p2〉+ α2‖p2‖2.

Zde známe vše

‖p1‖2 = 6, ‖p2‖2 = 6, 〈p1|p2〉 = 3, 〈x|p1〉 = 4, 〈x|p2〉 = 0,

kromě hledaných konstant α1, α2, jež však ze soustavy rovnou spočteme:

α1 =
8

9
, α2 = −4

9
.

Tedy

x‖ =
8

9







1
1
0
2







− 4

9







0
1
−2
1







=
4

9







2
1
2
3







.

Cvičeńı 7

Necht’ P ⊂ R3 se skalárńım součinem

〈x|y〉 := 2x1y1 + x2y2 + 6x3y3 − x1y2 − x2y1 + x1y3 + x3y1 + x2y3 + x3y2.

Najděte ON bázi P⊥, je-li P ≡ x = 0.

Geometrický význam podprostoru P je rovina yz:

P = [e2, e3]λ.

Při standardńım (eukleidovském) skalárńım součinu, bychom rovnou věděli, že P⊥ = [e1]λ, avšak nestan-
dardně zadaný skalárńı součin nám vše komplikuje a řešeńı bude vypadat jinak. Pro praktické výpočty ńıže
navrhuju si zadaný skalárńı součin přepsat pomoćı maticového násobeńı:

〈x|y〉 = xT Ay, kde A :=





2 −1 1
−1 1 1
1 1 6



 .

Soubor (e2, e3) je báze podprostoru P . Rozšǐrme tento soubor na bázi (e2, e3, e1) celého prostoru R3. Plat́ı

‖e1‖2 = 2, ‖e2‖2 = 1, ‖e3‖2 = 6, 〈e1|e2〉 = −1, 〈e1|e3〉 = 1, 〈e2|e3〉 = 1.

Aplikaćı Gram-Schmidtova procesu na bázi (e2, e3, e1) dostaneme ortonormálńı bázi (f1, f2, f3) s vektory

f1 :=





0
1
0



 , f2 :=
1√
5





0
−1
1



 , f3 :=
1√
5





5
7
−2



 .

Z toho, jak Gram-Schmidt̊uv proces funguje, v́ıme, že [e2, e3]λ = [f1, f2]λ, tud́ıž

P⊥ = [f3]λ =









5
7
−2









λ

.
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Cvičeńı 8

Necht’ P,Q ⊂⊂ R4, kde R4 je eukleidovský prostor. Najděte Q⊥ do P , je-li

P :=













2
1
1
0







,







0
−1
−1
1







,







0
2
2
3













λ

a Q :=













1
0
0
−2







,







4
2
2
5













λ

.

Pǐsme P = [p1, p2, p3]λ a Q = [q1, q2]λ, kde pořad́ı vektor̊u je jako v zadáńı. Snadno ověř́ıme, že (p1, p2, p3)
je báze P a (q1, q2) je báze Q, tud́ıž dimP = 3 (P je nadrovina) a dimQ = 2 (Q je rovina).

Doplňme bázi (q1, q2) prostoru Q na bázi celého prostoru R4; snadno ověř́ıme, že např́ıklad (q1, q2, e1, e2) je
požadovaná báze. Aplikaćı Gram-Schmidtova procesu na tuto rozš́ı̌renou bázi dostaneme ortonormálńı bázi
(f1, f2, f3, f4) prostoru R4 s vektory

f1 :=
1√
5







1
0
0
−2







, f2 :=
1√
1045







26
10
10
13







, f3 :=
1√
418







8
−13
−13
4







, f4 :=
1√
2







0
1
−1
0







.

Z toho, jak Gram-Schmidt̊uv proces funguje, v́ıme, že [q1, q2]λ = [f1, f2]λ, tud́ıž

Q⊥ (do R4) = [f3, f4]λ.

Zároveň aplikujme Gram-Schmidt̊uv proces na bázi (p1, p2, p3) prostoru P , č́ımž vyrob́ıme ortonormálńı
bázi (p̃1, p̃2, p̃3) prostoru P s vektory

p̃1 :=
1√
6







2
1
1
0







, p̃2 :=
1√
21







2
−2
−2
3







, p̃3 :=
1√
7







−1
1
1
2







.

Libovolný vektor x z celkového ortogonálńıho doplňku Q⊥ (do R4) splňuje x = αf3 + βf4, kde α, β ∈ R.
Takovýto vektor chceme rozložit následuj́ıćım zp̊usobem

x = x‖
︸︷︷︸

∈P

+ x⊥
︸︷︷︸

∈P⊥

,

kde P⊥ je ortogonálńı doplněk P (do R4), jehož explicitńı tvar však znát nepotřebujeme. Přenásobeńım
(ve smyslu skalárńıho součinu) této rovnosti vektory p̃1, p̃2, p̃3 a užit́ım 〈x⊥|p̃j〉 = 0 pro j = 1, 2, 3, totiž
vektor x⊥ vyeliminujeme a dostaneme systém

α〈f3|p̃1〉+ β〈f4|p̃1〉 = 〈x|p̃1〉 = 〈x‖|p̃1〉,
α〈f3|p̃2〉+ β〈f4|p̃2〉 = 〈x|p̃2〉 = 〈x‖|p̃2〉,
α〈f3|p̃3〉+ β〈f4|p̃3〉 = 〈x|p̃3〉 = 〈x‖|p̃3〉.

Po dosazeńı č́ıselných hodnot skalárńıch součin̊u 〈fi|p̃j〉 tento systém zńı

− 5√
627

α = 〈x‖|p̃1〉,

40

√

2

4389
α = 〈x‖|p̃2〉,

−13

√

2

1463
α = 〈x‖|p̃3〉.

Poznámka. Plat́ı 〈f4|p̃j〉 = 0 pro všechna j = 1, 2, 3, tud́ıž f4 ∈ P⊥. Poněvadž dimP⊥ = 4 − dimP = 1,
dostáváme mimochodem P⊥ = [f4]λ. Tı́m bychom př́ıklad mohli ukončit (nebo dokonce už dř́ıve, pokud
bychom si všimli, že 〈f4|pj〉 = 0 pro všechna j = 1, 2, 3), jelikož z ortogonality nezbytně plyne, že f3 ∈ P ,
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tud́ıž Q⊥ do P = [f3]λ. Pokračujme však v započatém systematickém řešeńı a dokažme si ten samý výsledek
následuj́ıćım zp̊usobem.

Poněvadž (p̃1, p̃2, p̃3) je ortonormálńı báze, máme rozklad

x‖ = 〈x‖|p̃1〉p̃1 + 〈x‖|p̃2〉p̃2 + 〈x‖|p̃3〉p̃3

= − 5√
627

α
1√
6







2
1
1
0







+ 40

√

2

4389
α

1√
21







2
−2
−2
3







− 13

√

2

1463
α

1√
7







−1
1
1
2







= α
1√
418







8
−13
−13
4







= αf3.

Tedy pr̊umět x‖ vektoru x (z celkového ortogonálńıho doplňku Q⊥ do R4) do P je násobek vektoru f3.
Tud́ıž

Q⊥ do P = [f3]λ =













8
−13
−13
4













λ

.

Cvičeńı 9

Necht’ P3 je prostor polynomů stupně maximálně 2 se skalárńım součinem
(a) 〈x|y〉 := α0β0 + α1β1 + α2β2,
(b) 〈x|y〉 := α0β0 − α0β1 − α1β0 + 2α1β1 + 4α2β2,

kde x(t) := α0 + α1t+ α2t
2 a y(t) := β0 + β1t+ β2t

2 pro každé t ∈ C.
Najděte jeho ON bázi v prvńım a druhém př́ıpadě.

Připomeňme, že prostor P3 je isomorfńı eukleidovskému prostoru C3. Skutečně, pro libovolný polynom
x ∈ P3 tvaru x(t) := α0 + α1t+ α2t

2 pro každé t ∈ C, kde α0, α1, α2 ∈ C, plat́ı

(x)E =





α0

α1

α2



 =: α ∈ C
3,

kde E = (e0, e1, e2) je standardńı báze P3 tvořená monomy e0(t) := 1, e1(t) := t a e2(t) := t2.

ad (a)

Volba skalárńıho součinu odpov́ıdá na C3 standardńı (eukleidovské) volbě. Za ortonormálńı bázi na C3 lze
v tomto př́ıpadě zvolit standardńı bázi









1
0
0



 ,





0
1
0



 ,





0
0
1







 , (11.2)

čemuž odpov́ıdá standardńı báze (e0, e1, e2) na P3.

ad (b)

Volba skalárńıho součinu odpov́ıdá na C3 nestandardńı volbě

〈x|y〉 = αT Aβ, kde A :=





1 −1 0
−1 2 0
0 0 4



 .
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Aplikaćı Gram-Schmidtova procesu na standardrńı bázi (11.2) dostaneme na R
3 ortonormálńı bázi









1
0
0



 ,





1
1
0



 ,
1

2





0
0
1







 . (11.3)

Této bázi odpov́ıdá na P3 ortonormálńı báze (e0, e0 + e1,
1
2e2).
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Domáćı úkol 1

Necht’ je v prostoru matic R2,2 dán skalárńı součin s matićı

EQ :=







4 3 2 1
3 3 2 1
2 2 2 1
1 1 1 1







.

Řešte úlohu 4 s takto zadaným skalárńım součinem.

Nejprve najdeme bázi X prostoru P obsahuj́ıćı matici

(
2 1
−2 0

)

:







2 1 1 3
1 2 1 2
−2 2 −5 8
0 −1 3 −7







∼ · · · ∼







2 1 1 3
0 1 −3 7
0 0 5 −10
0 0 0 0







.

Máme tedy např́ıklad

X = (X1,X2,X3) =

((
2 1
−2 0

)

,

(
1 2
2 −1

)

,

(
1 1
−5 3

))

.

Tuto bázi nyńı ortogonalizujeme:

Y1 = X1 =

(
2 1
−2 0

)

,

Y2 = X2 −
(X2)

T
E
EQ(Y1)E

(Y1)TE
EQ(Y1)E

Y1 =

(
1 2
2 −1

)

− 20

15

(
2 1
−2 0

)

=
1

3

(
−5 2
14 −3

)

,

Y3 = X3 −
(X3)

T
E
EQ(Y1)E

(Y1)TE
EQ(Y1)E

Y1 −
(X3)

T
E
EQ(Y2)E

(Y2)TE
EQ(Y2)E

Y2 =

=

(
1 1
−5 3

)

− 1

3

(
2 1
−2 0

)

+
44

73
· 1
3

(
−5 2
14 −3

)

=
1

73

(
−49 78
−111 175

)

.

Hledaná báze je tedy např́ıklad Y = (Y1,Y2,Y3).

Domáćı úkol 2

Necht’ P := {x ∈ R4 : x1 + 2x2 + x3 = 0} a Q :=













1
−1
1
−1













λ

. V R4 je definován skalárńı součin ve

standardńı bázi E
〈x|y〉 := 2x1y1 + x2y2 + x3y3 + x4y4 − x1y4 − x4y1.

Najděte ON bázi Q⊥ do P .

Snadno ověř́ıme, že prostor P má bázi např́ıklad:

X = (~x1, ~x2, ~x3) =













1
−1
1
−1







,







−1
0
1
0







,







0
0
0
1













.
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Tuto bázi nyńı ortogonalizujeme:

~y1 = ~x1 =







1
−1
1
−1







,

~y2 = ~x2 −
〈~x2|~y1〉
‖~y1‖2

~y1 =







−1
0
1
0







+
2

7







1
−1
1
−1







=
1

7







−5
−2
9
−2







,

~y3 = ~x3 −
〈~x3|~y1〉
‖~y1‖2

~y1 −
〈~x3|~y2〉
‖~y2‖2

~y2 =







0
0
0
1







+
2

7







1
−1
1
−1







− 3

17
· 1
7







−5
−2
9
−2







=
1

17







7
−4
1
13







Vid́ıme tedy, že vektory ~y2 a ~y3 tvoř́ı OG bázi Q⊥ do P . Nakonec oba ortonormalizujeme a dostaneme ON
bázi Q⊥ do P :

~y2
‖~y2‖

=

√

7

17
· 1
7







−5
−2
9
−2







=
1

119







−5
−2
9
−2







,

~y3
‖~y3‖

=

√

17

6
· 1

17







7
−4
1
13







=
1

102







7
−4
1
13







.

Domáćı úkol 3

Necht’ P ⊂⊂ R4, kde P ≡ x− 2y + z = 0. V R4 je definován skalárńı součin

〈x|y〉 := 2x1y1 + x2y2 + 6x3y3 + x4y4 − x1y4 − x4y1 + x1y3 + x3y1 + x2y3 + x3y2,

kde x :=







x1

x2

x3

x4







a y :=







y1
y2
y3
y4







. Najděte

(a) P⊥,

(b) aP , je-li a :=







0
0
−1
2






.

ad (a)

Báze X podprostoru P je např́ıklad

X = (~x1, ~x2, ~x3) =













1
0
−1
0







,







1
1
1
0







,







0
0
0
1













.

Dimenze P je 3, v P⊥ tedy bude ležet jeden vektor ~q = (q1, q2, q3, q4)
T , kolmý na všechny vektory z báze

X. Muśı tedy platit

〈~x1|~q〉 = q1 − q2 − 5q3 − q4 = 0,

〈~x2|~q〉 = 3q1 + 2q2 + 8q3 − q4 = 0,

〈~x3|~q〉 = −q1 + q4 = 0.
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Matice soustavy je 



1 −1 −5 −1
3 2 8 −1
−1 0 0 1



 ∼





1 0 0 −1
0 −1 −5 0
0 0 −2 2



 .

Dostáváme tedy

P⊥ = [~q]λ =













1
−5
1
1













λ

.

ad (b)

Z definice ortogonálńıho pr̊umětu máme ~aP = ~a− ~aP⊥ . Nav́ıc,

~aP⊥ =
〈~a|~q〉
‖~q‖2 ~q =

−2

24







1
−5
1
1







a dohromady dostáváme

~aP =







0
0
−1
2







− −2

24







1
−5
1
1







=
1

12







1
−5
−11
25







.
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12 Metrická geometrie

Cvičeńı 1

Necht’ P ⊂ R
4 se skalárńım součinem definovaným

〈x|y〉 := x1y1 + 2x2y2 + x3y3 + 3x4y4 − x3y4 − x4y3.

Necht’ a :=







−1
2
3
2







a P ≡ x+ y + z − u = 0
y − 2u = 0

. Spočtěte ρ(a, P ).

Geomerický význam vektoru a je bod. Geomerický význam objektu P je pr̊unik dvou nadrovin procházej́ıćıch
počátkem:

P = P1 ∩ P2, P1 :=













x
y
z
u







∈ R
4 : x+ y + z − u = 0







, P2 :=













x
y
z
u







∈ R
4 : y − 2u = 0







.

Pr̊unik je množina bod̊u, které muśı splňovat stejná omezeńı zároveň: Z rovnice, jež definuje nadrovinu P2,
vyjádř́ıme y = 2u, dosad́ıme do rovnice, jež definuje nadrovinu P1, a z té pak vyjádř́ıme x = −y − z + u =
−2u− z + u = −z − u. Tedy

P =













−z − u
2u
z
u







: z, u ∈ R







=







z







−1
0
1
0







+ u







−1
2
0
1







: z, u ∈ R







=













−1
0
1
0







,







−1
2
0
1













λ

.

Pr̊unik P je tedy rovina procházej́ıćı počátkem. Ambientńı prostor R4 je naneštěst́ı čtyřrozměrný, tud́ıž
si nemůžeme kreslit obrázek, nicméne pořád plat́ı geometricky intuitivńı fakt, že vzdálenost bodu a od
roviny P dostaneme jako velikost ortogonálńı projekce

ρ(a, P ) = ‖a⊥‖, kde a = a‖
︸︷︷︸

∈P

+ a⊥
︸︷︷︸

∈P⊥

. (12.1)

Problém se tedy redukuje na výpočet ortogonálńıho pr̊umětu a do P⊥, jenž zde znač́ıme a⊥.

Jako v cvičeńı 6 předchoźı kapitolky 11 lze pro nalezeńı a⊥ použ́ıt r̊uzné zp̊usoby. Použijme trikový zp̊usob.
Plat́ı

a‖ = α1p1 + α2p2, kde p1 :=







−1
0
1
0







, p2 :=







−1
2
0
1







,

a α1, α2 ∈ R jsou konstanty, jež je potřeba určit. Poněvadž p1⊥x⊥ a p2⊥x⊥, z rovnosti (12.1) dostaneme

〈a|p1〉 = α1‖p1‖2 + α2〈p2|p1〉,
〈a|p2〉 = α1〈p1|p2〉+ α2‖p2‖2,

kde (pozor na nutnost použ́ıt zadaný, nestandardńı skalárńı součin)

‖p1‖2 = 2, ‖p2‖2 = 12, 〈p1|p2〉 = 0, 〈a|p1〉 = 2, 〈a|p2〉 = 12.

Tud́ıž α1 = 1 = α2, a tedy

a‖ = p1 + p2 =







−2
2
1
1







, a⊥ = a− a‖ =







1
0
2
1







.
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Protože ‖a⊥‖2 = 4, dostáváme nakonec
ρ(a, P ) = 2.

Cvičeńı 2

Necht’ R3 je eukleidovský prostor, necht’ jsou dány lineárńı variety

W1 ≡ x+ 5y + z = 3 a W2 =





1
0
5



+









−2
1
−3









λ

.

Určete ρ(W1,W2).

Varieta W2 je př́ımka určená směrovým vektorem r a procházej́ıćı bodem a2, kde

r :=





−2
1
−3



 , a2 :=





1
0
5



 ;

specificky W2 = a2 + P2, kde P2 := [r]λ je př́ımka procházej́ıćı počátkem. Varieta W1 je rovina určená
normálovým vektorem n či směrovými vektory p, q (po vyjádřeńı z = 3− x− 5y) a procházej́ıćı bodem a1,
kde

n :=





1
5
1



 , p :=





1
0
−1



 , q :=





0
1
−5



 , a1 :=





0
0
3



 ;

specificky W1 = a1 + P1, kde P1 := [p, q]λ je rovina procházej́ıćı počátkem. Všimněte si, že př́ımka W2

nelež́ı v rovině W1 (protože např́ıklad W2 ∋ a2 6∈ W1). Geometricky je zřejmé, že vzdálenost př́ımky W2 od
roviny W1 v R

3 bude nenulová tehdy a jen tehdy, pokud r je lineárńı kombinaćı p, q (což odpov́ıdá tomu,
že př́ımka W2 je rovnoběžná s rovinou W1), což skutečně je, poněvadž r = −2p + q. (Jsme v R3, tak si
nakreslete obrázek!) Tedy P1 + P2 = P1 a plat́ı

ρ(W1,W2) = ρ(a1 − a2, P1 + P2) = ρ(a1 − a2, P1) = ‖a⊥‖,

kde

a := a1 − a2 =





−1
0
−2



 a a = a‖
︸︷︷︸

∈P1

+ a⊥
︸︷︷︸

∈P⊥
1

.

Problém se tedy opět redukuje na výpočet ortogonálńıho pr̊umětu a do P⊥
1 , jenž zde znač́ıme a⊥.

Jako obvykle pǐsme a‖ = αp+βq, kde konstanty α, β ∈ R je třeba určit. Přenásobeńım (ve smyslu skalárńıho
součinu) rovnosti a = a‖ + a⊥ vektory p, q eliminujeme ortogonálńı vektor a⊥ a dostaneme soustavu

〈a|p〉 = α‖p‖2 + β〈q|p〉,
〈a|q〉 = α〈p|q〉+ β‖q‖2,

kde
‖p‖2 = 2, ‖q‖2 = 26, 〈p|q〉 = 5, 〈a|p〉 = 1, 〈a|q〉 = 10.

Tud́ıž α = − 8
9 a β = 5

9 , a tedy

a‖ = −8

9
p+

5

9
q =

1

9





−8
5

−17



 , a⊥ = a− a‖ =
1

9





−1
−5
−1



 .

Protože ‖a⊥‖2 = 1
3 , dostáváme nakonec

ρ(a, P ) =
1√
3
.
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Cvičeńı 3

V prostoru R3 se skalárńım součinem

〈x|y〉 := x1y1 − x1y2 − x2y1 + 2x2y2 + x3y3

je dána lineárńı varieta W ≡ x+ 2y − 3z = 2 a bod a :=





1
1
1



. Určete ρ(a,W ).

Varieta W je rovina neprocházej́ıćı počátkem, pro ńıž můžeme psát (pozor na nutnost pracovat se zadaným,
nestandardńım skalárńım součinem)

W = {x ∈ R
3 : 〈x, n〉 = α}, kde α := 2, n :=





4
3
−3



 .

Vzdálenost bodu a od roviny W pak źıskáme z užitečného vzorečku (obecně platného pro vzdálenost bod̊u
od nadrovin)

ρ(a,W ) =
|〈a, n〉 − α|

‖n‖ =
2√
19

,

kde jsme dosadili ‖n‖2 = 19 a 〈a, n〉 = 0.

Cvičeńı 4

Určete, jaký úhel sv́ıraj́ı lineárńı variety W1,W2 v eukleidovském prostoru R3, je-li

W1 ≡ x+ y + 3z = 1
x− y − z = 2

a W2 :=





0
0
−1



+









0
−1
1



 ,





1
1
−3









λ

.

Varieta W1 je pr̊unik dvou rovin (neprocházej́ıćıch počátkem). Vyjádřeńım x = 1 − y − 3z z prvńı rovnice
a dosazeńım do druhé rovnice dostaneme vztah y = − 1

2 (1 + 4z), z čehož nakonec vydedukujeme, že W1 je
př́ımka W1 = a+ [p]λ určená vektory

a :=
1

2





3
−1
0



 , p :=





−1
−2
1



 .

Ze zadáńı rovnou vid́ıme, že W2 je rovina (neprocházej́ıćı počátkem). Úhel mezi př́ımkou W1 a rovinou W2

je definován coby úhel

∢(W1,W2) :=
π

2
− α,

kde α je volba mezi úhlem mezi směrovým vektorem p př́ımky a normálovým vektorem n roviny, nebo
úhlem mezi obráceným směrovým vektorem −p př́ımky a normálovým vektorem n roviny, jež dá ostrý úhel,
tedy α ∈ [0, π2 ]. Je tedy potřeba nejdř́ıve určit normálový vektor n. Jedna možnost, jak ho zjistit, je přej́ıt
od parametrického vyjádřeńı roviny W2 k vektorovému. Př́ımočařeǰśı je využ́ıt faktu, že vektorový součin
dvou vektor̊u definuje vektor, jenž je kolmý k těmto dvoum vektor̊um. Pokud za tyto dva vektory vezmeme
směrové vektory roviny, dostaneme

n =





0
−1
1



×





1
1
−3



 =





2
1
1



 .

Nakonec využijeme geometrického vztahu

〈p|n〉 = ‖p‖‖n‖ cos∢(p, n),
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kde ∢(p, n) znač́ı úhel, jenž sv́ıraj́ı vektory p, n. Po dosazeńı č́ıselných hodnot

‖p‖2 = 6, ‖n‖2 = 6, 〈p|n〉 = −3,

dostaneme

cos∢(p, n) = −1

2
.

Poněvadž kosinus vycháźı záporný, úhel ∢(p, n) = arccos(− 1
2 ) = 2π

3 ∈ (π2 , π) je tupý. Ostrého úhlu α
bychom doćılili, pokud bychom vzali jeden z vektor̊u p nebo n s opačným znaménkem. Alternativně

cosα = | cos∢(p, n)| = 1

2
⇐⇒ α = arccos

(
1

2

)

=
π

3
.

Nakonec tedy

∢(W1,W2) =
π

2
− π

3
=

π

6
.

Cvičeńı 5

Necht’ jsou dány lineárńı variety W1,W2 v eukleidovském prostoru R2

W1 ≡ x = 0, W2 ≡ 3x− 4y = −12.

Najděte všechny body variety W1, které maj́ı stejnou vzdálenost od bodu

(
0
0

)

a od W2.

Varieta

W1 =

{(
x1

x2

)

∈ R
2 : x1 = 0

}

=

[(
0
1

)]

λ

je př́ımka procházej́ıćı počátkem (osa x2). Varieta

W2 =

{(
x1

x2

)

∈ R
2 : 〈x|n〉 = α

}

, kde α := −12, n :=

(
3
−4

)

,

je př́ımka neprocházej́ıćı počátkem. (Kreslete ti obrázek!) Necht’ b ∈ W1 je libovolný bod lež́ıćı na varietěW1,
tedy

b =

(
0
b2

)

, kde b2 ∈ R.

Vzdálenost bodu b od počátku 0 je zřejmě

ρ(b, 0) = ‖b− 0‖ = |b2|.

Vzdálenost bodu b od př́ımky W2 je

ρ(b,W2) =
|〈b|n〉 − α|

‖n‖ =
| − 4b2 + 12|

5
.

Porovnáńım těchto dvou výraz̊u dostáváme (např́ıklad umocněńım a vyřešeńım kvadratické rovnice)

ρ(b, 0) = ρ(b,W2) ⇐⇒
(

b2 = −12 ∨ b2 =
4

3

)

.

Řešeńım zadané úlohy jsou tedy právě dva body

{
b ∈ R

2 : ρ(b, 0) = ρ(b,W2)
}
=

{(
0

−12

)

,

(
0
4
3

)}

.
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Cvičeńı 6

V R2 se skalárńım součinem
〈x|y〉 := 2x1y1 + x2y2 − x1y2 − x2y1

najděte neparametrické rovnice př́ımky p, která splňuje
(a) p ‖ W , kde W ≡ x− 2y = 3,

(b) ρ

((
2
3

)

, p

)

=
√
5.

Zadáńı chápeme (možná špatně) tak, že podmı́nky (a), (b) muśı být splněny zároveň.

Varieta W je př́ımka (neprocházej́ıćı počátkem)

W =

(
3
0

)

+ P, kde P :=

[(
2
1

)]

λ

.

Libovolná př́ımka p rovnoběžná s W je obecně tvaru

p = b+ P, kde b :=

(
b1
b2

)

∈ R
2.

Tı́m zaruč́ıme podmı́nku (a). Podmı́nka (b):

ρ(a, p) =
√
5, kde a :=

(
2
3

)

,

dále vymezuje vektor b. Z geometrické interpretace (kreslete si obrázek) je zřejmé, že budou existovat dvě
takovéto př́ımky.

Pomoćı Gram-Schmidtova ortogonalizačńıho procesu, zkonstruujme ortonormálńı bázi (f1, f2) prostoru R2

splňuj́ıćı

f1 :=
1√
5

(
2
1

)

∈ P, f2 :=
1√
5

(
−1
−3

)

∈ P⊥.

Pǐsme
a− b = 〈a− b, f1〉f1

︸ ︷︷ ︸

(a−b)‖∈P

+ 〈a− b, f2〉f2
︸ ︷︷ ︸

(a−b)⊥∈P⊥

,

kde explicitně

〈a− b, f2〉 =
1√
5
(−4− b1 + 2b2).

Potom

ρ(a, p)2 = ‖(a− b)⊥‖2 = |〈a− b, f2〉|2 =
1

5
(−4− b1 + 2b2)

2.

Podmı́nka (b) je tedy ekvivalentńı rovnici

| − 4− b1 + 2b2| = 5,

jež má nekonečně mnoho řešeńı, což odpov́ıdá tomu, že vektor posunut́ı b v parametrickém vyjádřeńı př́ımky
p = b + P neńı určen jednoznačně. Zafixujme ho speciálńı volbou b2 = 0, což vede na řešeńı b1 = 1 nebo
b1 = −9. Podle očekáváńı tedy dostáváme celkem dvě řešeńı

p =

(
1
0

)

+

[(
2
1

)]

λ

=

{(
1 + 2t

t

)

: t ∈ R

}

=

{(
x
y

)

∈ R
2 : x− 2y = 1

}

nebo

p =

(
−9
0

)

+

[(
2
1

)]

λ

=

{(
−9 + 2t

t

)

: t ∈ R

}

=

{(
x
y

)

∈ R
2 : x− 2y = −9

}

.

Alternativně, ve vašem zvláštńım značeńı, p ≡ x− 2y = 1 nebo p ≡ x− 2y = −9.
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Cvičeńı 7

Necht’

W1 ≡ 2x+ y − z = −3
x− y + 4z = 0

a W2 ≡ x− y = 0

jsou lineárńı variety v eukleidovském prostoru R3. Nalezněte parametrické rovnice všech př́ımek p, které

procházej́ı bodem





1
7
9



 a ∢(p,W1) =
π
2 a ∢(p,W2) =

π
6 .

Varieta W1 je pr̊unik roviny (neprocházej́ıćı počátkem) {2x+ y− z = −3} a roviny (procházej́ıćı počátkem)
{x− y+4z = 0}. Vyjádřeńım z = 3+2x+ y z prvńı rovnice a dosazeńım do druhé rovnice dostaneme vztah
y = −4 − 3x. Po zpětném dosazeńı do prvńı rovnice zároveň plat́ı z = −1 − x. Nakonec tedy zjǐst’ujeme,
že W1 je př́ımka (neprocházej́ıćı počátkem)

W1 =











x
−4− 3x
−1− x



 : x ∈ R






=











0
−4
−1



 + x





1
−3
−1



 : x ∈ R






=





0
−4
−1



+

[



1
−3
−1





︸ ︷︷ ︸

w1

]

λ

.

Varieta W2 je rovina (procházej́ıćı počátkem)

W2 =











x
x
z



 : x, z ∈ R






=






x





1
1
0



+ z





0
0
1



 : x, z ∈ R






=









1
1
0



 ,





0
0
1









λ

,

jež je alternativně (skrze vztah n1x+ n2y + n3z = 0) určena normálovým vektorem

n :=





1
−1
0



 .

Všechny př́ımky p procházej́ıćı bodem





1
7
9



 maj́ı tvar

p =





1
7
9



+

[



u1

u2

u3





︸ ︷︷ ︸

u

]

λ

, kde u1, u2, u3 ∈ R

jsou hledaná č́ısla, jež urč́ıme z podmı́nek

(a) ∢(p,W1) =
π

2
, (b) ∢(p,W2) =

π

6
.

ad (a) Úhel ∢(p,W1) mezi př́ımkami p a W1 je definován coby volba mezi úhlem mezi směrovými vektory u

a w1, nebo úhlem mezi −u a w1, jež dá ostrý úhel. V našem př́ıpadě nás ostrost nemuśı trápit, protože
požadavek (a) zńı, že vektory u a w1 jsou ortogonálńı, tedy 〈u|w1〉 = 0. Po dosazeńı konkrétńıch hodnot
vektor̊u u a w1 dostáváme

(a) ⇐⇒ u1 − 3u2 − u3 = 0. (12.2)

ad (b) Úhel ∢(p,W2) mezi př́ımkou p a rovinou W2 je definován coby úhel ∢(p,W2) :=
π
2 − α, kde α je

volba mezi úhlem mezi vektory u a n, nebo úhlem mezi vektory −u a n, jež dá ostrý úhel, tedy α ∈ [0, π2 ].
Obecně plat́ı

〈±u|n〉 = ‖u‖‖n‖ cos∢(±u, n),
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kde ∢(±u, n) ∈ [0, π] je úhel mezi vektory ±u a n. Poněvadž 〈±u|n〉 = ±〈u|n〉 a ∢(−u, n) = π − ∢(u, n),
můžeme naši zmatenost nad volbou ostrého úhlu vyřešit absolutńı hodnotou:

|〈u|n〉| = ‖u‖‖n‖ cosα ⇐⇒ α = arccos

( |〈u|n〉|
‖u‖‖n‖

)

.

Podmı́nka (b) je ekvivalentńı požadavku α = π
3 . Poněvadž cos π

3 = 1
2 , po dosazeńı konkrétńıch hodnot

vektor̊u u, n dostáváme

(b) ⇐⇒ |u1 − u2| =
√
2

2

√

u2
1 + u2

2 + u2
3 .

Bez újmy na obecnosti, můžeme předpokládat, že vektor u je normalizovaný na jedničku, tedy

(b) ⇐⇒
(

|u1 − u2| =
√
2

2
∧ u2

1 + u2
2 + u2

3 = 1

)

. (12.3)

Závěr Prvńı z rovnic (12.3) má dvě řešeńı

u1 = u2 ±
√
2

2
.

Po dosazeńı do rovnice (12.2) dostáváme odpov́ıdaj́ıćı dvě podmı́nky na třet́ı složku

u3 = −2u2 ±
√
2

2
.

Za těchto podmı́nek má druhá (normalizačńı) rovnost v (12.3) odpov́ıdaj́ıćı řešeńı

u2 = ±
√
2

6
∨ u2 = 0.

Celkem tedy dostáváme řešeńı

u =






√
2
2
0√
2
2




 ∨ u =






−
√
2
2
0

−
√
2
2




 ∨ u =






2
√
2

3√
2
6√
2
6




 ∨ u =






− 2
√
2

3

−
√
2
6

−
√
2
6




 .

Zde však druhé řešeńı je pouze obrácené prvńı řešeńı, rovněž čtvrté řešeńı je pouze obrácené třet́ı řešeńı.
Nakonec tedy dostáváme dvě požadované př́ımky

p =





1
7
9



+









1
0
1









λ

∨ p =





1
7
9



+









4
1
1









λ

.
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Domáćı úkol 1

Necht’ jsou dány lineárńı variety W1,W2 v eukleidovském prostoru R3

W1 ≡
x = t

y = 0

z = 0

, W2 ≡
x+ z = 0

y = −5
.

Najděte parametrické rovnice všech př́ıček W lineárńıch variet W1 a W2, které splňuj́ı ∢WW1 = π
3 a

∢WW2 = π
2 , přičemž př́ıčka je př́ımka, která má neprázdný pr̊unik s W1 i s W2.

Nejprve najdeme parametrické rovnice variety W2:

W2 ≡
x = t

y = −5

z = −t.

Je zřejmé, že W1 a W2 maj́ı prázdný pr̊unik. Označ́ıme př́ıčku W následuj́ıćım zp̊usobem:

W ≡
x = a+ αt

y = b+ βt

z = c+ γt.

Pro zjednosušeńı výpočt̊u voĺıme bez újmy na obecnosti ‖~sW ‖ = 1, kde ~sW je směrový vektor př́ıčky W .
Tedy

α2 + β2 + γ2 = 1. (12.4)

Aby úhel mezi W a W1 byl roven π
3 , muśı platit

|〈~sW |~sW1〉|
‖~sW ‖‖~sW1‖

=
1

2
=⇒ |α| = 1

2
.

Dále, aby úhel mezi W a W2 byl roven π
2 , máme

|〈~sW |~sW2〉|
‖~sW ‖‖~sW2‖

= 0 =⇒ α = γ.

Dosazeńım do podmı́nky (12.4) dostáváme β = ± 1√
2
. Dohromady tedy máme 2 možnosti, jak by mohl

vypadat směrový vektor př́ıčky W

α = γ =
1

2
∧ β =

1√
2

nebo α = γ =
1

2
∧ β = − 1√

2
, (12.5)

ostatńı varianty jsou pouze −1 násobek těchto dvou. Tyto dva př́ıpady si vyřeš́ıme zvlášt’:

1. α = γ = 1
2 ∧ β = 1√

2
: Aby byl pr̊unik variet W a W1 neprázdný, muśı být tato soustava řešitelná:

x : a+
1

2
t = s,

y : b+
1√
2
t = 0,

z : c+
1

2
t = 0,

kde s, t ∈ R. Z posledńıch dvou rovnic dostáváme podmı́nku b =
√
2c. (Pr̊unik variet nastává pro

hodnotu parametru t = −2c. Hodnotu parametru s bychom snadno źıskali z prvńı rovnice.) Analogicky
aby byl pr̊unik variet W a W2 neprázdný, muśı být následuj́ıćı soustava řešitelná:

x : a+
1

2
t = s,

y : b+
1√
2
t = −5,

z : c+
1

2
t = −s,
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kde s, t ∈ R. Sečteńım prvńı a posledńı rovnice zjist́ıme, že pr̊unik těchto př́ımek nastává pro t = −a−c.
Využit́ım podmı́nky b =

√
2c a dosazeńım za t do druhé rovnice dostáváme c = a − 5

√
2. (Hodnotu

druhého parametru s bychom źıskali dosazeńım výsledk̊u do prvńı nebo druhé rovnice.) Př́ıčkyW jsou
tedy v tomto př́ıpadě popsány parametrickými rovnicemi

W ≡

x = a+
1

2
t

y =
√
2a− 10 +

1√
2
t

z = a− 5
√
2 +

1

2
t,

kde a ∈ R.

2. α = γ = 1
2 ∧ β = − 1√

2
: Aby byl pr̊unik variet W a W1 neprázdný, muśı být tato soustava řešitelná:

x : a+
1

2
t = s,

y : b− 1√
2
t = 0,

z : c+
1

2
t = 0,

kde s, t ∈ R. Z posledńıch dvou rovnic dostáváme podmı́nku b = −
√
2c. (Pr̊unik variet nastává opět

pro hodnotu parametru t = −2c.) A znovu, aby byl pr̊unik variet W a W2 neprázdný, muśı být
následuj́ıćı soustava řešitelná:

x : a+
1

2
t = s,

y : b− 1√
2
t = −5,

z : c+
1

2
t = −s,

kde s, t ∈ R. Sečteńım prvńı a posledńı rovnice zjist́ıme, že pr̊unik těchto př́ımek nastává opět pro
t = −a − c. Využit́ım podmı́nky b = −

√
2c a dosazeńım za t do druhé rovnice dostáváme v tomto

př́ıpadě c = a+ 5
√
2. Př́ıčky W jsou tedy v tomto př́ıpadě popsány parametrickými rovnicemi

W ≡

x = a+
1

2
t

y = −
√
2a− 10− 1√

2
t

z = a+ 5
√
2 +

1

2
t,

kde a ∈ R.
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13 Rieszova věta a sdružený operátor

Cvičeńı 1

Necht’ ϕ ∈ (C3)#, kde C3 je unitárńı prostor. Najděte z ∈ C3 tak, že pro každé x ∈ C3 plat́ı ϕ(x) = 〈x|z〉.

ϕ(x) := 2x1 + ix2 − 4x3 pro každé x =





x1

x2

x3



 .

Z Rieszovy věty v́ıme, že hledaný vektor

z =





z1
z2
z3





existuje a že je právě jeden. Jak ho prakticky naj́ıt? Na prvńı pohled nás totiž tráṕı, že máme jednu rovnici
ϕ(x) = 〈x|z〉 pro tři neznámé z1, z2, z3 ∈ C. Trik je využ́ıt libovolnosti volby vektoru x. Pokud za něj
postupně zvoĺıme např́ıklad vektory standardńı báze, dostaneme tři rovnice

2 = ϕ(e1) = 〈e1|z〉 = z1,

i = ϕ(e2) = 〈e2|z〉 = z2,

−4 = ϕ(e3) = 〈e3|z〉 = z3.

Odtud rovnou vid́ıme, že (pozor na komplexńı sdružeńı)

z =





2
−i
−4



 .

Cvičeńı 2

Necht’ ϕ ∈ (R3)# se skalárńım součinem

〈x|y〉 := x1y1 + 2x2y2 + 2x3y3 + x1y2 + x2y1 − x2y3 − x3y2 pro každé x =





x1

x2

x3



 , y =





y1
y2
y3



 .

Dále ϕ(x) := α1 + 2α2 − α3, kde

(x)X =





α1

α2

α3



 , X :=









1
1
1



 ,





1
1
0



 ,





1
0
0







 .

Najděte z ∈ R3 tak, že pro každé x ∈ R3 plat́ı ϕ(x) = 〈x|z〉.

Toto cvičeńı je analogické předchoźımu, jen je potřeba si uvědomit vztahy

(e1)X =





0
0
1



 , (e2)X =





0
1
−1



 , (e3)X =





1
−1
0



 ,

a dát pozor na nestandardńı skalárńı součin, jejichž účel je pouze zmást studenta. Po překonáńı těchto
obstrukćı dojdeme k rovnićım

−1 = ϕ(e1) = 〈e1|z〉 = z1 + z2,

3 = ϕ(e2) = 〈e2|z〉 = 2z2 + z1 − z3,

−1 = ϕ(e3) = 〈e3|z〉 = 2z3 − z2.
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Vyřešeńım této soustavy dostaneme

z =





−8
7
3



 .

Cvičeńı 3

V eukleidovském prostoru R3 jsou dány podprostory

P ≡ x+ y = 0
z = 0

, Q ≡ x− y = 0.

Necht’ X :=









1
1
1



 ,





1
−1
0



 ,





1
0
0







 je báze R3. AP je projektor na P podle Q. Sestavte X(A∗
P ).

Varieta P je př́ımka

P =









1
−1
0









λ

.

Varieta Q je rovina

Q =









1
1
0



 ,





0
0
1









λ

.

Z těchto vztah̊u rovnou vid́ıme, že Q = P⊥, P = Q⊥ a R3 = P ⊕ Q. Projektor AP je tud́ıž ortogonálńı
(AP = A∗

P ) a splňuje (tečka nahrazuje vektor, na který operátor AP p̊usob́ı)

AP = 〈 · |p〉 p, kde p :=
1√
2





1
−1
0



 ,

protože (p) je ortonormálńı báze prostoru P .

Pǐsme X = (x1, x2, x3), kde

x1 :=





1
1
1



 , x2 :=





1
−1
0



 , x3 :=





1
0
0



 .

Z akce projektoru AP na vektory zadané báze

A∗
Px1 = APx1 = 0 = 0x1 + 0x2 + 0x3,

A∗
Px2 = APx2 = x2 = 0x1 + 1x2 + 0x3,

A∗
Px3 = APx3 =

1

2
x2 = 0x1 +

1

2
x2 + 0x3,

nakonec zkonstruujeme hledanou matici

X(A∗
P ) =





0 0 0
0 1 1

2
0 0 0



 .

Cvičeńı 4

Necht’ a ∈ R3, kde R3 je eukleidovský prostor. Dále pro každé x ∈ R3 je definováno Ax := x× a.
1. Je A ∈ L (R3)?
2. Je A diagonalizovatelný?
3. Je A normálńı?
4. Je A regulárńı?
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a = 0

Pokud a = 0, pak A je nulové zobrazeńı, tud́ıž diagonalizovatelné, normálńı a singulárńı. V následuj́ıćıh
úvahách tedy vždy předpokládejme, že a 6= 0.

a 6= 0

ad (a): ANO

Pǐsme

x =





x1

x2

x3



 a a =





a1
a2
a3



 .

Podle definice vektorového součinu plat́ı

Ax =





x2a3 − x3a2
x3a1 − x1a3
x1a2 − x2a1



 =





0 a3 −a2
−a3 0 a1
a2 −a1 0





︸ ︷︷ ︸

A





x1

x2

x3



 .

Vid́ıme, že akci A můžeme reprezentovat maticovým násobeńım, tud́ıž se jedná o lineárńı zobrazeńı. Matice
A = EA je čtvercová a stupně 3, tud́ıž se jedná o operátor na R3.

ad (b): NE

Komplexńı matice iA je samosdružená ((iA)∗ = iA), tud́ıž diagonalizovatelná a jej́ı spektrum je čistě reálné.
Poněvadž detA = 0, vid́ıme, že alespoň jedna vlastńı hodnota matice iA je nulová. Zároveň lze však snadno
ověřit (lze použ́ıt vyšetřeńı hodnosti pomoćı subdeterminant̊u), že hodnost matice iA je dva (za našeho
předpokladu a 6= 0). Tud́ıž matice iA má právě jednu nulovou vlastńı hodnotu, ostatńı dvě vlastńı hodnoty
λ1, λ2 ∈ σ(iA) jsou reálné a nenulové. Jelikož trA = 0, muśı platit λ1 = −λ2 6= 0. To vše jsme zjistili, aniž
bychom spektrum matice iA poč́ıtali. (Pro zaj́ımavost nalezněte λ1, λ2 explicitńım výpočtem.)

Matice A = −i(iA) má tedy jednu nulovou vlastńı hodnotu a dvě vlastńı hodnoty s nenulovou imaginárńı
část́ı. Z toho plyne, že operátor A na R3 neńı diagonalizovatelný, protože spektrum generuj́ıćı matice A neńı
čistě reálné. (Operátor Ã : C3 → C3 : {x 7→ Ax} však diagonalizovatelný je.)

Alternativně bychom mohli použ́ıt čistě geometrickou úvahu, že vektorový součin x×a definuje vektor, jenž
je zároveň kolmý k x i a. Rovnice na vlastńı hodnoty Ax = x× a = λx tedy požaduje nalezeńı nenulového
vektoru x ∈ R3, jenž je kolmý sám k sobě (λ 6= 0), což je nemožné, nebo x× a = 0 (λ = 0), čemuž odpov́ıdá
právě jeden vlastńı vektor x = a ‖ a (pořád předpokládáme a 6= 0). Tedy rovnou σ(A) = {0}. Avšak
ker(A− 0I) = [a]λ, z čehož plyne dim ker(A− 0I) = 1 < 3, tud́ıž A neńı diagonalizovatelný.

ad (c): ANO

Připomeňme, že normálnost operátoru A znamená, že komutuje se sdruženým zobrazeńım:

[A,A∗] := AA∗ −AA∗ = 0.

Poněvadž A∗ = AT = −A, rovnou vid́ıme, že A∗ = −A. Komutativita A s −A je však triviálńı.

ad (d): NE

Operátor A neńı regulárńı, jelikož 0 ∈ σ(A).



Krejčǐŕık & Kurimaiová LAA - řešeńı př́ıklad̊u 101

Cvičeńı 5

Necht’ D je operátor derivováńı na P3 se skalárńım součinem

〈x|y〉 := α0β0 + α1β1 + α2β2,

kde x(t) = α0 + α1t+ α2t
2 a y(t) = β0 + β1t+ β2t

2 pro každé t ∈ C. Necht’ X = (x1, x2, x3) je báze P3,
kde

x1(t) :=
1

2
t2 − 1

2
t, x2(t) := t2 − 1, x3(t) :=

1

2
t2 +

1

2
t,

pro každé t ∈ C. Najděte X(D∗).

Podle definice sdruženého operátoru plat́ı rovnost

∀x, y ∈ P3, 〈x|Dy〉 = 〈D∗x|y〉.

Pǐsme

∀t ∈ C,
x(t) =: α0 + α1t+ α2t

2,

y(t) =: β0 + β1t+ β2t
2,

kde α0, α1, α2, β0, β1, β2 ∈ C jsou konstanty, jimiž jsou tyto libovolné polynomy zadané. Z definice operátoru
derivováńı D v́ıme, jak polynom Dy vypadá:

∀t ∈ C, (Dy)(t) = β1 + 2β2t.

Tedy
〈x|Dy〉 = α0β1 + α12β2 = α0β1 + 2α1β2. (13.1)

Akci sdruženého operátoru D∗ neznáme, proto pro polynom D∗x pǐsme:

∀t ∈ C, (D∗x)(t) =: γ0 + γ1t+ γ2t
2,

kde γ0, γ1, γ2 ∈ C jsou hledané konstanty. Potom

〈D∗x|y〉 = γ0β0 + γ1β1 + γ2β2. (13.2)

Porovnáńım (13.1) s (13.2) a využit́ım libovolnosti konstant β0, β1, β2 zjist́ıme, že nezbytně

γ0 = 0, γ1 = α0, γ2 = 2α1.

Tedy
∀t ∈ C, (D∗x)(t) = α0t+ 2α1t

2.

Aplikaćı nalezeného sdruženého operátoru na prvky zadané báze

(D∗x1)(t) = 0t+ 2(− 1
2 )t

2 = −t2 = −[x1(t) + x3(t)] = −1x1(t) + 0x2(t)− 1x3(t),

(D∗x2)(t) = −1t+ 2.0t2 = −t = x1(t)− x3(t) = +1x1(t) + 0x2(t)− 1x3(t),

(D∗x3)(t) = 0t+ 2 1
2 t

2 = t2 = x1(t) + x3(t) = +1x1(t) + 0x2(t) + 1x3(t),

nakonec zkonstruujeme hledanou matici

X(D∗) =





−1 1 1
0 0 0
−1 −1 1



 .

Cvičeńı 6

Necht’ X :=

((
1
1

)

,

(
0
i

))

je báze unitárńıho prostoru C2, A ∈ L (C2) a XA =

(
i 1
−1 2

)

. Najděte X(A∗)

jak pomoćı věty o matici sdruženého operátoru, tak i nějakým jiným zp̊usobem.
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Aplikace věty o matici sdruženého operátoru

Pomoćı matice přechodu nalezneme matici operátoru A vzhledem k nějaké ortonormálńı bázi, např́ıklad
standardńı:

EA = XIE XA EIX =

(
1 0
1 i

)(
i 1
−1 2

)
1

i

(
i 0
−1 1

)

=
1

i

(
−2 1

−1− 2i 1 + 2i

)

.

Aplikujeme fakt, že matici sdruženého operátoru vzhledem k ortonormálńı bázi dostaneme sdružeńım matice
operátoru vzhledem k té samé bázi:

E(A∗) = (EA)∗ = −1

i

(
−2 −1 + 2i
1 1− 2i

)

.

Pomoćı matice přechodu přejdeme zpět k neortonormálńı bázi X:

X(A∗) = EIX E(A∗) XIE =
1

i

(
−2 1

−1− 2i 1 + 2i

) −1

i

(
−2 −1 + 2i
1 1− 2i

)(
1 0
1 i

)

=

(
−2− 3i 1− 2i
5− 4i 4 + 2i

)

.

Jiný zp̊usob (podle definice)

Pro libovolné vektory x, y ∈ C2 plat́ı 〈x|Ay〉 = 〈A∗x|y〉, kde

〈x|Ay〉 = xT Ay =
[
XIE (x)X

]T
XIE XA (y)X = (x)TX (XIE)T XIE XA (y)X,

〈A∗x|y〉 = (A∗x)T y =
[
XIE X(A∗) (x)X

]T
XIE (y)X = (x)TX [X(A∗)]T (XIE)T XIE (y)X.

Porovnáńım těchto dvou vztah̊u a využit́ım libovolnosti vektor̊u x, y dostaneme maticovou identitu

M XA = [X(A∗)]T M, kde M := (XIE)T XIE.

Užit́ım invertibilnosti matice M (proč je invertibilńı?) nakonec

X(A∗) =
[
M XA M−1

]T
.

Toto je obecný vztah, zat́ım jsme nevyužili konkrétně zadaných hodnot, ani dimenze prostoru nehrála
jakoukoli roli.

V našem př́ıpadě snadno ověř́ıme, že

M =

(
1 0
1 i

)T (
1 0
1 i

)

=

(
2 −i
i 1

)

, M−1 =

(
1 i
−i 2

)

.

Užit́ım těchto matic a zadané matice XA př́ımočaré maticové násobeńı dá

M XA M−1 =

(
−2− 3i 5− 4i
1− 2i 4 + 2i

)

.

Nakonec pouhá transpozice:

X(A∗) =

(
−2− 3i 1− 2i
5− 4i 4 + 2i

)

.

Cvičeńı 7

Necht’ X je ON báze H2 nad C. Najděte všechna α ∈ C tak, aby A ∈ L (H2) byl unitárńı.

(a) XA =

(
α 0
1 1

)

,

(b) XA =

(
α 1

2
− 1

2 α

)

.
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Připomeňme, že unitárnost operátoru A znamená A−1 = A∗. Poněvadž je báze X ortonormálńı, plat́ı

(XA)∗ = X(A∗).

Zároveň plat́ı (zde ortonormalitu nepotřebujeme)

(XA)−1 = X(A−1).

Porovnáńım těchto vztah̊u vid́ıme, že operátor A je unitárńı tehdy a jen tehdy, pokud matice XA je unitárńı,
tedy

(XA)−1 = (XA)∗.

Ověřeńı této rovnosti je však rutinńı záležitost.

ad (a)

Poněvadž det(XA) = α, matice XA je invertibilńı tehdy a jen tehdy, pokud α 6= 0. Tato podmı́nka je nezbytná
pro unitárnost. Necht’ tedy α 6= 0. Pak

(XA)−1 =
1

α

(
1 0
−1 α

)

, (XA)∗ =

(
α 1
0 1

)

.

Porovnáńım těchto matic vid́ıme, že A je unitárńı tehdy a jen tehdy, pokud

1

α
= α ∧ 0 = 1 ∧ − 1

α
= 0 ∧ 1 = 1.

Poněvadž druhá (ani třet́ı) podmı́nka je nesplnitelná, vid́ıme, že A neńı unitárńı pro jakoukoli volbu α:

{α ∈ C : A unitárńı} = ∅.

ad (b)

Poněvadž det(XA) = α2 + 1
4 , matice XA je invertibilńı tehdy a jen tehdy, pokud α 6= ± i

2 . Tato podmı́nka je

nezbytná pro unitárnost. Necht’ tedy α 6= ± i
2 . Pak

(XA)−1 =
1

α2 + 1
4

(
α − 1

2
1
2 α

)

, (XA)∗ =

(
α − 1

2
1
2 α

)

.

Porovnáńım těchto matic vid́ıme, že A je unitárńı tehdy a jen tehdy, pokud

α

α2 + 1
4

= α ∧ − 1
2

α2 + 1
4

= −1

2
∧

1
2

α2 + 1
4

=
1

2
∧ α

α2 + 1
4

= α.

Zde druhá a třet́ı podmı́nka jsou ekvivalentńı a jsou splněny tehdy a jen tehdy, pokud α =
√
3
2 nebo

α = −
√
3
2 . Dosazeńım do prvńı podmı́nky (jež je identická se čtvrtou) vid́ıme, že obě možnosti α = ±

√
3
2

vyhovuj́ı i této podmı́nce. Nakonec tedy

{α ∈ C : A unitárńı} =

{

−
√
3

2
,

√
3

2

}

.

Cvičeńı 8

Necht’ X je ON báze H3 nad C, A ∈ L (H3),
XA =





3 −i 0
i 3 0
0 0 4



.

Najděte ON bázi Y, v ńıž má A diagonálńı tvar.
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Neńı úplně jasné, proč se tento př́ıklad vyskytuje v této kapitolce, jedině snad proto, že je a priori jasné, že
řešeńı existuje, poněvadž matice XA je hermitovská, tud́ıž operátor A je samosdružený, a tak v́ıme, že jeho
spektrum je čistě reálné a vlastńı vektory lze zvolit tak, že tvoř́ı ortonormálńı bázi.

Obvyklá spektrálńı analýza odhaĺı

σ(XA) = {2, 4}, u(2) =
1√
2





i
1
0



 , u(4),1 =





0
0
1



 , u(4),2 =
1√
2





−i
1
0



 .

Vlastńı vektory jsme zvolili tak, že soubor (u(2), u(4),1, u(4),2) je ortonormálńı báze C3. (Ortogonalita vlastńıch
vektor̊u odpov́ıdaj́ıćıch r̊uzným vlastńım č́ısl̊um je automatická, speciálńı volbu je nutno provést pouze pro
vektory odpov́ıdaj́ıćı čtyřce, jež je degenerovaná.) Ortonormálńı báze Y = (y1, y2, y3), vzhledem k ńıž je
matice YA diagonálńı, je dána vektory

(y1)X = u(2), (y2)X = u(4),1, (y3)X = u(4),2.

Plat́ı diagonalizačńı formulka

XA = Q YA Q−1, kde YA =





2 0 0
0 4 0
0 0 4



 , Q = YIX = (u(2) u(4),1 u(4),2).

Namı́sto Q−1 bychom mohli psát Q∗, protože vlastńı vektory jsme zvolili ortonormálńı, tud́ıž matice Q je
unitárńı.

Cvičeńı 9

Necht’ A ∈ L (R3), kde R3 je eukleidovský.

A





1
1
1



 =





−1
−1
1



 , A





1
0
−1



 =





1
−1
0



 ,

A je ortogonálńı a detA < 0. Najděte EA.

Pǐsme

b1 :=





1
1
1



 , b2 :=





1
0
−1



 , c1 :=





−1
−1
1



 , c2 :=





1
−1
0



 .

Pak Ab1 = c1 a Ab2 = c2. Pro určeńı akce operátoru A na libovolný vektor z R3, užit́ım linearity, bychom
potřebovali znát, jak funguje ještě na nějaký třet́ı lineárně nezávislý vektor b3. K tomu využijeme extra
informace, že A je ortogonálńı (=unitárńı). Definujme

b3 := b1 × b2 =





−1
2
−1



 , Ab3 =





α1

α2

α3



 =: c3,

kde koeficienty α1, α2, α3 ∈ R vektoru c3 je potřeba určit. Poněvadž b3⊥b1 a b3⊥b2, plat́ı

0 = 〈b1|b3〉 = 〈Ab1|Ab3〉 = 〈c1|c3〉 = −α1 − α2 + α3,

0 = 〈b2|b3〉 = 〈Ab2|Ab3〉 = 〈c2|c3〉 = −α1 − α2,

kde druhé rovnosti plat́ı d́ıky ortogonalitě. Vyřešeńım této soustavy dostaneme

c3 = α1





1
1
2



 .

Ortogonalita nav́ıc implikuje
6 = ‖b3‖2 = ‖Ab3‖2 = ‖c3‖2 = 6α2

1,
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z čehož plyne, že α1 = 1 nebo α1 = −1. Tı́m jsme akci A na vektor b3 jednoznačně určili, až na znaménko α1.

Poznámka. Už v této fázi bychom znaménko α1 mohli určit z extra informace, že detA je záporný. Vskutku,
z geometrické interpretace determinantu coby objemu rovnoběžnostěnu a faktu, že změna objemu při lineárńı
transformaci je určena determinantem transformace, plat́ı

det(c1, c2, c3) = det(Ab1, Ab2, Ab3) = det(A) det(b1, b2, b3).

Poněvadž pro naše vektory plat́ı det(c1, c2, c3) = 6α1 a det(b1, b2, b3) = 6, muśı platit det(A) = α1. Tedy
α1 = −1. (Alternativně bychom mohli spoč́ıst determinant matice BA, kde B := (b1, b2, b3), což vyžaduje
vyjádřit vektory c1, c2, c3 coby lineárńı kombinace vektor̊u b1, b2, b3.) Určeńı znaménka α1 však také můžeme
nechat až na konec.

Poněvadž naš́ım úkolem je určit matici EA, muśıme zjistit, jak operátor A funguje na vektorech standardńı
báze E := (e1, e2, e3), přičemž jeho akci známe na vektorech báze B := (b1, b2, b3). Za t́ımto účelem muśıme
vyjádřit vektory e1, e2, e3 coby lineárńı kombinace vektor̊u b1, b2, b3. Standardńım postupem zjist́ıme, že

e1 =
1

3
b1 +

1

2
b2 −

1

6
b3,

e2 =
1

3
b1 + 0b2 +

1

3
b3,

e3 =
1

3
b1 −

1

2
b2 −

1

6
b3.

Odtud

Ae1 =
1

6





1− α1

−5− α1

2− 2α1



 ,

Ae2 =
1

3





−1 + α1

−1 + α1

1 + 2α1



 ,

Ae3 =
1

6





−5− α1

1− α1

2− 2α1



 .

Tedy

EA =
1

6





1− α1 −2 + 2α1 −5− α1

−5− α1 −2 + 2α1 1− α1

2− 2α1 2 + 4α1 2− 2α1



 .

Př́ımým výpočtem zjist́ıme, že det(EA) = α1. Poněvadž det(A) = det(EA) má být záporný, nezbytně
α1 = −1. Nakonec tedy

EA =
1

3





1 −2 −2
−2 −2 1
2 −1 2



 .

Cvičeńı 10

Necht’ A ∈ L (R3), kde R3 je eukleidovský.

A





1
1
2



 =





−1
−1
2



 , A





−1
−1
6



 =





1
1
6



 ,

A je symetrický a má 2-násobné záporné vlastńı č́ıslo. Najděte EA.

Pǐsme

b1 :=





1
1
2



 , b2 :=





−1
−1
6



 , c1 :=





−1
−1
2



 , c2 :=





1
1
6



 .
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Pak Ab1 = c1 a Ab2 = c2. Sečteme-li tyto definičńı vztahy a všimneme-li si, že b1 + b2 = c1 + c2 = 8e3, pak
učińıme kruciálńı pozorováńı, že

Ae3 = 1e3.

Tedy 1 ∈ σ(A) a e3 je odpov́ıdaj́ıćı vlastńı vektor. Tato vlastńı hodnota muśı být jednoduchá, jelikož ze
zadáńı v́ıme, že ostatńı vlastńı hodnoty jsou záporné. Ve skutečnosti v́ıme, že σ(A) = {1, λ}, kde λ < 0
je degenerovaná. Poněvadž ze zadáńı v́ıme, že A je symetrický (=samosdružený), lze volit vlastńı vektory
ortogonálńı. Nezbytně tedy ker(A−λI) = [e1, e2]λ; bazické vektory e1, e2 jsou vlastńı vektory A odpov́ıdaj́ıćı
degenerované vlastńı hodnotě λ. Zbývá určit, kolik je λ. Za t́ımto účelem si všimneme, že 3b1 − b2 =
4(e1 + e2) ∈ ker(A− λI) a

A(3b1 − b2) = 3c1 − c2 = −4(e1 + e2) = −(3b1 − b2).

Tud́ıž λ = −1. Nakonec tedy

EA =





−1 0 0
0 −1 0
0 0 1



 .
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