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1 Regularni operator

Domaéci tloha 4

Necht A € £ (V). Necht existuje pravé jeden operator B € £ (V) takovy, ze AB = I nebo BA = I.
Potom A je reguldrni.

Necht existuje prave jeden operator B € .Z(V) takovy, ze (B je pravd inverze A)
AB =1.

Potom
ABA+B—-I1)=ABA)+ AB— A=(AB)A+ AB—-A=JA+1-A=1

Tedy AB’ = I, kde B’ := BA + B — I. Ponévadz piedpokldddme, ze pravd inverze k A je jedinecnd, plati
BA+B-I=B8B,

z ¢ehoz plyne, ze (B je levd inverze A)
BA=1.

Tudiz B je pravou i levou inverzi k A, z ¢ehoz plyne, ze A je invertibilni a A~! = B. Avgak invertibilita je
ekvivalentni s bijektivitou, pomoci niz se definuje regularita.

Dukaz v piipadé, kdy existuje jednozna¢né uréend leva inverze k A, je analogicky.
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2 Dualni baze

Cviceni 2

Je p € P#?
p(x) == z(2)
ANO.
oz +x2) = (21 + 22)(2) = 21(2) + 22(2) = (1) + p(x2), (aditivita)
Va e C, x1,22 € P, ]
olazry) = (ax1)(2) = az1(2) = ap(z). (homogenita)
Cviceni 7
Necht ¢ € TPZ#. X := (z1,72) a Y := (y1,y2) jsou baze Po, kde
vt € C, x1(t) =1+t xz2(t):=1—1t, w1(t):=1-2¢t, yat) =3+ 2t

Necht (p)x# = (3). Najdéte (p)y#.

Uzitim standardni béze & := (eg, e1) plati

r1:=ey+e1, T2:i=ey—e1, Y1:=ey—2e, Y2:=3e+ 2e;.
Z poslednich dvou vztaht vyjadiime
. Y1ty . _ 3y
0= T 1 8
a dosadime do prvnich dvou
Y1+ 3y2 oY1+ Y2
T1= T a Tp=—

Uzitim linearity pak dostavame

_ely) +3¢(y2)

1L =g(x1) = 3

odkud spocitame

Tedy (p)y» = 5 (3).

Cviceni 9

Necht 1, 02, @3, 04 € P#. Pro kazdé x € P plati

pr(2) = x(1) —2(0),  @a(z) :=2(2), @s(z) = 22(1) - 3z(2),

Jsou @1, 2, @3, s LN?

wa(x) = 22(0) + (1) + 4x(2).

NE.

©1, P2, 3, pa jsou LN tehdy a jen tehdy, pokud nekonetné vektory (v1)e#, (02)e#, (¢3)e#, (04)e# jsou LN,

kde & := (eg, €1, e3,...) je standardni baze, tedy

eo(t) :=1, ei(t):=t, eo(t): =12,
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Uzitim definiénich vztahu dostavame

0 1 -1 7
1 21 2321 1+4+42!
_ |1 22 _12-322 _|1+4+422
# = 3 # = ; # = 3 # =
(p1)e ) (p2)e 53 (p3)e 5 393 (pa)e L4493

Jak byvé zvykem pro ovérovani LN/LZ, vezmeme libovolnou linedrni kombinaci téchto vektoru a polozime
ji rovnou nule; to vede na nasledujici nekone¢nou soustavu rovnic

ag— as+ Tag =0,

a1t 2Pagt (2-32%)az+ (1+42M)as=0, (k>1)

kde a1, a9, a3, aq € C jsou neznamé. Zajima nés, jestli tato homogenni soustava ma pouze trividlni feseni
(LN), ¢i existuje i netrividlni feseni (LZ).

Z prvni rovnice vyjadiime ag = ag — 7Tay a dosadime do ostatnich rovnic, ¢imz obdrzime nekoneénou
soustavu rovnic o tfech neznamych aq, asz, ay:

at+ 2(1-2Maz+ (1-32%ay=0. (k>1)
Problém jsme tedy redukovali na LN/LZ nekoneénych vektori
1 2(1-24 1-32!
1 2(1-2%) 1-32?2
vi:=111|, v3:= 1—-3923

2(1—23) [, vai=

Ovsem tyto vektory jsou zfejmé LZ, ponévadz 3vz — 2vg = 4v1. TudiZ i 1, @2, @3, @4 jsou LZ (netrividlni
kombinace: oy =4, ag = —17, a3 = =3, ag = 2).

Cviceni 11

Necht 1, g € R3%.

(p2)p# = (_%1) :

kde z = (%) a B = (b1, b, b3) := (( i) , (é) , ((1))) Najdéte bazi praniku jader funkcionald.

1(x) == 1 — T2,

Existujf ¢isla aq, ag, ag € R takova, ze va(z) = a121 + @z + asrs. Ze vztaht

pa(by) =1 =o1+ ax+ as,
pa(by) =1 =o1+ a )
pa(bz) = -1 =1+  + as,
zjistime, ze ap = —1, ag =2 a az = 0. Tedy ¢a(z) = —21 + 222.
1(x) = 0 tehdy a jen tehdy, pokud x; = xo; tedy
" N
ker 1 = 11,10
I 0 1 1
w2(x) = 0 tehdy a jen tehdy, pokud x; = 2x9; tedy
- /o N
ker o1 = 11,10
L \0 L)1y
Odtud vidime, ze
0
ker 1 Nker g = 0
1
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3 Inverzni matice a operator

Domaci tloha 5

Necht A € T™" je reguldrni. Jak se zméni matice A~! | jestlize v matici A:
a) zamenime -ty a j-ty rade
(a) Zamenime i-ty a j-ty Fadek,
(b) i-ty fddek vyndsobime ¢islem o € T, o # 0,
(¢) k i-tému Fadku pFicteme libovolny ndsobek j-tého fadku (i # j)?

Strategie diikazu pro matici libovolného stupné n je psat
aj
A= a  ATh=(@' ... by),
an

kde a; znaéi j-ty iddek matice A a b* znacf k-ty sloupec matice A~1. Potom

a1b1 N alb”
-1 . ) . k
AA = o = () k=1
apbl ... apb®
a podminka na inverzi znf a;b* =, pro viechna j,k = 1,...,n. Necht A zna&f transformovanou matici a

obdobné vlnovkou zna¢me odpovidajici transformované objekty.

ad (a)
i J
al ~. ~.

. a1b1 albz albj alb"
“ b1 B B b

/IA71 _ . (bl 51 l;j bn) _ i aj ce aj cee a; ‘e aj

a; . . o - .
J aibl N aibz e aibJ e aib"

an . o o .
apb' .. oanbt . apbht .. a,b?

Zde jsme ovlnkovali pouze ty koeficienty inverzni matice A=, u nichz nenf a priori jasné, jak maji vypadat
(ostatni podminku na inverzi ziejmé splituji). Odtud je vidét, ze podminku na inverzi AA~! = I splnime,
pokud _ ‘ _ .

b =¥ a b =0
Tedy matice A~ bude mit prohozeny i-ty a j-ty sloupec.

ad (b)
)
a“ albl e all;i e alb"
AA = laa; | (B ... 0 ... ") = -
. 2 aaibl AN aaibz ce aaib”
an : = :
apbl .. apb® ... a,b”

Odtud je vidét, ze podminku na inverzi AA~! = I splnfme, pokud
b= a~tp

Tedy matice A~ bude mit i-ty sloupec vydéleny ¢islem a.
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ad (c)
ai
a; + aa;
AA™ = (bt b b™)
aj
an
i J
a1b1 albi all;j alb”
i (a; + aaj)b' ... (a;+aa))bt ... (a;+aa)b ... (a; + aa;)b?
j G,jbl ce ajbi ce ajZ)j ce ajb”
G bt .. anb’ .. anl;j ... a,b"

Odtud je vidét, ze podminku na inverzi AA~! = I splnfme, pokud
Vo= —ab’ 4 b

Tedy j-ty sloupec matice A~! bude soucet j-tého sloupce matice A~! a —a nédsobku i-tého sloupce ma-
tice A1,

Domaci tloha 5

Necht M je mnozina matic z R™" ve tvaru

a b b ... b b
b a b b b
b b b b
A= , kde a,beR".
b b b ... a b
b b b ... b a

(a) Pro jaké parametry jsou matice z M reguldrni?
(b) Ukazte, Ze pro reguldrni matici A z M je také A= z M.

Piedvedme elegantni (tudiz spektralni) feseni. Uvazujme na R™ linedrné nezavislé vektory

-1 -1 -1 1
1 0 0 1
0 1 0 1
Uy = 0 , Ug 1= 0 , , Up—1 = 0 ) Un = |1
0 0 1 1
Potom
Auy = (a — b)uq, Aug = (a — b)ua, ce Aup—q1 = (@ — b)up—1, Aup, = [a+ (n — 1)bluy,.
Tedy

o(A) ={a—b,a+ (n—1)b},

kde ndsobnost vlastn{ hodnoty a — b je n — 1 a ndsobnost vlastni hodnoty a + (n — 1)b je 1.
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ad (a)

Matice A je regularni tehdy a jen tehdy, pokud mé vSechny vlastni hodnoty ruzné od nuly. Tedy podminka
na regularitu zni

a#b A a+(n—1)b#0. (3.1)

ad (b)

Matice A je diagonalizovatelna:

A=QDQ !, D= , Q:= (U1, un),
0 a+(n—1)b
kde matice pfechodu @) nezavisi na parametrech a,b. Potom

. 0

a—>b
A'=@QD'Q7', D l':=
0

1
a+(n—1)b
Staci tedy ukdzat, ze pro a,b € R spliaujici (B.1) existuji a’, b € R spliujici

1 1
b = — ! -0 =—.
“ a—>b & @+-1) a+ (n—1)b

Avsak tato soustava mé pravé jedno feSeni, ponévadz

1 -1
L n—J"#Q
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4 Permutace a determinant

4.1 Permutace

Cviceni 2

Necht 7 € S5
7= (2,3,6,7,1,4,5).

Pozor, jde o zapis pomoci cyklu, tedy n(2) = 3, n#(3) = 6, n(6) = 7, n(7) = 1, 7(1) = 4, n(4) = 5,
7(5) = 2. Dokaite, ze 72°9 = id.

Staci si uvédomit, ze pro permutaci 7 zapsanou pomoci cyklu o n prvcich plati 7™ = id. Vime, ze 7(2) = 3,
coz je prvni &fslo napravo od 2. Déle pak 72(2) = 7(3) = 6, tedy druhé &islo napravo od 2, atd. Vidime
tedy, ze 77(2) = 2, a obdobné pro ostatn{ ¢fsla. Jelikoz je ¢islo 259 délitelné ¢islem 7, platf 2% = id.

4.2 Determinant

Cviceni 1

Rozhodnéte, zda jde o ¢len determinantu matice A fadu 6.
(a) AgoAsaA11A53A6A65,
(b) A11A42A53A64A35A06.

ad (a)

Clen odpovida relaci 4 — 2, 6 +— 4, 1 +— 1, 5+ 3, 2+ 6, 6 — 5, coz neni ani zobrazeni, tudiz se nejednd
o ¢clen determinantu.

ad (b)
Vyraz odpovidd permutaci, kterou muzeme zapsat jako slozeni transpozic nasledovné:

123 45 6\
1 6 5 2 3 4) 73°724°T64

Jednd se tedy o lichou permutaci a ¢len determinantu ji odpovidajici by pfed sebou meél mit znaménko
minus. Nejednd se tedy o ¢len determinantu.

Cviceni 2

Pro jaké i, k jde o ¢len determinantu matice A fadu 77

—Ao2 Az AreA13A57A4;A¢s.

Vyraz odpovidéd permutaci pro (i,k) € {(1,4), (4,1)}. Nyni postupné zjistime jej{ znaménko.
e 1=1 k=4
123456 7\__
3 9 4 1 7 5 )= T41°7340°Te50° T

Znaménko je tedy (—1)* = 1 a vyraz nenf ¢lenem determinantu.
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o =4 k=1

1234567\
3 2 1 4 7 5 6) ™CTE5CT6T

Znaménko je (—1)3 = —1 a vyraz v tomto piipadé je ¢lenem determinantu.

Cviceni 3

Urcete, jaké znaménko mé v determinantu A fadu n soucin prvka
(a) na hlavn{ diagondle,
(b) na vedlejsi diagonéle.

ad (a)

Jednd se o clen, ktery odpovida identické permutaci, proto je znaménko 1.

ad (b)
Jedn4 se o ¢len, ktery odpovidd permutaci (tzv. symetrickd permutace)
1 2 3 ... n—2 n—1 n
n n—1 n—2 ... 3 2 1)

Kazda usporadand dvojice ¢isel i, j € 1, i < j tvoii inverzi. Pocet takovychto dvojic je %n(n— 1) a dostdvame

znaménko (—1)%"(71—1).

Cviceni 4

Rozlozte polynom p na kofenové ¢initele bez vypoctu determinantu.
1 2 3 ... n—1 n
zr 2 3 ... n—1 n
p(x):zl 3 ... n—1 n|
1 2 3 g n
Pomoci vypoctu
Plati
X n—1
1 2 3 ... n—1 n 1 0 0 0
x—1 0 0o ... 0 0
0 -2 0 0 0 | 0 @720 0
0 0 0 ... 2—(n—-1) 0 0 0 0 z=(n-1)

=n(-D)"""z-1)(z—-2)...(z — (n—1)),

kde prvni rovnost dostaneme ode¢tenim prvniho fadku od vSech ostatnich a druhd rovnost je rozvoj podle
posledniho sloupce.
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Bez pomoci vypoétu

p(x) je z definice determinantu polynomem n—1 stupné. Cisla 1,2 az n—1 jsou jeho kofeny, nebot dosazenim
libovolného z nich za = dostavame determinant s dvéma stejnymi fadky, ktery je roven 0. Muzeme tedy psat

p(e) = Cla— 1)@~ 2) ... (@ — (n — 1)),

kde C je konstanta kters odpovidd koeficientu u nejvyssi mocniny x. Clen determinantu, ktery odpovida
této mocning, je (az na znaménko) Ag1AseAys ... Ayp_1Aq, = na™, kde A;; znaci prvky matice ze zaddni.
Permutaci odpovidajici tomuto ¢lenu muzeme zapsat nasledovné

1 2 3 4 ... n
n 1 2 3 ... n—1)"
Vidime, ze inverze tvoii vSechny usporddané dvojice typu (1,k), k € {2,3,4,...,n}. Znaménko permutace

je tedy (—1)"~! a plati
p(z) = (=1)""n(x-1)(z—-2)...(x — (n—1)).

Cviceni 5

Cemu se rovné determinant
ar b aix+biy+a
ag bQ asx + bgy + co ?
az by aszxr+bsy+cs

S pouzitim Véty 2.21, konkrétné bodu 1., 4. a 5. (nebo faktu, ze determinant jako funkce sloupcti je multi-
linedrn{ antisymetrickd forma), muzeme psét:

a1 b1 aiz+bhy+a a1 b1 ax a1 b1 b a1 b ar b1
az ba asx +boy+ca|l=xlag by as|+ylaz b2 ba|+ |az by cao| =laz by caof.
az by aszr+bsy+cs az by as az by bz] |az b3 c3 a3 by c3

Cviceni 6

Spoctéte nasledujici determinant opakovanym rozvojem podle fadku ¢i sloupce.

r a b 0 c
0y 0 0 d
0 ey 0 f],
g h k u I
0 00 0 w

kde vsechny prvky matice jsou komplexni ¢isla.

Rozvojem podle napf. podle posledniho fadku a poté posledniho sloupce dostaneme determinant matice
3 x 3, ktery snadno spoc¢itdme napf. Sarrusovym pravidlem nebo opét rozvojem:

= vuzy?.

S OO 8
oo 9
oOFTTe O
o OO O
S =% 2L O
I
<
Q@ O o8
>So Q
T oo
= OO O
I
<
<
SO 8R
o Q
e o o
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Cviceni 7

Vypoctéte
(a)
1 1 1 1 1 1
1 01 1 1 1
1 1 0 1 1 1
1 11 1 1 0
(b)
Ty Yy y Yy oy
yy . y .. Yy z,y € C,
vy y oy y x
(c)
01 1 1 1 1
1 0 =z =z T
1 =z 0 =z r x zeC
1l =z » =z z 0

ad (a)

0Od kazdého rddku kromé prvniho odec¢teme prvni fadek a dostaneme determinant matice v hornim stupniovitém
tvaru, ktery se rovnd soucinu prvku na diagonéle:

1 11 11 1 1 1 1 1
1 01 11 0 -1 0 0 0
1 1 0 11 0 0 -1 0 0
- . = (-1
1 11 0 1 0 O 0 -1 0
1 1 1 1 0 0 0 0 0 -1
nxn

ad (b)

Nejprve od kazdého fadku kromé posledniho odecteme nésledujici fadek a v dalsim kroku ke kazdému
sloupci kromé prvniho pricteme ptredchozi sloupec. Obdrzime determinant matice v dolnim stupniovitém
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tvaru, ktery se opét rovnda soucinu prvku na diagondle:

T Yy Yy ... Yy rT—Yy yYy—<z 0 0 0

Yy Ty ... Yy y 0 T—Y Yy—2x . 0 0

Yy oy x ... Yy 0 0 rT—Yy ... 0 0

Yy Y Yy ... Ty 0 0 0 e =Y Y-z

y oy vy y Y Y Y Y z

nxn
T—Yy 0 0 0 0

0 T -y 0 0 0
0 0 T —y 0 0
0 0 0 T—y 0
y 2y 3y (n—-1y (h—1y+u=

ad (c)

Pro z = 0 nebo n = 1 je determinant roven 0 a pro n = 2 je roven —1. Déale pro x # 0 a n > 2 odetteme z
nésobek prvniho Fadku od kazdého adku kromé prvntho a poté pficteme 1 nésobek kazdého sloupce kromé

x

prvniho k prvnimu sloupci. Dostaneme opét determinant horni trojihelnikové matice:

0 1 1 1 1 0 1 1 1 1 ”;1 1 1 1 1
1 T r T 1 —x O 0 0 —T 0 0
1 = O T x 1 0 -z 0 0 0 0 -z 0 0
1 =z =« 0 =z 1 0 0 —x 0 0 0 0 —x 0
1 =z =« z 0 1 0 0 0 —=x 0 0 0 -z
nxn
=(1- n)(—x)"_Q.

Cviceni 8

Spoctéte determinant
(a) pomoci faktu, ze jde o n-linedrn{ formu,
(b) rozlozenim ptislusné matice na sou¢in dvou matic.

a1+b1 a1+b2 a1+bn

a2+b1 a2+b2 a2+bn
n = o o 5

an+b1 an+by ... ay+0b,

Pron =1 plati D; = a; + b; a pro n = 2 plati

ar -+ bl ar -+ b2 = (a1 - ag)(bg — bl)

Dy = =
2 a2+b1 a2+b2

Pro n > 3 tvrdime, ze D,, = 0.
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ad (a)
al bQ bg
as b2 b3
Dn = . .
Ay, bQ bg
a1 1
ag 1
=bobs... by, | .
a, 1
= 0,

pokud n > 3 (determinanty maji n — 1 stejnych sloupcu).

ad (b)

a1+b1 a1+b2
a2 +b1 az+by
az+b1 asz+by

an +b1 an+0bo

: +b1bs3 ...

13
by
b1
b1
1 1 1 1 a
1 1 1 1 ... ao
A4+ bibs . by )
1 111 ... a
=0
1 0 0 1 1
1 0 0 b3 b,
1 0 0 0 0
0 0 0
=:A, =:B,

kde det A,, = 0 = det B,,, jakmile n > 3 (matice A, ma n — 2 nulovych sloupcia a matice B,, md n — 2

nulovych fadku).
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5 Determinant

n Vztahy

..........

Pro libovolnou matici A = (ajx)j k=1
(J,k=1,...,n) ‘ ‘
a?® = (=17 det Ay,
kde Ajj znaci matici, jez dostaneme z matice A vyskrtnutim j-tého fadku a k-tého sloupce. Pokud je A

reguldrni, muzeme inverzni matici spocist ze vztahu

1

Al = —— (cof A)T. 5.1
Jera (cof4) (5.1)

Pripomenme, ze A je reguldrni tehdy a jen tehdy, pokud det A # 0.

Necht b € C™ je libovolny (sloupcovy) vektor. Uzitim definice determinantu pfes rozvoj podle j-tého fadku,

dostdvame ze vztahu (B1) Cramerovo pravidlo

det(A;;b)

ATy = ——L— 5.2
detA (52)
kde (A;;b) je matice, kterou dostaneme z matice A nahrazenim j-tého fadku (fddkovym) vektorem b”.
Ponévadz det(A;;b) = det(A;;b)T, lze v citateli (5.2) uvazovat determinant matice, kterou dostaneme

z matice A nahrazenim j-tého sloupce (sloupcovym) vektorem b.

Cviceni 1

1 2 3
Nechf A:=(2 3 1].
3 2 1
Ba[A ]

(a) Najdéte [A71]; ~113; pomoci matice adjungované.
6
(b) Vyfeste soustavu Az = b pomoci Cramerova pravidla, je-li b:= [ 6
6
ad (a)
Potfebujeme urcit determinant det A = —12 a koeficienty kofaktorové matice
a’l = (_1)3+1 det A3; = det (3 i’) = -7,

a'® = (—1)1+3 det A3 = det (g g) = —b.
Ze vztahu (B.I) dostdvame
a3l 7 B a3t 5
B * Wh=ga=n

ad (b)

Ponévadz det A # 0, soustava Az = b ma pravé jedno feseni z = A~1b. Uzitim

6 2 3
det(A;;0)T =det |6 3 1| =-12,
6 2 1
1 6 3
det(Ag; ) =det |2 6 1| =-12,
36 1
1 2 6
det(Az;0)T =det |2 3 6] —12,
3 26
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a piipomenutim, ze det A = —12, dostdvdme ze vztahu (5.2) fesent
1
z= |1
1

Cviceni 2

Urcete hodnost matice pomoci subdeterminantu.

1 2 10
A=(2 -1 1 1
2 -1 01

Podle obecného tvrzeni h(A) = k, kde k je stupen submatice, jejiz determinant je nenulovy a véechny ostatni
submatice vyssiho stupné maji nulové determinanty. A priori vime, ze h(A) < min{3,4} = 3. Za¢néme tedy
vypocttem determinantu submatic stupné 3:

2 10 110 1 2 0 1 2 1
det [ -1 1 1] =2, det{2 1 1|=1, det|[2 -1 1| =0, det|{2 -1 1]=5.
-1 0 1 2 0 1 2 -1 1 2 -1 0

Alespon jeden z téchto determinantu je nenulovy, tudiz h(A4) = 3. (V praxi bychom skon¢ili po vypoétu
prvniho, ktery uz je nenulovy.)

Cviceni 2’

Urcete hodnost matice pomoci subdeterminantu.

3 2 1 -1
A=(0 -1 1 2
-1 -1 0 1

Opét a priori vime, ze h(A) < min{3,4} = 3. Zatnéme tedy vypottem determinanti submatic stupné 3:

2 1 -1 3 1 -1 3 2 -1 3 2 1
det 1 2 ]1=0, det{ 0 1 2 ]=0, det{ 0 -1 2 |=0, det|{ O —-1 1] =5.
-1 0 1 -1 0 1 -1 -1 1 -1 -1 0

Vsechny tyto determinanty jsou nulové, tudiz h(A) < 3. V tuto chvili uz je zfejmé, ze h(A) = 2, jelikoz
matice ma ziejmé dva sloupce linedrné nezavislé. Ovéime to nicméné i vypocétem determinanti submatic
stupné 2. Staci vzit hned prvni submatici, jejiz determinant uz je nenulovy:

3 2
det (0 1) = -3.

Cviceni 3

Vite-li, ze 23 déli beze zbytku ¢isla 253, 529, 391, dokazte bez vypoctu determinantu, ze je také délitelny
beze zbytku ¢islem 23.

3
9.
1

w ot o
© DN Ot
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Trik je uzit toho, ze determinant se nezméni, pokud k libovolnému fddku (nebo sloupci) pfi¢teme linedrn{
kombinaci ostatnich fadku (nebo sloupct). Tedy

2 5 3 2 5 3
5 2 9= 5 2 9
3 9 1 3+5x104+2x100 94+2x1045x100 1+9x1043 x 100
2 5 3
=5 2 9
253 529 391
2 5 3
=23| 5 2 9
252 529 391
23 23 3

Posledn{ rovnost vyuziva vlastnosti, ze je-li libovolny Fddek (nebo sloupec) determinantu vyndsoben li-
bovolnym ¢islem, lze toto ¢islo vytknout pied determinant (determinant se chovd jako linedrni zobrazeni
vzhledem k libovolnému fddku ¢i sloupci). Ponévadz zlomky na poslednim Fadku jsou celd ¢isla, dostdvame
pozadované tvrzeni.

Cviceni 4

Vite-li, Ze a, b, ¢ jsou kofeny polynomu x> + pz + g, dokazte, ze

o o

e o o

> Q2 O
I
=

V prvni fadé si uvédomme, ze pokud a, b, ¢ jsou kofeny polynomu x® + px + ¢, pak

P tpr+qg=(r—a)zr—0)(x—c)=2>—(a+b+c)ax®+ (ab+ ac+ bc)xr — abe
pro vSechna x € C. Z tohoto vztahu specidlné dostavame, ze a + b + ¢ = 0. Potom
a+b+c b c

b c 0
c al=b+c+a ¢ a|=|0
a b c+a+b a b 0

=0,

o o R
S 0 <o
Q0O

kde prvni rovnost vyuzivd obecné vlastnosti, ze determinant se nezméni, pokud k libovolnému sloupci
pricteme linedrni kombinaci ostatnich sloupcu.

Cviceni 5

Spoctéte det D, kde D € Z(P,,) je operator derivovani.

Ptipometime, Ze Dp := p’, kde p € P,,. Podle definice det D = det 2D, kde B je libovoln4 béze prostoru P,,.

Zvolme standardni bézi € = (eg, e1,...,en—1), kde e je monom stupné k. Potom
Deg =0 =0eg + Oey + 0eg + -+ -+ 0ep—1 + -+ - + 0ep_2 + Oep_1,
Dey = e =leg+0e; +0ea + -+ 0ex—1 + -+ 0ep—2 + 0ep_1,
Dey = 2¢; =0eg + 2e1 +0ea + -+ 0ex—1 + -+ 0ep—2 + 0ep_1,
Des = 3es =0eqg + 0eq +3eg + -+ +0ep_1+ -+ 0ep_o + 0ep_1,
Dey, = kejp_1 =0eqg + 0eq +0eg + -+ + keg_1 + -+ 0ep_o + 0ep_1,

Dey—1 = (n—1)ey—2 =0eg+0e; +0ex +---+0ep_1 + -+ (n—1)e,—2 + Oey_1.
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Tedy
01 0 0 0 0
0 2 0 0 0
¢ 0 00 3 0 0
D =
000 0 ... 0 n—-1
000 0 ... 0 0

Jelikoz ma matice jeden sloupec (fddek) nulovy, plati det D = det €D = 0.

Cviceni 6

Jak se zméni determinant matice n-tého fadu s komplexnimi prvky, pokud
(a) napiseme Ffaddky v opaéném potadi,

b) napiSeme sloupce v opaéném potadi,

¢) pieklopime matici podle hlavni diagondly,

d) pieklopime matici podle vedlejsi diagonély,

) zrcadlime prvky matice podle stfedu,
kazdy prvek vynasobime &islem « # 0,

) kazdy prvek A;; vyndsobime o', a # 0,

) od kazdého fddku kromé posledniho odec¢teme nédsledujici faddek a od posledniho ode¢teme puvodni
prvni Fadek,

(i) ke kazdému sloupci (poé¢inaje poslednim a koncée druhym) pfi¢teme ptredchazejici a k prvnimu

sloupci pri¢teme puvodni posledni sloupec,
(j) kazdy prvek matice nahradime ¢islem komplexné sdruzenym.

A~ N

e
f

g
h

—~ —~

Znaéme puvodni matici A = (a;1)j g=1....n a transformovanou matici A. Déle uvazujme j-ty fadek matice A
jako rddkovy vektor a; := (aj1,...,a;n) a k-ty sloupec matice A jako sloupcovy vektor a* = (a1p, ..., ank)T.

ad (a)

n(n—1)

det A= (—1)""z  det A, | ponévadz

Qp, aq aq
Gn—1 Qnp az
Ap—2 1 Qp—1 1 _9 Qnp
det A = det ) = (—1)"""det =(—=1)""(=1)""“det
a9 as as
al as aq
ai
a2
a
== (—1) ()2 (m1)r (D) .3 = (—1)lFH D) o 4
Gn—1
Qn

a staci pouzit formulku pro soucet aritmetické posloupnosti.

Alternativné muzeme psat

n—1

(=1)"z det A < nliché,

dot A — {(—1)% det A & nsudé,

coz se dostane alternativnim feSenim, kdy se prohodi prvni a posledni f4dek matice A, psk druhy a
predposledni, etc.
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ad (b)

n(n—1)

det A = (—1)" 2 " det A,| ponévadz vztah det A = det AT pievede problém na ptedchozi piipad.

ad (c)

det A =det A, | ponévadz A = AT a plati det A = det A7

ad (d)

det A = det A, | ponévadz transformaci (d) lze chapat jako slozeni piedchozich transformaci (a), (b) a (c),
schematicky (d)=(c)o(b)o(a), tudiz

n(n—1) n(n—1)

det A= (=1)"7 (=1)" 7 det AT = (—1)"(" "D det A = det A,

kde posledni rovnost plati, jelikoz n(n — 1) je vzdy sudé &islo.

ad (e)

det A = det A, | ponévadz transformaci (e) lze chépat jako slozen{ predchozich transformaci (c) a (d), sche-

maticky (e)=(d)o(c), a obé transformace determinant nemeéni.

ad (f)

det A = a™det A, | ponévadz

aar
aan
det A = det : =qa...a det A.
. ——
Qly—1 n-krat
aly,

ad (g)

det A = det A, | ponévadz

det A = z:(—l)sg’“7r alf’r(l)alw(l) a27“(2)a27r(2) .. a"iﬂ(")am(n)
= (=T gttt r W@t gy g - G

= Z(—l)sgm A1r(1) 427(2) - -+ Onr(n)

=det A,

kde predposledni rovnost vyuzivé bijektivitu 7, diky niz #(1) + 7(2) +---+7(n) =1+ 24+ -- -+ n.
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ad (h)

det A = 0, | ponévadz

ai — as (a1 —ag) + (a2 —az)+ -+ (an—1 — an) + (an — a1)
as — as a2 — a3
az — aq a3 — G4
det A = det : = det
Ap—2 — An—-1 Ap—2 — Anp—-1
Ap—1 — anp Ap—1 — anp
anp —ai anp — aj
0
a2 — a3
az — aq
= det . = 05
Ap—2 — An—-1
Ap—1 — anp
anp — ai

kde v druhé rovnosti jsme k prvnimu fadku pficetli vSechny ostatni fadky.

ad (i)

det A= [1+ (—=1)""']det A, | ponévadz

det A = det (a1 +a” a’>+a' a*+a® ... a"l+a"? a"+ a"_l)
= det (a1 a’+a' ad+ad® ... a"l'4+a"? a"+ a"_l)
+ det (a” a’>+a' ad+a® ... a"l1+a"? 4"+ a"’l)
=det (a' a® a® ... a"' a")
+det (a™ o' @* ... a"? a"7!)
=det A
+det (a" a' o ... a"? a"7?)
=det A

+ (=1)"" det A.

ad (j)

det A=det A.

Cviceni 7
Spoctéte determinant
0 a a a
b 0 a a
Dn = b b 0 a
b b b 0

Pokud a = 0 nebo b = 0 nebo n =1, pak D,, = 0. Pokud n = 2, pak Dy = —ab. Predpokladejme nadéle, ze
a#0ab#*0an>3.
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Ucinme nésledujici upravy

n n n—1
0 a a a a -b a 0 0 O -b a 0 0 O
b 0 a a a 0 —-b a 0 O 0 —-b a 0 0
b b 0 a a 0 0 -b 0 O 0 0 -b 0 0
D, = = . =—a ,
b b b 0 a 0 0 0 -b a 0 0 0 —b a
b b b b 0 b b b b 0 b b b b b
::In71

kde jsme v prvni rovnosti od kazdého fadku kromé posledniho odecetli nésledujici a v druhé rovnosti jsme
ucinili rozvoj podle posledniho sloupce. V determinantu I,,_; u¢inme rozvoj podle prvniho sloupce:

n—2 n—2
—-b a 0 O a 0 0 0
0 -b 0 O —b a 0 0
Iy =—b SIS L
0 0 —b a 0 O a 0
b b b b 0 O —b a
=1,_o —qn—2

Dostavame tedy rekurentni vztah
Inoy=—bl, o+ (—1)"ba" 2= ~bl, o +b(—a)""%

Pro prvni ¢len plati

Jzy? ol = —b(a+b),
zatimco dalsi ¢leny spliiuji
I3 +bly = b(—a)?, |- (=b)n—4
Iy + bl = b(—a)?, |- (=b)"°
I3 +bly,_y =b(—a)"%, |- (=b)?
In_p+bl_3=b(—a)""%, |- (=)

Iy 1+ bl o =0b(—a)""2
Proved me naznaéené piendsobeni a vysledné identity seétéme:
Lo+ (0" 70L = b[(=0)" "2 4+ (=a)" 3 (=b) + (~a)" " (=b)2 + -+ + (=a)*(=b)" " + (—a)*(~b)"~1].
Uzitim vztahu pro I> dostavame
Lo = b|(=a)" ™ + (~a)"(=b) + (~a)"~*(~0)’

e (P (B0 o () (B () () ()]

by (—a)" 2T (=) = b(=1)" 2 a" Y
3=0 =0

n—1 _ bn—l

n_a
b(—1)"2 —

Kone¢ny vysledek (pro libovolnd ¢isla a,b a n > 1) tedy zni

n—1 n—1
ne1 @ —-b

D, =ab(-1) 5
a—
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Cviceni 8

Necht (D,,)2; je komplexni posloupnost vyhovujici rekurentnimu vztahu D,, = pD,,_1 + ¢D,_2 pro
kazdé n > 3, kde p,q € Ca p# 0 V ¢q # 0. Potom plati:
(a) Pro q=0je D, = p" 2D pron > 3.
(b) Pro g # 0 oznaéme A, A2 kofeny rovnice 22 = px + q.
(i) Pro A\ # A2 je D, = c1 A} + A% pro n > 1, kde ¢, ¢o jsou konstanty jednoznacné uréené
éleny D1 a D2.
(i) Pro A1 = A2 je Dy, = (c1 + nea) A pro n > 1, kde ¢, ¢ jsou konstanty jednoznaéné urcené
cleny D1 a Ds.

ad (a)

7 rekurentniho vztahu dostdvame

D, = pDn—l = ppDn—Q = =pp.. pDn—k = kan—k
—
k-krat
pro vSechna 0 < k < n — 2. Dokazovany vztah plyne specidlni volbou k =n — 2. O

ad (b), (i)

Postupujme indukci.
Pro n = 3 rekurentni vztah #iké, ze D3 = pDy + qD;. Zaroven, uzitim rovnice, kterou A1, Ay spliuji,
aX? + )3 = i\ (ph + @) + cada(pha + q)
=p(c1A] + c2A3) + qci A1 + c2)2).
Tedy pozadovand rovnost plyne, pokud lze zvolit konstanty c1, co tak, aby
Dy = c1M\] + 203 a Dy = c1A1 + c2)o. (5.3)

To 1ze, ponévadz (Cramerovo pravidlo)

AL
det (A% é) = M3 = Afde = Mda(X2 — A1) #0,

kde nerovnost plati diky tomu, ze pFedpoklddame, ze A1 # A2, a zéroven rovnice 2 = pzx + ¢ nemé nulové
kofeny za naseho predpokladu ¢ # 0. Vztahy (B3) ukazuji, ze platnost dokazovaného vztahu lze skuteéné
roz8ifit i pron =1, 2.

Ptedpoklddejme, ze vztah Dy, = c1 A} + ca A5 plati pro libovolné n > 3.
Dokazme jeho platnost pro n + 1:
DnJrl = pDn + an,1
=p(eIA] + 2A5) + (et A] T+ M)
=X T P+ @) + A5 (pho +q)

= AP e AT

kde jsme v posledni rovnosti uzili rovnice, kterou A1, Ao splnuji. o

ad (b), (ii)

Nejdiive ze vieho si uvédomme, ze podminka, Zze rovnice 22 = pz + ¢ ma stejné koieny, implikuje

p° = —4q a )\1:]—2):)\2.
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Tedy dany rekurentni vztah nynf zni (n > 3)

p2
Dn = pDn—l — IDn_Q, (54)

kde p # 0, a dokazovany vztah zni (n > 1)

D,, = (¢1 + nez) (]—2))" (5.5)
Dale postupujme indukci.
Urceme konstanty ¢, c2 jednoznaéné pozadavkem, aby formulka (B3] platila pro n = 1,2, tedy

Dy = (c1 + Cz)g,

2 (5.6)
Dy = (1 + 2¢2) (]—2)) ;

(pro ovéfeni, Ze to jde, lze opét vyuzit Cramerovo pravidlo). Jako prvni indukéni krok je potfeba ukézat,
ze formulka (5.H) plati i pro n = 3. Z rekurentniho vztahu (5.4) a uzitim (5.6) dostdvame

2
D3 =pDy — %D1

=p [(61 + 2¢2) (2)1 - Zj; {(61 + Cz)g}
= [2(c1 + 2¢2) — (c1 + ¢2)] (2)3

2
= (c1 + 3¢2) (]—2))3 )
coz bylo dokazati.
Predpoklddejme nyni, ze vztah (B3] plati pro libovolné n > 3.

Dokazme jeho platnost pro n + 1:
p?
Dn+1 - pDn - IDn—l

2

= p(c1 + neg) (]—2))” _ %(01 +(n—1)c) (g)n—l
= [2(c1 +ne2) — (e1 + (n — 1)e2)] (]_2))714-1

= (ex + (n+ ) (B)",

2
coz bylo dokéazati. O
Cviceni 9
Pomoci predchoziho piikladu spoctéte
(a)
2 1 0 0
1 1 0
01 2 0
0 0 0 2
(b)
a+pB af 0 0 0
2 a+pB  af 0 0
0 1 a+f 0 0
0 0 0 ... a+pB  ap
0 0 0 . 1 a+f
kdea £#0 v g #0.
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ad (a)

Ozna¢me hledany determinant symbolem D,,, kde n je stupen matice, jejiz determinant poc¢itame. Snadno
spocteme, ze

2 1
D1:2 a Dg‘l 2‘3
Pro n > 3 rozvoj podle prvniho fadku dava
N n—1 n—1

2100 0 2 10 0 110 0
1 210 0

1 21 0 0 2 1 0
0 121 0 0 1 2 0 01 2 0

Dn=10 0 1 2 0= : - =2Dp—1— Dp_2,

00 0 0 9 0 0 0 2 0 0 O 2

kde druh& rovnost plyne rozvojem podle prvniho sloupce v druhém determinantu. Jsme tedy v situaci
ptredchoziho pifkladu s p = 2 a ¢ = —1. Rovnice 22 = px + ¢ mé jeden dvojnisobny koien 1, jsme tedy
v situaci (b), (ii) pfedchoziho piikladu. Resenim soustavy @8] je ¢1,c2 = 1, tudiz (n > 1)

D, =1+n.
ad (b)

Oznaéme hledany determinant symbolem D,,, kde n je stupeii matice, jej{z determinant poéitdme. Snadno
spocteme, ze

o S _|la+B  aB | _ o 2
D1—04+ﬂ a DQ— 9 Oé—f—ﬁia +ﬂ
Pro n > 3 rozvoj podle prvniho sloupce déva
a+p8  ap 0 0 0 0
2 a+p8  ap 0 0 0
0 1 a+p af 0 0
D,=| 0 0 1 a+p 0 0
0 0 0 0 a+p o
0 0 0 0 1 a+p
n—1 n—1
a+p ap 0 0 0 af 0 0 0 0
1 a+pB  ab 0 0 1 a+p8 ap 0 0
0 1 a+p 0 0 0 1 a+p 0 0
=(a+h) : : S : : :
0 0 0 a+p  af 0 0 0 a+p apf
0 0 0 1 a+p 0 0 0 1 a+pB
=:Dp_1

= (Oé + B)Dn—l - 2056Dn—27

kde posledni rovnost plyne rozvojem podle prvniho fadku v druhém determinantu na druhém fddku. Pro
spocteni hledaného determinantu D,, sta¢i tedy znat determinant D,,.

Ten viak, postupem jako pro D, spliuje rekurentni vztah (n > 3)

Dn = (05 + ﬂ)anl - O‘/BDn72
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a+8 af

_ 2 2
9 aJrﬂ—a—l—ﬁ—l—aﬁ.

Di=a+p a Dy =

Jsme tedy v situaci predchoziho piikladu s p = a + 8 a ¢ = —a3. Rovnice 2% = px + ¢ m4 kofeny

a+pB=E|a—p

)\:I: = 9

la=0 VvV B=0.|Pak D, = (a+ )" 2Dy = (a + )" 2(a® + 52 + af3).

‘ a0 AN B#£0 AN a#p. ‘ Pak D, = c1A} + oA, kde konstanty ci,c2 jsou jednoznacné uréeny rovni-
cemi (53).
‘ a0 AN B#£0 AN a=p. ‘ Pak D,, = (c1 + nc2)A}, kde konstanty ci, ¢z jsou jednoznacné urceny rovni-

cemi (5.4).
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Domaéci tloha 1

1 2 3 n—1 n
2 3 4 n 1
3 4 5 1

n 1 2 -+ n—3 n-—1

Pocinaje poslednim fddkem, koncée druhym, od kazdého tfadku odectéte fadek nad nim. Poté, pocinaje
druhym fadkem, konce ptredposlednim, od kazdého fadku odectéte fadek pod nim. Nakonec, pocinaje
predposlednim sloupcem, konc¢e prvnim, ke kazdému sloupci pfic¢téte sloupec napravo. Rozvojem podle
prvniho sloupce, kde je nyni pouze jediné nenulové ¢islo, a prerovndnim fadku se problém redukuje na
determinant dolni trojihelnikové matice.

1 2 3 -+ n—2 n-—1 n
2 3 4 -+ n-—1 n 1
3 4 5 .- n 1 2
n—-2 n—-1 n --- n—5 n—4 n-—3
n—1 n 1 - n—4 n—3 n—2
n 1 2 -« n—3 n—2 n-—1
1 2 3 o n—2 n-—1 n
1 1 1 1 1 1—-n
1 1 1 1 1—n 1
1 1 1 1 1 1
1 1 1—n 1 1 1
1 1—-n 1 1 1 1
1 2 3 n—2 n—1 n
0 0 0 0 n -n
0 0 0 n -n 0
0 0 n 0 0 0
0 n - - 0 0 0
1 1-n 1 1 1 1
nlntl) - nlntl) g nitl g 3n—-3 2n—1 n
0 0 0 0 0 -n
0 0 0 0 -n 0
0 0 0 0 0 0
0 0 -n 0 0 0
0 -1 n—2 3 2 1
0 0 0 0 -—n
0 0 0 —n O
RS 5
2 0 0 0 0 0
0 -n 0 0 0
-1 n—-2 3 2 1
n—1lxn—1
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Domaéci tloha 2

cos(a; — B1) cos(a; — fB2) -+ cos(ag — Br)

cos(aa — B1) cos(ag — fB2) -+ cos(ag — Br) o
, kde «;,83; € R prokazdé i€ n.

cos(ozn' — 1) cos(oz,; —B2) - COS(Oén. — Bn)

Pouzijte vzorec pro cosinus rozdilu dvou thla

cos(a; — B;) = cos e cos B; + sin o sin B;

a matici vyjadiete jako sou¢in dvou matic, kde prvni ma nenulové pouze prvni dva sloupce a druha ma
nenulové pouze prvni dva radky.

cos(a; — 1) cos(a; — fB2) -+ cos(aq — Bn)
cos(ag — 1) cos(ag — fB2) -+ cos(ag — Bn)
cos(an — B1) cos(an — B2) -+ cos(an — Bn)
cosa; sina; 0 --- O]|cosfB; cosfBa cosfPs -+ cosfp
cosag sinas 0 --- Of|sinf; sinfs sinfz --- sinf,
cosa, sina, 0 --- 0 0 0 0 e 0
0 e n> 2,

= ¢ (cosaq sin g — cos ag sin oy )(cos By sin fa — cos o sin B1) = sin(ae — a1)sin(fz — f1) < n=2,
cos(ag — ) < n=1

Domaci tloha 3

2 5 0 0 0 0
1 2 L 0 0 0
0o 1 2 4 0 0
_ _ , kde =z #0.
00 0 0 2 4
0 0 0 1 2

Nejprve k-ty sloupec vyndsobte 2*~1. Vznikne matice, kde je v kazdém fadku stejnd mocnina z. Tuto
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z kazdého fadku vytknéte a vyslednd matice je praveé ta z prikladu 9(a) tohoto cviceni.

Pr ool 210 0 o
1 % x_lz 0 0 1 2 1 0 0
0 1 % 0 0 aneny |0 7 2% 0 0
: . = 7 .
0 0 0 % % 0 0 0 21”1*3 $n73
0 0 0 1 T% 0 0 0 $n72 21.7172
2 1 0 0 0
1 2 1 0 0
_neen) mep@-n 1012 00
=T 2 x 2 _ )
z :
0 0 O 2 1
0 0 O 1
=14n
=z "(1+n).
Domaci tloha 4
(2n —1)" @n-—2" ... v (2n)"
2n—1)"! (2n-2)"! ... pr=1 (2p)n1

Posledni sloupec pfehod'te na prvni misto a fddky napiste v opaéném potadi. A% na transpozici dostanete
Vandermonduv determinant (viz Ukol 2.47 ze skript).

(2n — 1) 2n—-2) ... n" (2n)™
2n—-1)""t @2n-2)»"t ... pn7l (2p)nt
2n —1 2n — 2 e n 2n
1 1 1 1
1 1 1 1
2n 2n—1 2n — 2 e n
n n(n+1)
=(=1)"(— 2 : : : :
@2n)"~t @2n-1)""t @2n-—-2)"t ... pnt
(2n)™ (2n —1)" 2n—-2)" .- n"
" n(n+1) . . n n(n+1) .
(—D)"(=1)" 7 J[en—it1-@n—j+1) =)D"= J[G -9
i>j i>j

(71)71(71)”(71;1) (71)71(71;1) H Kl
k=1

I
k=1
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Domaci tuloha 5

1 1 1 1
2 3 n
1 1 1 (1)
1 3 4 n+1
2 2 2
1 n n+1 2n — 2
n—1 n—1 n—1

S pouzitim vzorcem pro rozdil dvou kombinaénich ¢isel, jejichz vrchni argument se 1isi o 1 a spodni je stejny,

n\ (n-1\_(n-1
k k T \k—-1)"
odectéte pocinaje poslednim sloupcem, konce druhym, od kazdého sloupce predchozi. Poté rozvinte matici

podle prvniho sloupce. Vyslednd matice je totozna s puvodni, ve které chybi prvni sloupec a posledni radek.
Po n — 1 téchto krocich dostanete matici 1 x 1 s jedinym prvkem 1.

Lo Loy o o 0

1 1 1 1 1
I R O N P !

R G 8
2 2 2 =

() () o ()

Y _
(o) () - ()

n—1xn—1

e

—
N
3
| 3
—_
N———
N
S 3
| 4+ -
— =
N———
7 N
s 3
‘ .
-
N——
—
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6 Vlastni cisla a vlastni vektory matic

Spektrum o(A) matice A € C™™ je mnozina vlastnich cisel A € C takovych, ze A — AI nenfi invertibilni.
Muzeme tedy vyuzit vlastnosti determinantu a vlastni ¢isla hledat coby kofeny charakteristického polynomu
p(A) := det(A — XI). Algebraickd ndsobnost v, () vlastniho ¢isla A € o(A) je ndsobnost A coby kofene p(A).
Geometrickd ndsobnost v, (X\) vlastniho éisla A € 0(A) je dimenze prostoru ker(A — AI); zde A— AI chdpeme
jako zobrazeni na C™, jez tato matice piirozené generuje. Viastni vektor u € C™ odpovidajici vlastnimu
¢islu A € o(A) je jakykoli nenulovy vektor z ker(A — AI'). Matice A je tzv. diagonalizovatelnd, pokud vlastni
vektory tvofi bazi na C", coz je ekvivalentni tomu, ze geometrické a algebraické ndsobnosti vSech vlastnich
hodnot se rovnaji.

Cviceni 1

Najdéte vlastni ¢isla a vlastni vektory nasledujicich matic. Rozhodnéte o jejich diagonalizovatelnosti.
Jsou-li diagonalizovatelné, najdéte reguldrni X a diagondlni D tak, aby A = X DX ~!. Ovéite, ze matice
jsou koteny svych charakteristickych polynomd.

5 2 —3 31 -1 —20 9 —18
(a) A=|[4 5 —4|, ® A=|02 0], ( A=[6 -5 6
6 4 —4 11 1 24 —12 22

ad (a)

p(A) = = A3+ 6X2 — 11X+ 6 = —(A\ — 1)(A — 2)(\ — 3). Tudiz o(A) = {1,2,3}. Ziejmé v,(1) = v4(2) =
v,(3) = 1. Ponévadz geometrickd ndsobnost je vidy mensi nez geometrickd ndsobnost, rovnou vime, ze
rovnéz vg(l) = v,(2) = v4(3) = 1, a tudiz matice A je diagonalizovatelnd, aniz bychom hledali vlastni
vektory. Vlastni vektory u v8ak snadno najdeme coby feSeni rovnice (A — AI)u = 0.

A priori vime, ze hodnost matice A — 11 je 2, ponévadz v4(1) = 1. Snadno to vSak ovéfime i
obvyklym vypoctem (vase schudky):

4 2 =3 4 2 -3 4 2 =3
A-1I=[4 4 4| ~[0 2 —-1|~[0 2 —-1],
6 4 -5 0 2 -1 0 0 O

odkud navic vidime, ze odpovidajici vlastni vektor je (nebo jakykoli jeho nenulovy ndsobek)

1
’U,(l):— 1
Podobné
3 2 -3 3 2 -3
A-2I=|4 3 —4|~10 1 0
6 4 —6 0 0 O
tudiz
1
U(Q) = 0
1
Nakonec
2 2 -3 2 2 =3 2 2 =3
A-3I=[4 2 4] ~|0 =2 2| ~[|0 -2 2],
6 4 -7 0o -2 2 0 0 0

tudiz
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Diagonalni matice D se vytvori naskladanim vlastnich hodnot na diagonalu a matice prechodu X se vytvori
naskldddnim vlastnich vektora do sloupecku (ve spravném poradi!):

10 0 1 1 1
D={0 2 0|, X:=(ugy up ug)=[1 0 2
0 0 3 2 1 2

(Ovéite si platnost vztahu A = XDX 1))
Oveéten{ platnosti vztahu p(A) = 0 je rutinni zdlezitost (ndsobeni a s¢itdn{ matic).
ad (b)

p(\) = —(\ — 2)3. Tudiz o(4) = {2} a v,(2) = 3. V tomto piipadé neni diagonalizovatelnost ziejm4 a je
nutné se podivat na strukturu jadra ker(A — 27).

11 -1 1 1 -1
A-2I=10 0 O |~{|0 O O],
11 -1 0 0 O

odkud je rovnou vidét, ze hodnost matice A — 21 je 1, tudiz v4(2) = 3 — 1 = 2. Jelikoz v4(2) # vq(2),
matice A neni diagonalizovatelna.

ad (c)

p(A) = =A% —=3X2+4 = —(A—1)(A+2)% Tudiz 0(A) = {-2,1} a ve(—2) = 2 a v,(1) = 1. Z posledni
rovnosti rovnou plyne v4(1) = 1. Pro rozhodnuti, zda je matice A diagonalizovatelnd, je vsak pofdd nezbytné
se podivat na strukturu jadra ker(A — (—=2)I).

~18 9 18 2 1 -2 —2 1 -2
A—(-2I=(6 -3 6 |~[2 -1 2|~|0 0 0],
24 —12 24 2 -1 2 0 0 0

odkud je rovnou vidét, ze hodnost matice A + 21 je 1, tudiz v,(—2) = 3 — 1 = 2. Jelikoz vy(—2) = v (—2)

vvvvv

Pokud by nebyla, v tomto bodé bychom skonéili (snad kromeé ovéreni p(4) = 0). Ponévadz vsak diagona-
lizovatelna je, musime najit vlastni bazi. Vlastni vektory odpovidajici vlastni hodnoté —2 snadno najdeme
z Upravy matice A + 21 vySe, napiiklad:

0 1
U(—2),1 = 2 , ’LL(_Q),Q = 2
0
A=1
-21 9 18 1 -1 1 1 -1 1 1 -1 1
A-1I=16 -6 6 |~|-7 3 —6|~|0 -4 1 |~|0 -4 1],
24 -12 21 8 —4 7 0 4 -1 0 0 O
odkud
-3
Uy = 1
4

Nakonec tedy

-2 0 0 01 -3
D = 0 -2 0 , X = (U(_2)71 u(_2),2 U(l)) = 2 2 1
0 0 1 10
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Alternativné bychom také mohli polozit X := (u(_2)72 U(—2)1 u(l)), avSak u(;) na jiné misto premistit
nemuzeme (bez premisténi jednicky v D).

Cviceni 2

Necht A € C™" je regularni. Vysetfete vztah:
(a) spekter A a A1,
(b) algebraickych nasobnosti vlastnich ¢fsel A a A~1
(c) geometrickych nasobnosti vlastnich ¢fsel A a A1,
(d) diagonalizovatelnosti A a A~!.

‘ o(A71) =o(A)7L. ‘ Tento vztah interpretujeme ekvivalenci A € o(A4) & A~! € g(A71).

Diikaz. Au= M u < A "'u= A"y, kde vyuzivame toho, ze 0 neni ve spektru reguldrniho operdtoru. [

ad (b)

Va(ATH AT = v (N A). ‘ Zde v,(X; A) znagi algebraickou ndsobnost vlastn{ hodnoty A matice A.

Diikaz. Ze vztahu (VA € C\ {0})
AT XTI =\ AT - D =t AT D) = AT AQAT - ) = AT ATH A - D) (6.1)

dostavame
det(A™1 = A7) = (=AY det (A7) det(A — ).

Charakteristicky polynom matice A ma strukturu
det(A—=XAI) = (=1)"( A=) ... (A= )™,

kde o(A) ={A1,..., e} avj :==v,(N\;;A) pro j =1,...,k Ponévadz vy + - - + v = n, plati

_ A\ e\ F 1 1\ 1 1\
2 Hn A-)dNH)=[1—-—— 1= = = (=1 A\ N S - — ol == — .
(=AY det(4 — AI) ( A) ( A) (L1 X (A A1) (A Ak)

Charakteristicky polynom matice A~! mé tedy strukturu

P VS B N 1 1\™” 1 1\" 1 1\
det(A~' - A= (—pyp e (2 2 (2o ) o= (22
et( )=V "wa 3 X A D" NN X M)

kde druhd rovnost vyuziva vztahu det A = A" ... A\[*. Tedy v, ()\j_l; AYY =wv; provsechnaj=1,....k. O

ad (c)

‘ v\ AT = (0 A). ‘ Zde vy(X; A) znaci geometrickou ndsobnost vlastni hodnoty A matice A.

Diikaz. Ze vztahu (G.) plyne rovnost ker(A=! — A711) = ker(A — \I), VA € C\ {0}. O
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ad (d)

‘ A~1 diagonalizovatelnd < A diagonalizovatelna. ‘

Diikaz. Plyne z dokdzanych vlastnosti (a)—(c). O

Cviceni 3

Je A~! diagonalizovatelnd matice? Pokud ano, najdéte reguldrni X a diagondlni D tak, aby A~! =
XDX~L

-20 9 —-18
A= 6 -5 6
24 —12 22

Reseni plyne kombinaci cviceni 1(c) a 2. Matice A~' je reguldrni, ponévadz A je reguldrni. o(A~1) =
o(A)7' ={-1,1} avy(—3) = vy(—3) =2 a vy(1) = v4(1) = 1. Vlastni podprostor matice A odpovidajici
vlastnfmu éfslu —2 (resp. 1) je shodny s vlastnim podprostorem matice A~ odpovidajici vlastnimu éfslu —%
(resp. 1). Tedy

0 0 01 -3
o], x:=1[2 2 1
1 1 0 4

1
2
D =

0
0 0

o=

Cviceni 4

Necht jsou ddny matice A, B € C™". Jaky je vztah mezi vlastnimi ¢isly a vlastnimi vektory matic:
(a) Aa A%
(b) Aa A+ al, kde a € C,
(c) Aa AT,
(d) A,Ba A+ B,
(e) A,Ba AB,
(f) AB a BA pro A, B reguldrni.

ad (a)

| Aeo(4) = N ea(4). |

Dikaz. Au= M = A%u = MAu = \u. O

| X eo(4?) = Dea(A)V-reo(a). |

Diikaz. A%u=Nu = (A=N)(A+Nu=(A+N)(A—-Nu=0. O

ad (b)

‘ o(A+al)=0(A) + a. ‘ Tento vztah interpretujeme ekvivalenci A € 0(A) & A+ a € o(A + al).

Dikaz. (A+al)u= A+ a)u & Au= Au. O



Krejcifik & Kurimaiova LAA - feSeni pf‘ﬂ(l&dﬁ 33

ad (c)

| o(A") = 0(4). |

Diikaz. det(AT — AI) = det(AT — (\)T) = det((A — AI)T) = det(A4 — AI). O
ad (d)

‘ Z4dny obecny vztah neexistuje. ‘

ad (e)

‘ Z4dny obecny vztah neexistuje. ‘Avéak plat{ (vlastni hodnoty opakujeme tolikrat, kolik je jejich algebraicka

ndsobnost):
soucin vlastnich hodnot AB = souéin vlastnich hodnot A x soucin vlastnich hodnot B,

ponévadz det(AB) = det(A) det(B).

ad (f)

| 0(AB) = 0(BA). |

Dukaz. Z identity
AB — M = A(B - A"') = A(BA—- ) )A™!

dostavame
det(AB — AI) = det(A) det(BA — M) det(A™"') = det(BA — M) det(A™*A) = det(BA — \I).
Tedy AB a BA maji stejny charakteristicky polynom. O

7 dikazu je zfejmé, ze staci, aby pouze jedna z matic A, B byla reguldrni. Ve skutecnosti plati relace
0(AB) = o(BA) v plné obecnosti.

Drikaz (obecnyj). Necht je matice I — AB invertibilni. Potom
I=(I-AB)(I—-AB)™'=(I—-AB)"' — AB(I - AB)™!,
z ¢ehoz dostavdme (I — AB)~™! = I + AB(I — AB)~!. Uzitim tohoto vztahu déle dostdvame
I+B(I—-AB) '*A=1+B[I+AB(I - AB)"'JA=1+ BA+ BAB(I — AB)"*A.
Prepisme tento vztah do tvaru

I=1+B(I—-AB)'A—~BA—- BAB(I - AB)™*A
= [+ B(I - AB)"'A] — BA[I + B(I — AB)™' 4]
= (I — BA)[I + B(I - AB)™ ' A].

Odtud vidime, Ze matice (I — BA) je invertibiln{ a jej{ inverze je rovna I + B(I — AB)~!A. Dokézali jsme
tudiz tuto obecnou ekvivalenci

I — AB invertibilni < I — BA invertibilni. (6.2)

Diikaz vztahu o(AB) = o(BA) je pouze jednou z aplikaci.
e Necht 0 € o(AB). Potom

0 =det(AB — 0I) = det(A) det(B) = det(B) det(A) = det(BA — 0I),
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a tedy 0 € o(BA).

e Necht 0 # A € o(AB). Chceme ukdzat, Ze pak A € o(BA). Postupujme sporem a piedpoklddejme, 7e
A &€ o(BA). Potom
0 # det(A\ — BA) = A" det(I — A\"'BA),

z tehoz plyne, ze I — A"1BA je invertibilni. Z ekvivalence (6.2)) dostdvame, ze i I — A\~*AB je invertibilni.
Potom
0 #det(I —A"'AB) = A" det(\M — AB),

z ¢ehoz plyne A & o(AB), coz je spor. O



Krejcifik & Kurimaiova LAA - feSeni pf‘ﬂ(l&dﬁ 35

Domaéci tloha 2

Pro jaka o € R je matice A diagonalizovatelna?

~ o oo
oQ oo
oQ N O
oo oQ

Pouzijte fakt, ze matice je diagonalizovatelnd pravé tehdy, kdyz mé kazdé vlastni ¢islo stejnou algebraickou
a geometrickou nasobnost, a dale nerovnost mezi algebraickou a geometrickou nasobnosti.

-A 0 0 «
det(A — \I) = 8 _aA QEA 8 = (A2 —4a)(A\2 — Aa —2a) = 0
4 0 0 —A

1
= o(A) = {:I:Q\/_, 5(04 +va? +8a)} .
Zjistujeme, kdy nemdme 4 riznd vlastn{ &fsla:

+2¢/a =

(¢ £ Va2 +8a) (plati alespon 1 ze 4 rovnic) <= a=0Aa =1

N =

nebo
2/a=-2/a<=a=0
nebo

%(a—i— a2+8a):%(a—\/a2+8a)<:>a=—8-
e a=0: o(A)={0}, va(0) =4

ker(A) = ker = 1,(0) =2

- o O o
o o oo
[eRN el R an)
o O O o
o O = O
_ o O O

Nelze diagonalizovat.

e a=1: o(A)={£2,-1}, va(2) =2, va(—2) =1 = 15(—2), va(—1) =1 = 1(-1)

-2 0 0 1 1 0
0 -2 2 0 0 1

ker(A — 2I) = ker o 1 -1 ol=1lol 11 = 1,(2) =2
4 0 0 -2 2 0

Lze diagonalizovat.

e a=-8: o(A) = {£4iv2, 4}, vu(F4iV2) = 1 = vy (£4iV/2), va(—4) =2

4 0 0 -8 0
0 4 2 0 1
ker(A + 4I) = ker 0 -8 -4 o l=1]2e = 1(—4) =1
4 0 0 4 0 A
Nelze diagonalizovat.
e o ¢{0,1,-8}: Lze diagonalizovat (Ctyfi ruzna vlastni ¢isla)

Zaver: A lze diagonalizovat <= « ¢ {0, —8}.
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Domaci tloha 3

Najdéte A9 z pifkladu 1(a), aniz byste ji opravdu samu se sebou opakované nésobili.

Vyuzijte znalosti spektra a vlastnich vektoru matice.

Ze vztahu A = XDX ! dostaneme

AIO — (XDX_l)lo
= XDX'XDXIXDX 'XDX'XDX'XDXIXDXIXDX T 'XDXIXDXx !

= XDPx~!

1 1 1 1 0 0 -2 -1 2
=1 0 2 0 210 9 2 0 -1

2 1 2 0o o 310 1 1 -1

72+211+310 71+310 272107310
= —242.310 —1+42-.3%10 2—-2.310

74+211+2.310 72+2310 4721072.310
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7 Vlastni ¢isla a vlastni vektory operatori

Cviceni 1

Necht A € Z(R?) je operétor zrcadleni podle osy x. Najdéte vlastni éfsla a vlastn{ vektory operdtoru A.
Je diagonalizovatelny?

7 definice
ARZSRZ: () s [ P2 ) = L0 1
’ ' X9 —X2 o 0 -1 i)

vidime, #e matice zobrazeni A vzhledem ke standardni bézi v R? m4 diagonalni tvar

e, (1 0
- )

Tedy o(A) = {—1,1}. Ponévadz obé vlastni ¢isla £1 jsou redlnd, mame rovnéz o(A) = {—1,1}. Jelikoz
spektrum je tvofeno dvéma ruznymi vlastnimi ¢isly na dvojrozmérném vektorovém prostoru, je operator A
diagonalizovatelny.

Vysledek muzeme rovnéz obdrzet Cisté geometrickou uvahou. Z defini¢ni rovnosti Au = Au vidime, ze
vlastni vektory u zobrazeni A jsou charakterizovany podminkou, ze transformovany vektor Au je ndsobkem
pivodniho (nenulového) vektoru u a ndsobek je pravé vlastni éfslo \. Které vektory v R? toto spliujf
v piipadé, kde A je zrcadleni podle osy x? Zfejmé ey, jenz se zrcadlenim pfetransformuje sdm na sebe (tedy
A1 = 1), a eg, jenz se zrcadlenim pretransformuje na opaény vektor —es (tedy Ay = —1).

Cviceni 2

Necht A € Z(R?) je operédtor rotace o 5 proti sméru rucicek hodin. Najdéte vlastni c¢isla a vlastni

vektory operatoru A. Je diagonalizovatelny?

Nejjednodussi je pouzit geometrickou tivahu vyse. Ktery nenulovy vektor v R? pootoceny o 90° je ndsobkem
puvodniho vektoru? Je zfejmé, ze zddny takovy vektor neexistuje. Tudiz o(A) = &. Ponévadz spektrum A
je prazdnd mnozina, neni operator A diagonalizovatelny.

Nyni tento vysledek ovéime i analytickym vypoctem. Z definice

o {(0)- () =6 9 ()

vidime, Ze matice zobrazeni A vzhledem ke standardni bézi v R? m4 tvar
0 -1
e _
().

A -1
1 =\

Charakteristicky polynom

p(\) == ‘)\2+1(A+z‘)()\i)

mé kofeny =+i, tudiz o(¢A) = {—i,4}. Ponévadz ani jedno z vlastnich ¢fsel nenf redlné, zatimco operdtor A
funguje na redlném prostoru R?, dostdvdme o(A) = @.
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Cviceni 3

Necht A € Z(V3), X je baze ve V3. Je A diagonalizovatelny operdtor? Pokud ano, najdéte bazi Y takovou,
ze YA je diagonalni matice.
(a)
5 2 =3
YA=|4 5 —4],
6 4 —4
(b)
3 1 -1
A=(0 2 0
11 1

ad (a)

V Cviceni 1(a) piedchozi kapitolky [l jsme zjistili, ze matice A je diagonalizovatelna, o(*A) = {1,2,3} a
vlastni baze na C? je tvofens vektory

1 1 1
u(l) = 1 y u(g) = 0 y U(3) = 2
2 1 2

Tedy operator A na V3 je diagonalizovatelny, o(A) = {1,2,3} a bdze Y = (y1,y2,y3) ve V3, vzhledem k niz
je YA diagonalni matice, je ddna vektory

(yl)x = U1, (yQ)I)C = U(2), (y3)x = U(3)-
Plati YA = Q Y4 Q1, kde
10 0 111
A=(0 2 0, Q="I"=(uy up us)=|1 0 2
00 3 2 1 2

ad (b)

V Cviceni 1(b) pfedchozi kapitolky [l jsme zjistili, Ze matice A neni diagonalizovatelna. Tudiz operator A
na V3 neni diagonalizovatelny.

Cviceni 4

Necht A € Z(V3), X je baze ve V3. Je A~! diagonalizovatelny operator? Pokud ano, najdéte bazi Y
takovou, ze 9(A~1) je diagonalni matice.

—20 9 —18
Yg=| 6 -5 6
24 —12 22

V Cvigeni 1(c) predchozi kapitolky [ jsme zjistili, Ze matice YA je diagonalizovatelna, o(*A) = {—2,1} a
vlastni bdze na C3 je tvoiend vektory

0 1 -3
U(72),1 = 2 s U(,2)72 = 2 5 U(l) = 1
1 4
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Podle Cviceni 3 predchozi kapitolky [0l vime, Ze rovnéz (DCA)’1 je diagonalizovatelna matice. Ponévadz
(*4)~t =X(A71), vidime, ze A~! je diagonalizovatelny operdtor, (A1) = {—3,1} a baze Y = (y1,y2,y3)
ve V3, vzhledem k niz je (A1) diagonalni matice, je ddna vektory

(y1)x == w—2),1, (y2)x = w(—2),2, (y3)x == uq).

Plati (A~1) = Q Y(A~1) @1, kde

f% 0 0 01 -3
A =0 —3 o), Q="I"=(um1 uw-p2 uwy)=[2 2 1
0 0 1 10 4
Cviéeni 5

Necht 4 € Z(R?),

1 1 1 =il
1 1 1 0
X = 1’t11’101’7{ 0
1 0 0 0

je baze R* a € je standardni bize R*. Je A diagonalizovatelny operator? Pokud ano, najdéte bazi Y
takovou, ze 94 je diagonalni matice.

11 1 -1
X4 0 00 O
Ailll—l
1.0 0 O

Najdifve je potfeba najit matici zobrazeni A : R* — R* vzhledem ke stejné bazi v prostoru R* coby
vychoziho prostoru a v prostoru R?* coby cilového prostoru, napiiklad

1 0 0 0
0 1 1 -1
-1 -1 -1 1}’
-1 -1 -1 1

DCAZDCADC:(‘:IDC DCAE —

kde jsme vyuzili formulek

11 1 -1 0 0 1
e 111 0 ex e |0 0 1 -1
=11 10 o a F=C"=14 1 1 o
100 0 11 0 0

Zbytek je rutinni zalezitost. Z charakteristického polynomu
p(\) :=det (YA — A1) = A2(A—1)2

vidime, ze 0(A) = o(*A) = {0,1} a v4,(0) = 2 = v,(1).
YA -01=%4A

a ponévadz hodnost matice XA je ziejmé 2, dostavame v4(0) = 4 — 2 = 2. Za odpovidajici vlastni vektory
1ze zvolit napiiklad

0 0
1 -1
U0),1 ‘= B U),2 ‘= 1
1 0
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0 0 0 0
0 0 1 -1
-1 -1 -2 1
-1 -1 -1 0

YA -11 =

a ponévadz hodnost matice YA — 11 je opét ziejmé 2, dostdvame v,(1) = 4 — 2 = 2. Za odpovidajici vlastni
vektory lze zvolit naptiklad
1 -1

. 0 . 1
Yma=111- bmez=1
1 0

Matice *A je diagonalizovatelnd, ponévadz mdme dostateény pocet vlastnich vektor (v,(0) = v4(0) a
va(1) = v4(1)). Operdtor A je tudiz rovnéz diagonalizovatelny a béze Y = (y1,y2, y3,¥4), vzhledem k niz je
YA diagondlni matice, spliiuje

(y1)x = U(0),15 (Y2)x = U(0),25 (y3)x = U(1),15 (Ya)x == U(1),2-
Plati A = Q Y4 Q~1, kde

0 0 0 O o 0 -1 -1
0 0 0O 3 1 -1 0 1
A= 001 0l Q= = (U(O)vl U0),2  U1),1 u(l)ﬂ) “lo 1 1 0
0 0 0 1 1 0 1 0

Cviceni 6

Necht A € Z(R*) a € je standardni baze R*. Najdéte viechna a € R, pro kterd je A diagonalizovatelny.

000 «
e |00 2 0
A=11 30 0

400 0

7Z charakteristického polynomu
p(A) == det(BA — X)) = (A +V6) (A — V6)(\2 — 4a)

vidime, ze o(*4) = {—v6,v6,2va, —2\/a}. v.(+£v6) = 1 vidy, zatimco v,(£2\/a) = 1 pro a # 0 a
Va(£2+v/a) = 2 pro a = 0. Ponévadz /a je redlné ¢islo tehdy a jen tehdy, pokud « > 0, dostdvame

(A) _ {7\/67 \/6; 72\/55 2\/&} < a2z 07
M FRV/AV/! & a<,

a informace o algebraickych ndsobnostech zustavaji stejné.

Okamzité tedy vidime, ze operdtor A neni diagonalizovatelny, pokud a < 0 (zatfmco matice XA za téchto
podminek diagonalizovatelna je), protoze mame jen dva vlastni vektory, zatfmco vektorovy prostor R? je
Ctyrdimenziondlni. Zaroven okamzité vidime, ze operator A je diagonalizovatelny, pokud a > 0, protoze
pak mdme ¢tyfi ruzné vlastni hodnoty (vg(£2v/a) = 1 a v,(£2y/a) = 1). Zbyva vysetfit vlastni podprostor
degenerované vlastni hodnoty 0 v piipadé o = 0.

A=0proa=20

€A—0I=°%A

a protoze hodnost matice ¢4 je 3, dostéavdme v,(0) = 4 — 3 = 1. Jelikoz v,4(0) # v,(0), matice ¢4 nenf pro
a = 0 diagonalizovatelnd. Tedy ani operator A neni diagonalizovatelny.

Zévérem:
A diagonalizovatelny < « > 0.
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Zvidavy student snadno najde odpovidajici vlastni vektory

0 0 —Ja NG
_ |2 _|v2 _| 0 10
RCVORE NG Yoz T | 3] U—2y) 1= o |> Ueva)2 = | o

0 0 V2 V2

Piestoze jsme je pro feSeni ulohy nepotiebovali, je odtud hezky vidét, jak se ze ¢tyf linedrné nezavislych
vektoru pro a # 0 stanou zavisly pro a = 0.

Cviceni 7

Necht A € Z(P3) splituje Az(t) := x(a — 2t) pro kazdé z € P35 a kazdé t € C. Pro jakd o € C je A
diagonalizovatelny? Pro takova a najdéte Y bazi P3 takovou, ze A je diagonalni matice.

Nejdiive najdéme matici operdtoru A vzhledem ke standardni bdzi & = (eg, e1,€2) v P3. Ponévadz
(Aeg)(t) =1 (t) + Oey(t) + Oea(t),
(Aer)(t) = a— 2t (t) — 2e1(t) + Oea(t),
(Aea)(t) = (a — 2t)% = o —4at + 412 = aPep(t) — daey (t) + dea(t),

€0
€o

dostavame
1 « a?

EA=10 -2 —4a
0 0 4

Odtud je rovnou vidét, ze o(A) = o(%A) = {—2,1,4}. Jelikoz se spektrum sklad4 ze tii riznych vlastnich
hodnot a operdtor A funguje na trojrozmérném vektorovém prostoru, je A diagonalizovatelny pro vSechna
aeC.

7 matice

a2

3 «
EA— (=2 I=|0 0 —4a
00 6

snadno najdeme vlastn{ vektor matice €A odpovidajici vlastni hodnoté —2, napiiklad

(%
U(,Q) = *03

7, matice

0 « a?
EA—1I=[0 -3 —4a
0 0 3

snadno najdeme vlastni vektor matice ¢4 odpovidajici vlastni hodnoté 1, napiiklad

1
u(l) = 0

=

7, matice

-3 « a?
A—4r=[0 -6 —da
0 0 0
snadno najdeme vlastni vektor matice ¢4 odpovidajici vlastni hodnoté 1, napiiklad
o2
Ug) = —6a
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Béze Y = (y1,¥2,v3), vzhledem k niz je 94 diagonalni matice, spliuje
(Y1)e = u(—2), (Y2)e = u(1), (Y3)e = u(a).-

Plati €4 = Q YA Q' kde

-2 0 0 a 1 a?
94 = 0O 1 0}, Q= 9ré = (U(_Q) U(1) U(4)) =1-3 0 —6«
0O 0 4 0 0 9

Explicitné
y1(t) = a — 3t, ya(t) = 1, ys3(t) = o — 6at + 9t2.

Cviceni 8

Necht D, S € Z(P) jsou operatory derivovani a integrovani na P. Najdéte spektrum a viechny vlastni
vektory D a S.

Ponévadz Dp = p’, kde p € P, rovnice na vlastni ¢isla Dp = Ap, kde )\ € C, vede na diferenciilni rovnici
P = p,

jez mé feseni p(t) = CeM zavisejici parametricky na normalizaéni konstanté C' € C. Aby Fesenim byl
nenulovy polynom, nezbytné C # 0 a A = 0. Tedy

o(D) = {0}
a odpovidajici vlastni vektory jsou konstantni polynomy (napiiklad p(g)(t) := 1).

Ponévadz DS = I, zapusobenim operatoru D na rovnici na vlastni ¢isla Sp = Ap, kde A € C a p € P,
dostaneme diferencidlni rovnici

p=,
jiz kazdy vlastni vektor p a vlastni ¢islo A operdtoru S musi spliovat. Pro A = 0 dostdvame pouze nulovy

polynom, jen# nemiize byt vlastnim vektorem. Pro A # 0 mé fegeni tvar p(t) = Ce* 't kde C € C je
normaliza¢ni konstanta, coz neni polynom pro zddnd A € C a netrividln{ C' € C\ {0}. Tedy

o(S)=2.

Cviceni 9

Necht A € Z(P) spliuje Ax(t) := x(t + 1) pro kazdé x € P a kazdé t € C. Najdeéte spektrum a vsechny
vlastni vektory A.

Rovnice na vlastni ¢isla zni

vt € C, z(t+1) = Az(t), (7.1)
kde z € P\ {0} a A € C. Konstantni polynomy tuto rovnici zjevné spliuji s A = 1.

Piedpoklddejme nyni, Ze x je nenulovy polynom stupné n > 2. Potom x mé pravé n komplexnich kofenu
(pocitanych véetné ndsobnosti) ¢1,...,t,. Volbou t := tx s k € {1,...,n} v rovnici (ZI) dostaneme, Ze
tr +1 je rovnéz kofenem polynomu z. Dals{ volbou ¢ := ¢, + 1 v (1)) pak dostaneme, Ze i t; + 2 je kofenem
polynomu z. Opakovanim tohoto procesu nakonec dostaneme, ze t; +m je kofenem polynomu x pro vSechna
m € N. Polynom z by tedy musel mit nekonetné mnoho kotenti, coz je nemozné. Neexistuje tudiz zadny
nenulovy polynom stupné n > 2, jenz by vyhovoval rovnici (TI)).

Nage poznatky shriime do zavéru, ze
o(A) ={1}

a odpovidajici vlastni vektory jsou konstantni polynomy (napiiklad p(1)(t) := 1).
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Domaéci tloha 1

Nechft P,QCCV, P#V,Q#V,P®Q="V.Nechf Ap je projektor na P podle Q.

(a) Naleznéte o(Ap),

(b) Je-li dim V' € N, urcete algebraickou a geometrickou ndsobnost vlastnich ¢isel operdtoru Ap.
(c) Je operdtor Ap diagonalizovatelny v piipadé dim V' € N?

Mame rovnici na vlastni ¢isla

kde 0 #v € Vnad T a A € T. Diky rozkladu V = P @ Q muZeme psat ¥ = p+ ¢, kde p € P a ¢ € @ jsou
urceny jednoznacéné. Rovnice se tedy z vlastnosti projektoru redukuje na

=M+ 9

Jelikoz levd strana lez{ v P, pravd musi taky. To bude platit bud’ pokud bude A = 0 (v tom piipadé p'= 0
a g # 0), nebo ¢ =0 (atedy A =1 ap # 0). Spektrum je tedy o(Ap) = {0,1}. Zdroven vidime, ze
libovolny vektor 0 # ¢ € @ je vlastni vektor piislusejici A = 0, proto v4(0) = dim Q. Rovnéz libovolny
vektor 0 # 7 € P je vlastni vektor pifslusejici A = 1, proto vg(1) = dim P. Nakonec s vyuzitim nerovnosti
Vg(A) < va(A) a 1,(0) + v5(1) < dimV dostdvdme 1,(0) = dim Q a v,(1) = dim P.

Domaci tloha 2

Necht 4 € Z(R?)

a 0 0 O
e, |0 0 1 0
A'70210
a 0 0 2

V nésledujicich ilohach vyuzijte teoretické znalosti tak, abyste pocitali co nejméné.
(a) Najdéte spektrum A a uréete, pro jakd a € R je A diagonalizovatelny.
(b) Najdéte spektrum A~! a uréete, pro jakd o € R je A~! diagonalizovatelny.

ad (a)

det(A — AI) = det(E4 — AI) = —A—a)A+1)A=2)220

0

0 -2 1 0

0 2 1-2X 0
0 0 2—-A

= 0(4) = {o,—1,2}.

Nejprve si v§imnéme, ze pro kazdé o € R plati

a—2 0 0 0 0 0
-2 1 0 1 0

ker(A — 2T) = ker 0 s —1 ol= 112110 = 15(2) =2.
« 0 0 O 0 1

Musime vyfesit 3 ruzné piipady:

a ¢ {-1,2}: 0(A) = {a,—1,2}, va(a) = 1 = vg(a), va(—1) =1 = vg(—1), 1a(2) = 2 = 1,(2) = Lze
diagonalizovat.

a=2:0(A) ={-1,2}, va(—1) =1 = 15(—1), va(2) = 3, v5(2) = 2 = Nelze diagonalizovat.
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Zéveér: A lze diagonalizovat <= a # 2.

ad (b)
A~ existuje <= 0 ¢ 0(A) <= a # 0. Jelikoz pro A reguldrni plati

AT = €\F = \"l7= A1z,

= 15(—1) = 2 = Lze diagonalizovat.

dostévéme o(A7') = {a™!,—1,1} a ker(A — AI) = ker(A™! — A71]), tedy vg(A, A) = vg(A71, A71), pro
0 # X € o(A). S pouzitim Pozndmky 3.48 ze skript a Piikladu 2 ze souboru vlastni ¢isla a vlastni vektory
operatoru (piipadné uvédomeénim si, ze dukaz rovnosti algebraickych ndsobnosti v Piikladu 2, funguje
stejné i pro operatory na V nad R, jejichz charakteristicky polynom mé pouze redlné kofeny), dostdvéme i
Va(A, A) = va(A7H A7), pro 0 # X € o(A). Operdtor A~ je tedy diagonalizovatelny <= o ¢ {0, 2}.
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8 Hermitovské a kvadratické formy I

Sesquilinedrni forma na 'V je funkce ¢ : V x V — T takové, ze piedpis u — t(u,v) definuje linedrni zobrazen{
pro viechny fixn{ vektory v € V a predpis v — t(u,v) definuje antilinedrni (¢i semilinedrni) zobrazeni
pro vSechny fixni vektory u € V. Antilinearita znamend, ze plati aditivita, avsak homogenita plati modulo
komplexn{ sdruzeni konstant. Latinskd predpona sésqui je zkonstruovana ze slov semi (= “pul”) a que (=
“také”) a jejl vyznam je “jeden a pul”, tedy:

sesqui = 1%.

Tedy t je “skoro” (= 1%) bilinedrni zobrazeni (z linearity v druhé komponenté plati jen aditivita).

Sesquilinedrn{ forma ¢ je symetrickd (¢i hermitovskad), pokud

Yu,v €V, t(u,v) = t(v,u).

Na redlnych vektorovych prostorech lze pruh (komplexni sdruzeni) zfejmé vynechat.

Kvadratickd forma na V odpovidajici sesquilinearni formeé ¢ je zobrazeni t : V — T definované predpisem
t{u] := t(u,u). Pozor, zde znac¢ime sesquilinedrni i hermitovskou formu stejnym pismenkem, rozdil je jen
v pouzitych zavorkdch. Nestandardni hranaté zavorky u kvadratické formy maji zduraznit, ze kvadraticka
forma neni linedrni zobrazeni.

Kazdé sesquilinedrni formé ziejmé odpovidd kvadratickd forma (definice vyse). Na komplexnich vektorovych
prostorech plati i obrdcené tvrzeni: kazdé kvadratické formé odpovidé prave jedna sesquilinedrni forma (po-
lariza¢ni identita), coz zce souvisi s existenci skalaru i. Na redlnych vektorovych prostorech toto obricené
tvrzeni obecné neplati, avsak plati, pokud je sesquilinedrni forma symetricka.

Cviceni 1

Necht h(x,y) := x1y1 + T2y2, kde x = (il) ay= (zl) Dokazte, ze h je hermitovsks forma na R2.
2 2

‘ Linearita v prvni komponenté. ‘ Vr,y,z € R?, o, 8 € R,

h(ax + By, z) = (ax1 + By1)z1 + (aw2 + Bya)22
= ar121 + By121 + axaza + fy222
= a(x121 + ®222) + B(y121 + Y222)
= ah(z, z) + Bh(y, 2).

Antilinearita v druhé komponenté. ‘ Vz,y,z € R?, o, B € R,

h(z,ax + By) = z1(ax1 + By1) + z2(axs + By2)
= az171 + Bz1y1 + azowa + By
= a(z121 + 2222) + B(z1y1 + 2292)
= ah(z,z) + Bh(z,y)
=ah(z,z) + Bh(z,y),

kde posledni rovnost plati, protoze konstanty «, 8 jsou realné.

hz,y) = x1y1 + 22
= Y121 + Y222
= Y171 + Y222

= h(y, ),

kde pfedposledni rovnost plati, protoze souradnice vektoru x,y jsou realna cisla.
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Pozndmka. Antilinearita v druhé komponenté (resp. linearita v prvni komponenté) plyne z linearity v prvnf
komponenté (resp. antilinearity v druhé komponenté) a symetrii. Vyse (i nize) tedy ovéfujeme zbyteéné
moc. Duvod je naucit vas pracovat se sesquilinedrnimi formami, jez nejsou nezbytné symetrické.

Cviceni 2

Necht h(z,y) := 2191 + 22732, kde x = <§1) ay= <??jl> Dokazte, Ze h je hermitovsks forma na C2.
2 2

‘ Linearita v prvni komponenté. ‘ Va,y,z € C?, a, 8 € C,

h(ax + By, z) = (az1 + By1)z1 + (axe + By2)Z2
= ar1z1 + Byi71 + axeZs + fyaz2
= a(x171 + 22%2) + B(y171 + Y2 72)
= ah(x, z) + Bh(y, 2).

Antilinearita v druhé komponenté. ‘ Vz,y,z € C?, a, B € C,

h(z, azx + By) = z1(ax1 + Py1) + z2(azs + Byz2)

21071 + BUL) + 22(072 + B7)
= @ T1 + BTl + azTz + B2l
= (2171 + 2272) + B(z1Y1 + 2272)
=ah(z,x) + Bh(z,y).

hx,y) = 171 + 2272
=121 + Y22
= y1T1 + Y2T2

= h(y, ).

Cviceni 3

‘ Necht h(z,y) := 2T Ay, kde 2,y € R" a A = AT € R™". Dokaizte, ze h je hermitovska forma na R™.

‘ Linearita v prvni komponenté. ‘ Vr,y,z € R", «a, 8 € R,

h(azx + By, z) = (ax + By)" Az
= (ax” + py") Az
=azT Az + ByT Az
= ah(x, z) + Bh(y, 2).

Antilinearita v druhé komponenté. ‘ Ve,y,z € R", o, 8 € R,

h(z,ax + By) = 2T A(ax + By)
=azT Az + 82T Ay
= ah(z,z) + Bh(z,y)
=ah(z,x) + Bh(z,y),

kde posledni rovnost plati, protoze konstanty «, 8 jsou realné.
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h(z,y) = =7 Ay

=(y"ATz)"

=yTATx

=yl Ax

=yT Az

= h(y, z),
kde tieti rovnost plati, protoze transpozice ¢isla je to samé ¢Cislo, a predposledni rovnost plati, protoze
soufadnice vektort x,y a prvky matice A jsou redlnd ¢isla, tudiz y7 Ax je redlné éislo.

Cviceni 4

‘ Necht h(z,y) := 2T Ay, kde x,y € C"* a A = A* € C™". Dokaite, 7e h je hermitovska forma na C".

—T _—
Zde znac¢ime hvézdickou hermitovsky sdruzenou matici, tedy A* = A~ = AT,

‘ Linearita v prvni komponenté. ‘ Vr,y,z € C", «,f € C,

h(azx + By, z) = (ax + By)" Az
= (ax® + By") Az
= azT Az + pyT Az
= ah(x, z) + Bh(y, 2).

Antilinearita v druhé komponenté. ‘ Ve,y,z € C", o, 8 € C,

h(z, ax + By) = 27 Aoz + By)
= TA(@z + B7)
=a:TAz + B2T Ay
=ah(z,x) + Bh(z,y).

h(z,y) = «T Ay
=@ Ax)"

kde tfeti rovnost plati, protoze transpozice ¢isla je to samé ¢islo.

Cviceni 5

Necht h: P x P — C, kde pro kazdé z,y € P plati

h(z,y) := z(0)y(1) + z(1)y(0).

Dokazte, ze h je hermitovska forma.
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Linearita v prvni komponenté. ‘ Vr,y,z € P, a, 8 € C,

h(ax + By, z) = (ax + By)(0)z(1)
= (az(0) + By(0))2(1) (

= ax(0)z(1) + ﬂy(0>z(1 + az(1)z(0) + By(1

( +y(

— a(2(0)2(1) + 2(1)2
— ah(z,2) + Bhy, 2).

1)+ ( x + By

|
el < Ql
—
A
=)
8
=
+
I
_

h(z,y) = 2(0)y(1) + z(1)y(0)
= y(1)a(0) + y(0)z(1)
= y(0)a(1) + y(1)z(0)
= y(0)z(1) + y(1)(0)
= h(y, z)

Cviceni 6

Necht V je realny vektorovy prostor funkci definovanych a spojitych na intervalu [0,1]. Dokazte, Ze
nasledujici zobrazeni je hermitovskd forma na V.

1
= / f()g(t)dt pro kazdé f,geV.
0

Toto cviceni vyuziva linearitu integralu, kterou byste méli znat z analyzy.

Linearita v prvni komponenté. ‘ Vi, g,k €V, a,peR,

haf + By, k) = / (af + Ba)(t) k(t) dt

- / (o f (6) + Ba()] k(t) dt

/ laf (D)k(2) + Bg(t)k(e)] dt

/f dt+6/

ah(f, k) + Bh(g, k)
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Antilinearita v druhé komponenté. ‘ Vf,g,k€eV, afeR,

h(k, af + Bg) = / k(1) (af + Bo)(t) di

- /0 k(t) [af(t) + Bg(t)] dt

/0 k()£ (1) + Bh(£)g (1)) di

- a/ol k(t)f(t) dt + B 1 k(t)g(t) dt

0

kde posledni rovnost plati, protoze konstanty «, 8 jsou realné.

[ Symetric. | ¥/, g € V.,
1
- / F(0) () dt
0

g(t) f(t)dt

S—|s—

g(t) f(t)dt
= h(g, f),

predposledni rovnost plati, protoze funkce f, g jsou redlné (a vlastné opét vyuzivdme linearitu integrélu).

Cviceni 7

Necht V,, je vektorovy prostor nad télesem R a X je baze V,,. Necht A € R™" spliiuje A = AT. Necht
h(z,y) := ()% A (y)x . Dokazte, Ze h je hermitovska forma.

Toto cviceni je podobné cviceni 3.

Linearita v prvni komponenté. ‘ Vr,y,z € Vp, a, 8 € R,

h(ax + By, z) = (az + By)x A (2)x
= (a( )5 + B ( ))A

— a(@}A()x + B W <>
— ah(z, z) + Bh(y, 2).

Antilinearita v druhé komponenté. ‘ Ve,y,2 € Vo, a, 8 € R,

(az + By)x

a(@)x + B (y)x)
(x)x + B (2)% A(y)x
+ Bh(z,y)

+ Bh(z,y),

kde posledni rovnost plati, protoze konstanty «, 8 jsou realné.
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kde tfeti rovnost plati, protoze transpozice ¢isla je to samé ¢islo, a predposledni rovnost plati, protoze
soufadnice vektort z,y a prvky matice A jsou redlnd éfsla, tudiz (y)% A (z)x je redlné éfslo.

Cviceni 8

Necht V,, je vektorovy prostor nad télesem C a X je baze V,,. Necht A € C™" spliuje A = A*. Necht
h(z,y) := ()% A (y)x . Dokazte, Ze h je hermitovska forma.

Toto cviceni je podobné cviceni 4.

Linearita v prvni komponenté. ‘ Va,y,z € Vo, a, 8 € C,

h(ax + By, 2) = (ax + By) % A(2)x
= (a(@F+BW7%) A(2)x
=a(@)F AR)x+ 8% AR)x

= ah(x, z) + Bh(y, 2).

Antilinearita v druhé komponenté. ‘ Ve,y,z2 € Vo, o, 8 € C,

kde tfeti rovnost plati, protoze transpozice ¢isla je to samé ¢&islo.
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Cviceni 9

Necht Q je kvadraticks forma v R3. Najdéte jeji poldru h, matici ve standardni bézi éQ, polarni bézi,
signaturu, charakter a nulprostor.
(a) Qlx] := 23 + 323 + 423 — 2x172 + 47123 — 272273,
1 (b) Q] := 22 — 222 + 4x1 20,
Pro z= |29 definujme (c) Q] := 923 + 9x§ +12z1x9 + 122123 — 62223,
E (d) Qlx] := —x3 — 122 + 2123 + T23,
(e) Qlz] :=z122 + 2123 + T23.

ad (b)

V naSem znaceni je poldra h hermitovské kvadratické formy @ jeji odpovidajici sesquilinearni forma, tedy
forma h takovd, ze h[z] = h(z,z) = Q[z] pro viechny vektory x € R3. Od hermitovské kvadratické formy @
k jeji sesquilinearni formé lze v principu pfejit pouzitim polarizaéni identity. V praxi si vSak sta¢i danou
kvadratickou formu @ piepsat takovymto symetrickym zptsobem

Q[z] := z121 — 22029 + 22122 + 2T221,
odkud pak vydedukujeme

h(z,y) = 191 — 22292 + 221y2 + 22291 -
Zkouskou se snadno presvedéime, ze skuteéné h(z,z) = Q[x].

Pro matici Q, kde & je standardn{ baze, plati h(z,y) = 27 ¢Qy. Odtud je rovnou vidét, ze (prvek aj
matice ¢Q je &fslo stojici u élenu z;yx vyrazu h(z,y))

1 2 0
Q=12 -2 0
0 0 0

Vsimnéte si, ze (°Q)T = Q.

Spektralni feéem’.‘ Nejelegantnéjsi (i kdyz ne vzdy nejjednodussi) zpusob, jak zjistit ostatn{ pozadované

vlastnosti kvadratické formy Q, je provést spektralni analyzu matice €Q:

1 0 2
o(*Q)={-3,0,2}, wray=|-2|, wo=[0], uwg=|1
0 1 0

Za polarni bazi (nenf urcena jednoznacné!) lze zvolit vlastni bazi (u(_s), (), u(2)). Ponévadz mame jedno
kladné vlastni ¢islo, jedno zdporné vlastni ¢islo a jedno nulové vlastni éislo, je signatura sg@ = (1,1,1).
Jedn4 se tedy o indefinitni kvadratickou formu. Nulprostor formy A je linedrni obal vektoru odpovidajicich
nulovému vlastnimu &islu, tedy Ny, = ker €Q = [u(0)]x (forma je singuldrni).

Standardni feSeni. | Od vas ocekavané feseni je skrze doplnéni na ¢tverec:

Qlz] = 22 — 225 + dx1 10
= 22 4 4x129 — 223
= (21 + 220)% — 423 — 222
= (21 + 222)? — 623 + 0x3.

Dostali jsme jeden kladny kvadrat, jeden zdporny kvadrét a jeden nulovy kvadrat, tudiz sg@ = (1,1,1)
a jednd se o indefinitn{ kvadratickou formu. Prvn{ vektor u polérni béze, pro n&jz Q[u] > 0, dostaneme
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pozadavkem, aby se vynulovaly zdaporné a nulové kvadraty a kladny kvadrat byl nenulovy, coz vede na
systém zo = 0 a x1 + 225 # 0, tudiz napiiklad

1
u=10
0

Druhy vektor v poldrni béze, pro néjz Q[v] < 0, dostaneme pozadavkem, aby se vynulovaly kladné a nulové
kvadraty a zaporny kvadrat byl nenulovy, coz vede na systém xo # 0 a x1 + 222 = 0, tudiz napiiklad

Posledni vektor w polérni béze, pro néjz Qw] = 0, dostaneme pozadavkem, aby se vynulovaly kladné a
zaporné kvadraty a vektor byl nenulovy, coz vede na systém zo = 0 a x1 + 2z = 0, tudiz naptiklad

0
w= 1[0
1

Poldrni béze je tedy napiiklad soubor (u,v,w). Zkouskou ovéiime, ze h(u,v) = 0, h(u,w) =0 a h(v,w) =
0. Vsimnéte si, ze oproti polarni bazi, jiz jsme dostali spektralni analyzou, tato baze neni ortogondlni.
Nulprostor formy A je linedrni obal vektoru polarni baze, ktery odpovidéd poslednimu pozadavku vyse, tedy
N, = ker 8Q = [w],.

Geometrickd interpretace formy @ je kvadrika {x € R® : Q[z] = 1}, coz je v tomto piipadé hyperbolicky
vélec (Obréazek [).

10

Obrézek 1: Kvadrika odpovidajici forme @, pripad (b): hyperbolicky vélec.

ad (a)
Ze symetrickho zapisu

Qlz] = 2121 + 3wawe + da323 — T1T2 — X221 + 20123 + 220321 — TaTy — T3Xa
vydedukujeme

Mz, y) = z1y1 + 3x2y2 + dasys — T1y2 — Tay1 + 2T1y3 + 2T3y1 — T2ys — T3y
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1 -1 2
Q=1-1 3 -1
2 -1 4

‘Spektrzilm' feéenl’.‘ Pokusem provést spektrdlni analyzu zjistite, pro¢ tato strategie ne vzdy vede snadno

k cili (charakteristicky polynom vede na feseni kubické rovnice, jez v tomto pfipadé nemé kofeny v hezkém
tvaru).

| Standardni feseni. | Opét doplnéni na étverec (dvakrat):

Qlz] = x4 3235 + 430% — 22129 + 4x123 — 22023
= x% —2x120 + 42123 + 330% + 4x§ — 2x9x3
= (z1 — 2 + 223)% — (—22 + 223)% + 323 + 423 — 22973
=(x1 — 22+ 223)% — x% — 430% + 4aoxs + 3303 + 430% — 22923
= (1‘1 — X2 + 2:63)2 + 21’% + 21’21’3
x3\2 a3
= ($1 —$2+21‘3)2+2(l‘2+—3) ——3.
2 2
Odtud vidime, ze sg(Q) = (2, 1,0), tudiz se jedna o indefinitni formu a Np = {0} (forma je reguldrni). Prvni
vektor u polarni béze, pro néjz Q[u] > 0, dostaneme pozadavkem, aby se vynuloval zdporny kvadrat a druhy
kladny kvadrat, zatimco prvn{ kladny kvadrat byl nenulovy, coz vede na systém zs = 0, z2 + 25/2 = 0 a
1 — T2 + 2x3 # 0, tudiz napiiklad
1
u= 10
0

Druhy vektor v poldrni béze, pro néjz rovnéz Q[v] > 0, dostaneme pozadavkem, aby se vynuloval zdporny
kvadrat a prvni kladny kvadrét, zatimco druhy kladny kvadrat byl nenulovy, coz vede na systém x3 = 0,
o +23/2 #0 a x1 — x2 + 223 = 0, tudiz napiiklad

Posledni vektor w poldrni béze, pro néjz Q[w] < 0, dostaneme pozadavkem, aby se vynulovaly kladné
kvadréty a zdporny kvadrat byl nenulovy, coz vede na systém x5 # 0, z2 + 23/2 =0 a 21 — x2 + 223 = 0,
tudiz naptiklad
-5
w=|-1
2

Poldrn{ béze je tedy napiiklad soubor (u,v,w).

Geometrickd interpretace formy @ je jednolisty hyperboloid (Obrazek [2I).

ad (c)

Stejné jako v predchozich piipadech snadno najdeme odpovidajici sesquilinearni formu

h(z,y) = 922y2 + 9x3y3 + 621y + 6x2y1 + 621y3 + 623y1 — 3T2y3 — 3T3Y2

a matici
0 6 6
Q=6 9 -3
6 -3 9

Spektréalni reseni. ‘ Spektréalni analyzou odhalime:

-2 1 1
U(SQ) = {-6,12,12}, u—ey=|( 11, way1=10], uazy2=12
1 2 0
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5

Obrézek 2: Kvadrika odpovidajici formeé @, ptipad (a): jednolisty hyperboloid.

Jednd se tedy o indefinitni formu, sg @ = (2,1,0) a N}, = {0} (forma je reguldrni). Poldrni baze je napiiklad
vlastni baze (u(_g), u(12),1,U(12),2)-

Standardni feseni. | Opét doplnén{ na étverec (dvakrét):

Q[z] = 922 + 9:c§ + 12x129 + 122123 — 620273

= 930% + 122129 — 62013 + 9x§ + 122123

3

N 2 1 \* /2 1 \?
T -1 — T —|zx1— s
2 3 1 3 3 3 1 3 3

o 4 2 2
=9 |25+ 2122 — §$2$3 + 9235 + 122123

+ 8(z3 + x1)* — 8a7 — 4a?

2
1
=9 (:CQ + -1 — —xg) + 8x§ + 16z123 — 435%

2 1 \?*
=9 (1'2 + 301~ 5503) + 8(z3 + x1)% — 1223,

Odtud rovnéz vidime, ze se jednd o indefinitni formu, sg Q = (2,1,0) a N;, = {0}. Poldrni bédze je napiiklad

0 0 3
1, 11],[-3
0 3 -3

Geometrickd interpretace formy @ je jednolisty hyperboloid (Obrazek B]).
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Obrézek 3: Kvadrika odpovidajici formé @, ptipad (c): jednolisty hyperboloid.

ad (d)
Stejné jako v predchozich piipadech snadno najdeme odpovidajici sesquilinearni formu

1 1 1 1 1 1
Mz,y) = —x3ys — sZ1y2 — =Tay1 + - T1Ys + ST3Y1 + =T2y3 + —T3Y2

2 2 2 2 2 2
a matici
0 -3 %
€ 1
Q=172 0 2
7 3 1
Spektralni feseni. ‘ Spektralni analyzou odhalime:
3 1 -1 1 -1
o(*Q)={-5,0,5 ¢, uzy= -1, wo=|1|, uvap=|1
22 2 1 0

Jednd se tedy o indefinitni formu, sg@ = (1,1,1) a N = {u(o)} (forma je singuldrni). Poldrni béze je
napiiklad vlastni baze (u(_s/2), U0y, U(1/2))-

| Standardni Feseni. | Opét doplnéni na ¢tverec (dvakrat):

Qlz] = —:z:% — 1T + X123 + ToT3

= —:z:% + (1 + x2)x3 — T122
- 12

1 1
=— 363—5(961 + z3) +Z($1 + 29)% — 112
L 2,
1 145 145 1
= — -353 — 5(‘7}1 —{-:)CQ)- + 12171 + 12172 + 5‘7}12172 — T1X2
o1 1% 1
= — |xr3 — 5(‘7}1 —{-:)CQ) +Z (:17%—‘1-217%—221712172)
S I
= — |3 — 5(%1 +x2) —I—Z(acl —$2)2+0$§.
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Odtud rovnéz vidime, ze se jednd o indefinitn{ formu a sg@ = (1,1, 1). Polarni baze je napiiklad

1 1 1 1
]- 5 _]. 5 1 a Nh = ]_ .
0 0 1 IV

Vsimnéte si, Ze nulprostor ptirozené souhlasi s vlastnim vektorem u gy, jenz odpovida nulové vlastni hodnote.
Zbylé prvky béze se vsak lisi.

Geometrickd interpretace formy @ je hyperbolicky valec (Obrazek [I).

Obrézek 4: Kvadrika odpovidajici forme @, pripad (d): hyperbolicky vélec.

ad (e)
Stejné jako v predchozich ptipadech snadno najdeme odpovidajici sesquilinearni formu

1 1 1 1 1 1
h(:z:,y) = —T1Y2 + =x2Y1 + =T1Y3 + =T3Y1 + =—x2Yy3 + =T3Y2

2 2 2 2 2 2
a matici
o L 1
2
1
2 2 0

Spektrélni feseni. ‘ Spektralni analyzou odhalime:

1 1 -1 -1 1
o(*Q) = {—5» 3 1}» 1=\ 0], wcyy22=11], uypy=1|1
1 0 1

Jedn4 se tedy o indefinitn{ formu, sg@ = (1,2,0) a N = {0} (forma je reguldrni). Poldrni baze je napiiklad
vlastni baze (U(—1/2),17 U(-1/2),2; U(l)).

| Standardni feSeni. | Jak doplnit na étverec, kdyz ndm chybi jakykoli kvadrat? Vyrobime si ho! A to napiiklad
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takovouto substituci

1+ 22
T1=Y1+ Y2 b= 9
To = Y1 — Y2 & y2:1'1*1'2 .
r3 = Y3 2
Ys = T3

Potom
Qlr] = (y1 +y2)(y1 —y2) + (1 + y2)ys + (Y1 — ¥2)ys

Y — y3 + 25193
120y +y5 —v3 —vs
=(n+us)’—v3—v5

A 2 r1 — T 2
1 2 1 2
< 2 +x3) z§< 2 )

Odtud rovnéz vidime, Ze se jednd o indefinitni formu a sg Q@ = (1,2,0) a N, = {0}. Poldrni baze je napiiklad

1 1 —1
1), -1, -1
0 0 1

Geometrickd interpretace formy @ je dvojlisty hyperboloid (Obrézek Hl).

Obrézek 5: Kvadrika odpovidajici formé @, ptipad (e): dvojlisty hyperboloid.
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Domaéci tloha 1

Necht h : P3 x P3 — C, kde pro kazdé x,y € P3 plati

h(z,y) :== z(0)y(1) + z(1)y

(
Najdéte hermitovskou matici, tj. A = A* tak, aby h(z,y) = ()% A (y)e.

Standardni bdze & = (eq, eq, e3) spliuje

Vz € C, 61(1}) =1, 62(1}) =, es(x) = 2.
Tedy
h(el,el) = 2, h(eg,eg) = 0, h(eg,eg) = 0,
h(€1762) — 1; h(€1,€3) = 17 h(€2,€3) = 07
h(eg,el) = 1, h(eg,el) = 1, h(eg,eg) =0.

(Posledn{ Fddek neni potieba poéitat, plyne z druhého Fddku pomoci symetrie.) Odtud rovnou muzeme
zkonstruovat matici

h(el,el) h(el,eg) h(€1,€3) 2 1

A= h(€2,€1) h(eg,eg) h(€2,€3) = 1 0

h(eg,el) h(eg,eg) h(eg,eg) 1 0

OO =
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9 Hermitovské a kvadratické formy 11

Cviceni 1

Necht @ je kvadraticks forma v R3. Najdéte jeji poldru h, matici ve standardni bézi éQ, polarni bézi,
signaturu, charakter a nulprostor.
(a) Qlz]:= x? 4 323 + 4x§ — 23170 + 4w 73 — 27273,
x1 (b) Q] = a? — 23 + 4wy,
Pro z= |29 definujme (c) Q] := 922 + 9x§ + 12z 29 + 122123 — 62223,
. (d) Qlz] := —x3 — 2122 + 2123 + T273,
(e) Q] :== 2122 + T173 + T2T3.

Viz cviceni 9 v ptredchozi kapitolce.

V ptedchozi kapitolce jsme pro tyto priklady prezentovali standardni feseni pomoci doplnéni na ¢tverec, jakoz
i spektralni feseni. Pani prednasejici nas pozadala, abychom vas seznamili je§té s jednim moznym postupem,
jak najit poldrni bézi. Demonstrujme si ho na piikladu (b). Muzete si tento postup zkusit aplikovat i na
ostatni ptiklady. Osobné bych doporucoval tento postup pouzivat, jan pokud opravdu rozumite, jak a proc
funguje.

ad (b)

| Maticové feseni | Pfipomenme tvar matice formy vzhledem ke standardni bézi &:

1 2 0
Q=12 -2 o
0 0 0

Polarni bize A je charakterizovéna tim, ze vzhledem k ni je matice formy #Q diagonalni. Ponévadz plati
vztah

AQ = (AIEYT €Q ALE,

polarni baze jsou sloupce matice pfechodu 7€ . Tuto matici miizeme najit tak, ze matici Q zdiagonalizujeme
pomoci soucasnych fadkovych a sloupcovych tprav a tyto tdpravy soucasné aplikujeme i na jednotkovou
matici:

1 2 0|1 0 0 1 2 0|1 00 1 0 0|1 =20
(fQ,I)=(2 -2 00 1 0f|~[0 -6 0|-2 1 O|~[0 -6 0|-2 5 0]=("Q,%).
o 0 o0(0 01/ \O O OJO0O O 1/ \O O OjO0 O 1
Zde jsme nejdiive k druhému fadku pricetli —2 nasobek prvniho fadku a pak jsme k druhému sloupci
pricetli —2 ndsobek prvniho sloupce. Z vysledku vidime, ze forma je indefinitn{ a sg(Q) = (1,1, 1), protoze
na diagonéle matice #Q je jedno kladné, jedno zdporné a jedno nulové &islo, a polarni béaze jsou odpovidajici

sloupce matice AI¢:
1 -2 0
-2, 5,10
0 0 1

Forma @) je singuldrni a Ng = [es]y, protoze vektor es polédrni baze odpovidd nulovému ¢islu na diagonéle.
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Cviceni 2

Nechf @ je kvadratickd forma ve V3 nad R a X je baze V3. Najdéte signaturu a poldrni bazi @ a
nulprostor Q. Uréete charakter @ (PD, PSD, ND, NSD, indefinitn{). Déle urcete, zda jde o regulérni ¢i
singularni formu.

el a) Qlz] := a2 + 302 + 402 — 20qa2 + daras — 20003,
Pro z€V3, (z)x=|a2 definujme () [z] ; i 3 102 103 2013
a3 (b) Q[$] = Qq *20&24’40&1042.

Viz cviteni 9 v predchozi kapitolce. Signatura a charakter formy Q na Vs jsou stejné jako u formy Q
generované pravou stranou (vektor o slozkdch oy, as, ag) na R3:

Qlz] = (ac)§ X0 (x)x =: Q[a], kde a=| o
a3

U polarni baze a nulprostoru je tieba si dat pozor na to, ze nalezené vektory ze cviceni 9 v pfedchozi
kapitolce jsou nyni slozky abstraktniho vektoru x vzhledem k bazi X.

ad (a)

Signatura sg(Q) = (2,1,0), tudiz se jednd o indefinitni formu a Ng = {0} (forma je reguldrni). Poldrni baze
je soubor (u,v,w), kde

1 1 -5
(w)x=1{0], (v)x=11], (w)x = [ -1
0 0 2

ad (b)

Signatura sg @ = (1,1, 1), tudiz se jednd o indefinitni kvadratickou formu a nulprostor je netrividlni (forma
je singuldrnf{). Poldrn{ béze je soubor (u,v,w), kde

1 —2 0
(Wx={0], (@x=[1], (wx=][0
0 0 1

Cviceni 3

Necht @ je kvadratickd forma ve V4 nad R a X je baze V4. Najdéte polarni bazi Q a nulprostor Q, je-li
0 3 0 3
1 1
= 0 £ 0
X
Q=12 1 % 1
V2 Y 2
3 030
Staci vysetiit kvadratickou formu @ na R?*, kde
Vo € R?, Q[x] = 2T XQu = 2129 + T124 + Tox3 + T3T4.
| Spektrélni fesent. | Spektrélni analyzou odhalime:
-1 1 0 -1
1 1 -1 0
€M) — ~ _ S ~ — ~ _
o(“Q) = {-1,1,0,0}, W= 4| =] @wr=] | 2=
1 1 1 0
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Jednd se tedy o indefinitni formu a sg@ = (1,1,2) a Ng # {0} (forma je singuldrni). Poldrni bdze pomocné
formy Q na R?* je napiiklad vlastni baze (@(=1), T(1), U(0),1, U(0),2) & nulprostor Ny = [ti(g),1,U(0),2]x. Pro
puvodni formu @ na V, to znamena, Ze polarni baze ve V4 je napiiklad soubor (u(_1y,u(1y, %(0),1, U(0),2) &
NQ = [U(o),hu(o),Q]/\, kde

(u(=1))x = U(—1), (u(1y)x == Uy, (u(0),1)x = Uoy,15 (u(0),2)x = U(0),2-

| Standardni feSeni. | Pro doplnéni na ¢tverec potiebujeme néjaky ¢tverec mit, tudiz si ho vyrobime substituci
(viz cviceni 9(e) v predchozi kapitolce)

- xr1 + X9
T =y + Y2 b1 = 2
— _ Ty — T2
T2 =Y1 — Y2 PN Yo = 5
T3 = Y3 _
T4 = Y4 Ys = T3
Ys = T4
Potom _
Qlz] = yi — Y3 + v1ya + Y2ya + Y13 — Y2ys + Ysya
= yf +y1(ys +y3) — y% + Y2 (ya — y3) + Y3ya
1 S| ) 1 S )
= y1+§(y3+y4) —Z(y3+y4) - y2—§(y4—y3) +Z(y4_y3) + Y3y
1 2 1 2
= {yl + 5(3/3 =+ y;;)} - [yz - §(y4 - ys)]
1 2 1 2 2 2
= Z(z1+z2+z3+z4) — Z(xl — Ty +x3 —x4)” + 0z5 + 0.
Odtud vidime, ze Q, a tudiz Q, je indefinitni forma, sg@Q = (1,1,2) a Ng # {0} (forma je singuldrni).
Polérn{ bdze pomocné formy @ na R* je napifklad soubor (@, b, ¢, d), kde
1 1 -1 0
~ 1 z -1 - 0 ~ -1
“=lol "=lo] Tl1] 9T
0 0 0 1
Nulprostor N5 = [¢,d]x, protoze vektory ¢, d jsme vybrali tak, aby Q¢ = 022 s 23 = 1 a Q[d] = 023

s x4 = 1, zatimco ostatni kvadraty se vynulovaly. Pro puvodni formu @) na V4 to znamend, ze poldrni baze
ve V4 je napfiklad soubor (a,b,c,d) a Ng = [e,d]x, kde

(a)x = Zl, (b)x = 6, (C)x = E, (d)x = J

Cviceni 4

Necht h je hermitovska forma v R2, kterd mé ve standardni bézi tvar

h(z,y) = 2x1y1 — T1y2 — Toy1 + T1Y3 + T3Y1 + ToYo + 223Y3.

Necht @ je diagondla h. Najdéte X bazi R? tak, aby

(a) Q=

(b) *Q=

OO = OO

O = O O O
OO O © oo
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Ze zadéani formy h rovnou vidime, Ze

Qlz] = h(z,x) = 23@% —2x122 + 22123 + x% + 2,7:%.

a
2 -1 1
fQ=-1 1 o],
1 0 2

kde & je standardni baze v R3.

Ponévadz je matice €Q hermitovskd, vime, ze je diagonalizovatelnd, a jeden zpiisob, jak piiklad fesit, je
provést spektralni analyzu a najit bazi R tvofenou vlastnimi vektory ¢Q. To je vsak v tomto konkrétnim
pripadé ponékud komplikované, ponévadz spektrum nevychézi v hezkém tvaru.

Pordd vsak muzeme vyuzit existenci polarni baze, kterou je obecné snazsi nalézt. Doplnénim na étverec
(dvakrét) dostdvame

Q[ac] = 35% — 2z + x% — x% + 230% + 2x1203 + 23@%
= (w1 — 22)* + (z1 + w3)% + 23

Odtud vidime, ze forma @ je pozitivné definitni.

ad (b)

Nem4 feseni, protoze pozadovans matice XQ odpovida formé, jez je pozitivné semidefinitni, coz je v rozporu
s tim, Ze nase forma je pozitivné definitni.

ad (a)

V tomto pripadé je zadani konzistentni. Zbyva najit vhodnou polarni bazi. Zvolme vektor u tak, aby
(u1 —u2)? =1, (u1 +u3)®> = 0 a u? = 0, tedy napiiklad

0

u:=11
0

Zvolme vektor v tak, aby (v —v2)? =0, (v1 +v3)? =4 a v3 = 0, tedy naptiklad
2
vi= 12
0

2

Nakonec zvolme vektor w tak, aby (w; —w2)? =0, (wy + w3)2 =0a w% =9, tedy naptiklad

-3

w:= | -3

3

Regenim je tedy napifklad polarni baze X := (u,v,w), ponévadz Qu] = 1, Q[v] = 4, Qw] = 9, zatimco
h(u,v) = 0, h(u,w) =0, h(v,w) = 0.

Cviceni 5

Necht Q je kvadratickd forma ve V3 nad R a X je baze V3. Najdéte nulprostor Q.

aq
Pro z€V;, (2)x=|ae definujme  Q[z] := o + 303 — 20100 — 4ajaz + azas.
Qs
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Standardni feseni. | Doplnénim na ¢tverec (dvakrdt) dostdvame

Qlz] = aj — 201 (2 + 2a3) + 302 + azas
= [oq — (g + 2a3)]2 — (a2 + 2043)2 + 3a% + asas

= o1 — (g + 2a3)]* 4 202 — 3asas — 402

3\ 9
(ag — Zag) — 1—6a§‘| — 4a§

3\ 41
= [a1 — (az + 2a3)]° + 2 <a2 - —ag) - —a3

= [a1 — (az + 2a3)]° + 2

4 g8 3

Odtud vidime, ze forma @ je indefinitni a sg(Q) = (2, 1,0). Tudiz Ng = {0}.

Spektralni feseni. ‘ Na R? definujme kvadratickou formu

Va € R, Qla] := a? 4 302 — 20100 — 4aja3 + a0 .

Vzhledem ke standardni bazi & v R3 mame

R 1
EQ — -1
—2

= QO ‘
\
owl= |,

Spektrum matice €Q nevychéz{ v hezkém tvaru, nicméné snadno spoé¢teme determinant

det(%Q) = —%.

Ponévadz je determinant nenulovy, nezbytné 0 ¢ o(¥Q), tudiz je matice €Q reguldrni. To je ekvivalentni
tomu, ze forma @) na R3 je reguldrni, coz je ekvivalentni tomu, ze forma @ na Vs je regularni. Tedy nezbytné

N = {0}.



64 LAA - feSeni pi“ikladﬁ Krejcifik & Kurimaiova

Domaéci tkol 1

Necht je déna kvadratickd forma v C2. Najdéte signaturu a poldrni bazi Q.

Qlzx] = |x1|2 — T x + 11T — |$2|2.

Spektralni feseni. | Plati

Qa.y)=2" QY kde Q= (11. Zl) :
Spektralni analyzou snadno nalezneme

(VAL = (YY) = (0P,

Ponévadz spektrum matice €Q obsahuje jednu zapornou a jednu kladnou vlastni hodnotu, je forma Q
indefinitn{ a sg(Q) = (1,1,0). Poldrn{ bize je napiiklad vlastni béze (u_, 3, v, /3)-

Standardni feSeni. | Pro doplnéni na ¢tverec je na komplexnim vektorovém prostoru potfeba vyuzit vzorecek

Va,b € C, la +b|*> = |a]* +ab+ ab+ |b|* = |a]* + 2R(@b) + |b|*. (9.1)
V nasem ptipadé zvolme napiiklad a := 21 a b := —ixy; potom
Qla] = 1] — iTrws + a1 T2 + |2a|* — |22]? — |22]?

= |21 — izo|* — 2[aa .

Odtud vidime, ze @ je indefinitni a sg(Q) = (1,1,0). Za polarn{ bazi lze zvolit napiiklad soubor (u,v), kde
Pp— 1 Pp— Z‘
wi=1{q)> vi={]-

Domaci tkol 2

Necht je déna kvadratickd forma v C3. Najdéte signaturu a poldrni bazi Q.

Q[z] := 2|z1|? + 2173 + T1x3 — 12273 + i2373.

Standardni Feseni. | Doplnénim na ¢tverec (dvakrat) pomoci formulky ([@1]) dostaneme

[] |\/§$1| +\/§$1\/—$3+\/§$1 T3 +

— Z$2IL'_3 + Z$_2$3

}f ‘E

RSN S

= x1+ —=ax3| — |—=x3| —ix2T3 +iTax

VA Vol 273 223
!

= \/5351—1—%303 §(|x3| + 2iwyT3 + 2iTax3 + |2iza|* — |2i20|?)
1?1

= \/§x1+%x3 §(|x3+2m2| — |2izo?)

1?1 _
=2z + ﬁ{ﬁg 3 |23 + 2izo)® + 2|22

Odtud vidime, ze @ je indefinitni a sg(Q) = (2,1,0). Za polarni bazi 1ze zvolit napiiklad soubor (u,v,w),
kde

1 -1 i
u:=1\10], vi=| 0|, w = 1
0 2 —2i
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Spektralni reseni. ‘ Plati

2 0 1
Qz,y)=2"%Q7y, kde fQ=[0 0 —i
1 i 0

Spektralni analyza matice éQ je vsak v tomto piipadé ponékud komplikovans (vlastni ¢isla nevychazeji
v hezkém tvaru). Pfesto muzeme urcit alesponi charakter formy. Snadno spoc¢teme determinant

det(¢Q) = —2.

Necht A1, A2, A3 jsou vlastni isla matice matice Q. Ponévadz zaroven det(éQ) = A A2)3, rovnou vidime,
7e nula nenf ve spektru éQ a jedno nebo t¥i vlastni ¢isla jsou zapornd. Tudiz forma uréité neni pozitivné
definitni, ani pozitivné semidefinitni ¢i negativné semidefinitni. Déle snadno spoc¢teme stopu

tr(°Q) = 2.

Ponévadz zaroven tr(éQ) = A1 + A2 + A3, rovnou vidime, ze alespoii jedno vlastni ¢islo musi byt kladné.
Kombinac{ s predchoz{ analyzou pomoci determinantu tedy zjistujeme (aniz bychom spektrum poécitali!),
7e matice Q ma dvé kladna vlastni ¢isla a jedno zaporné vlastni ¢islo. Tedy sg(Q) = (2,1,0) a forma Q je
indefinitni.
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10 Kvadratické formy a skalarni soucin

Skaldrni soucin je hermitovskd sesquilinedrni forma, jez je pozitivné definitni. Znacime (-|-).

Cviceni 1

Necht Q je kvadratickd forma ve V3 nad R a X je baze V3. Najdéte nulprostor Q.

aq
Pro z€V3;, (2)x=|o definujeme  Q[z] := o2 + 303 — 20102 — daraz + azaz.
Qs

Viz cviceni 5 v pfedchozi kapitolce.

Cviceni 2

2 0 0
Necht @ je kvadraticka forma v R3, X := 1]1,(2],10 je baze R3. Q mé v bazi X tvar
1 1 1
aq
Q[z] == a3 — 2a1a3 — 20003, kde z€R? (2)x = |
as
1
Zjistéte, pro kterda o € R lezi | 24 o | v nulprostoru Q.
0
Plati
0 0 -1
Q(z,y) = (@)% *Q (y)x, kde *Q=(0 0 -1
-1 -1 1
Odtud rovnou vidime, ze
1
ker(xQ) = -1 )
0 A

coz odpovida podprostoru generovanému vlastnim vektorem matice *Q, jenz odpovida nulové vlastni hod-
noté. Tedy, uzitim baze X, nachazime nulprostor

2 0 0 2
No=ker(®.Q)= |1 1] —1|2] +0|0 =|l-1
1 1 1 A 0 A
Zadany a-zdvisejici vektor bude lezet v tomto nulprostoru tehdy a jen tehdy, pokud 2(2 + ) = —1, ¢emuz
odpovidé praveé jedno
)

Cviceni 3

Necht @ je kvadratickd forma ve V3 nad R, kterda ma v bazi X tvar

aq
Qlz] :== 502 4 5a3 + ag + 2aaa + daas + doasas, kde z€Vs3, (z)x=[a2
s
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Spektralni feseni. | Plati

5 a 2
Qa.y) = (@)% *Q (Wx, kde *Q=|a 5 2
2 2 1
Spektraln{ analyzou matice XQ nalezneme
A(a) =5 —q,

(6+a—\/48+8a+o¢2),
(6+a+\/48+8a+a2).

Vlastni hodnota Az(a) je striktné kladnd pro véechna « € R. Pro ostatni dvé vlastni hodnoty plati

1
o("Q) = (@) Aa(@), Ns(@)},  kde  Aela)i=3
As(@) ::%

<0 & a>35, <0 & a<3,
Ml@){=0 & a=5, X(@){=0 & a=3,
>0 & a<h, >0 & a>3.

Kombinaci téchto vysledku nakonec dostdavame:

pozitivné definitn{ & a€e(3,5),
Q je { pozitivné semidefinitni < (a=3 V a=25),
indefinitn{ & a€(—00,3)U(5,00).

Spektrélni feseni II. ‘ Ke stejnému zdvéru lze dospét i ndsledujicim zpusobem, bez nutnosti vypoctu vlast-

nich hodnot. Necht A1, A2, A3 jsou vlastni éisla matice matice Q. Snadno spo¢teme determinant a stopu:
det(*Q) = —(a — 3)(a — 5) a tr(*Q) = 11.

Zaroven plati det(*Q) = M A2)3 a tr(¥Q) = Ay + A2 + A3. Z kladnosti stopy pro véechna a € R vime, ze
jedna vlastni hodnota matice XQ je striktné kladnd pro vsechna o € R. Ze zdvislosti determinantu na o
pak vidime, ze ostatni dvé vlastni hodnoty budou striktné kladné tehdy a jen tehdy, pokud « € (3,5), coz
odpovida tomu, ze forma @ je pozitivné definitni. Zéroven, pokud a & [3,5], pravé jedna vlastni hodnota
bude striktné zaporna, zatimco ostatni dvé striktné kladné, coz odpovida tomu, ze forma @ je indefinitni.
Nakonec, pokud a = 3 nebo a = 5, pak z nulovosti determinantu plyne, ze existuje alespon jedna nulova
vlastni hodnota. Pokud existuji dvé nulové (¢emuz ve skute¢nosti nedochézi, viz explicitni formulky pro
vlastni ¢isla vyse), pak je forma @ pozitivné semidefinitni (ponévadz tiet{ je vzdy striktné kladnd). Pokud
existuje pouze jedna nulovd vlastni hodnota (¢emuz skuteéné dochézi, viz explicitni formulky pro vlastni ¢isla
vyse), pak by hypoteticky mohl nastat piipad, ze zbylé dvé vlastni hodnoty budou mit rozdilnd znaménka
(cemuz ve skutecnosti nedochézi, viz explicitni formulky pro vlastni ¢isla vyse), avsak tento piipad lze
vylou¢it pomoci spojité zdvislosti determinantu na « jeho striktni kladnosti pro a € (3,5).

| Standardni feseni. | Doplnénim na ¢tverec (dvakrat) dostdvame

Q[z] = a3 +daz(as + az) + 5ai + 5a3 + 2aa s

= [z 4+ 2(a1 4+ @)]? — 4(a 4+ a9)? + 503 + 5a2 + 2aa s
az +2(a1 + @)]? + af 4+ 2(a — d)ajas + oF
s+ 2(a1 + @) + [a1 + (@ — 4Das]® — (o — 4)%a3 + a3
s+ 2(a1 + @) + [a1 + (@ — ) as]? + (—a? + 8a — 15) a3
az +2(a1 + @) + [a1 + (@ — 4)as)® — (@ — 3)(a — 5)a3.

=
=
=
=

Odtud rovnou vidime, ze forma @ je: pozitivné semidefinitni tehdy a jen tehdy, pokud a = 3 nebo a = 5;
pozitivné definitn{ tehdy a jen tehdy, pokud « € (3,5); indefinitn{ tehdy a jen tehdy, pokud « & [3, 5].
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Cviceni 4

Necht Q je kvadratickd forma ve V3 nad R, kterd mé v bazi X tvar

aq
Q[r] := aa? — 203 + (@ + 1)a3 — 2aaia9 — 2001 a3 + 20203, kde z€Vs3, (x)x=|a2
as

Najdéte o € R tak, aby
(a) @ byla PD (= pozitivné definitni),
(b) @ byla singuldrni.

‘ Spektréalni reseni. ‘ Plati

« —Q —Q
Q(z,y) = ()% *Q (y)x, kde Q=[-a -2 1
—Q 1 a+1

Snadno spocteme determinant a stopu:
det(*Q) = —a(@® —a+3) a  tr(*Q)=2a 1.

Determinant je nulovy tehdy a jen tehdy, pokud « = 0, coz odpovida situaci, kdy forma @ je singularni.
Necht Ai, A2, A3 jsou vlastni ¢isla matice matice XQ. Plati det(*Q) = M2z a tr(*Q) = A1 + Ao + A3.
Aby forma () byla pozitivné definitni, vSechny vlastni hodnoty musi byt striktné kladné, tudiz nezbytné
mus{ platit det(*Q) > 0 (& a < 0) a tr(*Q) > 0 (& o > 1/2), aviak zadné takové o neexistuje, tudiz
neexistuje a takové, aby forma @ byla pozitivné definitni.

Standardni feseni. | Doplnénim na ¢tverec (dvakrat) dostdvame

= oy — (ag 4+ a3)]® — aag + as)? — 203 + (o + 1)a2 + 20003

= oy — (a4 a3)]> + 02 + 2(1 — a)azas — (2 + a)a?

=afar — (az +a3))] + [as + (1 — a)aa)” — (1 — a)?02 — (2+ a)ad
= afar — (g + a3)]” + [as + (1 — a)az)” — (a® — a + 3)ad.

Ponévadz a? —a+3 > 0 pro véechna o € R, forma @ neni pozitivné definitni pro jakoukoli volbu «. Forma Q
je singularni tehdy a jen tehdy, pokud a = 0.

Cviceni 5

V R? definujeme zobrazeni

T
(xly) = z1y1 + 2x2y2 + T1Y2 + T2y1, kde T = <$;> , Y= <y1> .

Je to skalarni souéin?

ANO.

(z,y) — (z]y) je symetrickd sesquilinedrn{ forma na R2. Bude se jednat o skaldrn{ sou¢in tehdy a jen tehdy,
pokud se jedna o pozitivné definitni formu.

‘ Spektralni feseni. ‘ Plati

(zly) = 2T Ay, kde  A:= (} ;) :
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Bude se jednat o pozitivné definitni formu tehdy a jen tehdy, pokud vSechny vlastni hodnoty matice A jsou
striktné kladné. Snadno najdeme spektrum

o) = {56~ V5). 36+ VB .

odkud rovnou vidime (v/5 < 3), ze se vskutku jednd o skaldrn{ soucin.

Standardni feSeni. | Vezmeme odpovidajici kvadratickou formu a doplnime na ¢tverec:

(z|z) = 22 + 2x129 + 222
= (v1 + x2)® — 23 + 223

= (1 + 302)2 + x%,

odkud rovnou vidime, ze se jedna o pozitivné definitni formu, tedy o skalarni soucin.

Cviceni 6

V P definujme

Je to skalarni souéin?

NE.

(x,y) = (z|y) je hermitovskd forma na P (viz cviceni 5 kapitolky ). Avsak nen{ splnéna pozitivn{ definitnost:
Existuje nenulovy polynom p € P takovy, ze (p|p) = 0. Napiiklad

p(t) =ttt —1)(t—2), teC.

(Bude se vsak jednat o skaldrni sou¢in na prostoru Ps, protoze polynom druhého ¢i nizsiho stupné nemuze
mit tii ruzné kofeny.)

Cviceni 7

Necht V je redlny vektorovy prostor funkci definovanych a spojitych na intervalu [0,1]. Dokazte, Ze
nasledujici zobrazeni je skaldrni soucin na V.

1
h(f,g):= /0 ft)g(t)de pro kazdé fgeV.

h je hermitovskd forma na P (viz cviceni 5 kapitolky [). Zbyva ukdzat, ze se jednd o pozitivné definitni
formu. Ponévadz

Wf) = h(f. f) = /0 FOPdt >0,

forma je pozitivné definitni nebo pozitivné semidefinitni. Zbyva ukéazat, ze druhy pfipad nenastava, tedy
h[f] =0 = f =0. Necht h[f] = 0. Pak f(t) = 0 pro viechna t € [0,1]. Tedy f je nulové funkce, coZ bylo
dokézati.

Cviceni 8

V R3 definujeme skaldrni souéin

(x|y) = 4x191 + T2y2 + T3Y3 + T1Y2 + T2U1-

Najdéte vsechny vektory kolmé na e;.




70 LAA - feSeni pi“ikladﬁ Krejcifik & Kurimaiova

Necht 2 € R? je libovolny vektor. Pozadovand podminka ortogonality znamend (x|e;) = 0, coZ po dosazen{
zadaného skalarntho soucinu davé identitu

4x11 + 2920 + 230 + 10 + 220 = 421 + 22 = 0.

Tedy libovolny vektor € R3 kolmy na e; spliiuje

X1 1 0
z=|—-4x1 | =21 | 4] +231]0
T3 0 1

kde x1,z3 € R jsou libovolna ¢isla. Zavér tedy zni

1 0
{:L' eR3: zJ_el} = —41,(0 ,
0 1

A
coz je dvojdimenzionalni podprostor.

(Vsimnéte si, ze v piripadé standardnfho (eukleidovského) skaldrniho souc¢inu bychom dostali ocekdvatelny
vysledek {z € R®: wlei} = [ea, €3], v tomto cviteni viak thly a vzdalenosti méiime nestandardné.)

Cviceni 9

‘ V unitdrnim prostoru C? najdéte dvé rizné ON (=ortonormaln{) béze. ‘

Vtipny student zvoli standardni bézi (e1,e2) a jeji permutaci (ez, e1). My, méné vtipni, zvolme vsak néco

méné trividlniho, naptiklad
1 0 L 1 L -1
0) \1 N \) a1 )
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Domaéci tkol 1

Necht @ je kvadraticka forma v R3.

Z1
Qlz] := (a+ D)a? + (a + 2)x3 + 73 — 201172 — 22123, kde z= |
r3

V zéavislosti na parametru o € R
(a) urcete signaturu,
(b) vysettete nulprostor,
(c) najdéte poldrni bazi A formy @ tak, aby

—2 0 0
Q=0 10
0 0 2
Spektrélni fesent. | Plati
l+a -a -1
Q(z,y) =27 ¢Qy = (2[*Qy), kde Q=| -a 24a 0 |,

-1 0 1

kde (-|-) je standardni (eukleidovsky) skaldrnf sou¢in na R3. Najdeme spektrum

AMla) =1+a—V1+a+a?,

0'8 = 2,)\10&,>\204 )

a odpovidajici vlastni vektory

-1 —a+V1+a+a? —a—V1l4+a+a?

1
U(z)Zﬁ -1], U () = [1+a—Vidta+a? |, Ug(e)) = | T+ a+V1+a+a?
1 1 1

Ponévadz matice €Q je hermitovska, a priori vime, ze vlastni vektory tvoi{ ortogonalni bazi R?. Vektor U(2)
jsme normalizovali na jednicku (tedy tak, aby [lu(g)|| = 1), zatimco ostatni vektory nechdvdme nenormali-
zované.

Vlastn{ hodnoty 2 a Az(«) jsou striktné kladné pro vsechna a € R, zatimco

<0 & a<,
)\1(0&) =0 & a=0,
>0 & a>0.

V disledku toho rovnou vytesime tlohu (a):

(2,1,0) & a<0,
sg(@)=1(2,0,1) & a=0,
(3,0,0) & a>0.

Pro tlohu (b) navic potfebujeme znalost vlastniho vektoru, jenz odpovidd vlastni hodnoté A\;(«):

{0} & a#0,
N 1
@ [un oplr = || 0 & a=0,
1
A

(alternativné bychom nagli ker(4Q)).
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Pro vyfesen{ tlohy (c) si nejdiive uvédomme, 7e nezbytnd podminka pro dosazeni pozadovaného tvaru
matice “Q je, ze a < 0 (jinak mame tii nezdporna vlastni ¢isla). To je i postacujici podminka, ponévadz,
kdyz o < 0, pak mdme pravé jednu zapornou vlastni hodnotu (A1(a)), dvé kladné vlastni hodnoty (2 a
A2()) a soubor A" 1= (u(x, (), U(rs(a)) U(2)) tvoTeny odpovidajicimi vlastnimi vektory je baze R3, tudiz
matice Q) je diagonalizovatelna. Necht tedy o < 0. Plat{

c . )\1((1) 0 0
Q= S' DS~ , kde D = 0 )\2(04) 0 a S = (U(Al(a)),U(Az(a)), U(g)) ,
0 0 2

kde A1(a) < 0 a Az2(a) > 0. Bez ohledu na tento diagonalizaéni vztah, uzitim rovnosti Q(z,y) = <$|5Q y>,
ortogonality vlastnich vektori a normalizace vektoru uzy dostavame

o (M@l epl? o0
0= 0 A (@) luprgan® 0
0 0 2

Vidime, ze A’ je “témér” hledand baze: Znaménka prvku matice AlQ jsou v poradku, ale pozadované ¢iselné
hodnoty prvki (4'Q)11 a (*'Q)22 nesedi (a to, soucasné, pro zadné hodnoty o < 0). Hledanou bézi je mozné
najit vhodnou normalizaci

A = (At () DU (rs () U(2))

kde a,b € R jsou hledané normalizaéni konstanty. Uzitim vztahu Q(x,y) = <z|5Q y>, ortogonality vlastnich
vektortt a normalizace vektoru uy) dostdvame

A A () @ [lugx, () lI? 0 0
Q= 0 Ao (@) b lugasap 1 0
0 0 2

Stac¢i tudiz zvolit, napiiklad,

V2 b 1
a:= , =
VIAL(@)] luag @l VA2(@) [[uag @)l

Nakonec tedy

_ V2 U(r (@) V2 U(xs(a)) g ) -
VIML@)] lwoa@nll iz ()] legaa l

Standardn{ fegent. |

Q(F) = (a+ 1)z} + (a + 2)23 + 235 — 20x129 — 27173 = a7 — 2)* + (21 — 23)% + 223

ad (a)

Signatura je tedy
(3,0,0) < a>0
5g(Q) =14 (2,0,1) <= a=0
(2,1,0) <= a<0.

ad (b)

Pokud a # 0, nulprostor je nulovy vektorovy prostor. Déle vidime, ze pokud a = 0, vektory, které se zobrazi
kvadratickou formou na nulu, maji stejnou prvni a tieti slozku a déale maji druhou slozku nulovou. Tedy

{0} — a#0
N — 1
@ 0 — a=0.
1

A
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ad (c)

Kvadratickou formu prepiseme nasledovneé:

Q) = -2 <\/>%(x1 - :L'2))2 + (21 — 23)% + 273.

Oznac¢ime soufadnice v nové polarni bazi jako «;. Jelikoz je forma realna, o souradnice se bude jednat pouze
pokud a < 0, coz je v souladu se signaturou hledané formy. Mame tedy

a1 = —%(301 —362)

Qg = X1 — X3

a3 = T2,

041+ 7%0&3 2
T = Y *—0414*043
/_5 o

T2 = Q3

[ 2
T3 =1/ ——a1 — a2 + Q3.
(6%

Z tohoto vidime, ze hledana polarni baze vypada napiiklad takto

neboli

Qv
o
—

A= 0

|eo
|

—_

—_
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11 Skalarni soucin a ortogonalita

Cviceni 1

V unitdrnim prostoru C? najdéte dvé rizné ON béze.

Viz cviceni 9 v predchozi kapitolce IOl

Cviceni 1.5

V eukleidovském prostoru R?* je ddn podprostor

|

Il
— == =
O = = O
— O~

A

Najdéte ON béazi P. (a) Bez pouziti Gram-Schmidta a (b) s pouzitim Gram-Schmidta.

V prvni fadé standardni dpravou

1 0 1 1 0 1 1 0 1
1 1 1 0O 1 O 01 O
110l 7101 =17 lo o0 -1
1 0 1 0 0 O 0 0 O
zjistime, Ze vektory
1 0 1
1 1 1
p1 = 1| b2 = 1| p3 = ol
1 0 1

generujici podprostor P jsou linedrné nezavislé, tudiz dim P = 3 a (p1, p2, p3) je béze P. Béze je to neorto-
gonalni, ponévadz

Ipl> =4, lp2l®>=2, |psl> =3, (pilp2) =2, (p1lps) =3, (palps) =1.

ad (a)

Ponechme stranou moznost hledat ON bédzi P pifmym vypoctem a uéiime radéji nasledujici dvahu. Necht
p,q € P jsou libovolné. Potom existuji ¢isla a1, as, a3 € R a B, B2, 83 € R takova, ze

p = aip1 + aap2 + a3p3 a  q=[pip1+ Bap2 + Bsps-
Plati
(pla) = arfallpr]|* + a1 Ba(pr|pz) + a1 B3(pi|ps)
+ asfi(palpr) + 2 Ballp2ll” + c2f3(p2|ps)
+ a3 (pslp1) + @3Ba(ps|p2) + asPBsllps||®
=: h(a, B),

kde na pravou stranu muzeme nahlizet jako na symetrickou sesquilinearni formu na R? v proménnych
Qg b1
a=|ax |, B:=|5

Qs B3
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Hledani ortogondalni baze podprostoru P se tedy redukuje na nalezeni poldrni baze formy h. Standardni
tupravou doplnéni na ¢tverec najdeme

hla] = 46@ + 4daqgag + 6aas + 2043 + 2003 + 304%

3\’ 3 \°
= (2041 + a9 + 5043) — (ozg + 5043) + 2043 + 2apa3 + 3a§

4
201 +an + 2+ L) L3
= | 2c « —a Qg — - - -« —a
1 2 2 3 2 92 3 43 4 3

— (201 40z + 2 2+ . 2+12
= a1 [6%) 20[3 [6%) 20&3 2043.

Odtud vidime, ze poldrni baze formy h je napiiklad soubor (a,b, ¢) tvofeny vektory

2
3 2 3 o
= (2041 + o + §a3) + o5 — a3+ —o3

1 —1 -2
a:=10]1], b=1 21, ci=11
0 0 2
Soubor (p1, P2, P3) tvofeny vektory
1
. 1
D1 = aip1 + azp2 + azps = p1 = . E
1
-1
N 1
P2 :=bipy +bop2 +bsps = —pr+2p2 = [ |
—1
0
. 1
P2 = c1p1 + cap2 + c3p3 = —2p1 + p2 + 2p3 = _1
0

bude tedy ortogondlni baze prostoru P (pfesvédéte se o tom zkouskou). Ortonormdlni bazi (i, P2, P3)
dostaneme renormalizaci

1 -1 0
ﬁ_iﬁlill ﬁ.fﬁQ, 1 ﬁ_iﬁsil 1
1= =5 ) 2= = ) 3= o = =
pafl 2| L [p2fl 2] 1 Ipsll  v2 | 1
1 — 0
ad (b)
Gram-Schmidtova strategie je zalozena na pozorovéni, ze pokud u je vektor s normou |ju|| = 1 a v je jakykoli
jiny vektor, potom plati ortogondlni rozklad
v=uv)+vL, kde v = (vw)u || u, vy =0 — {(v|u)u L u.

Vektory u, v, tedy budou ortogonalni. Pokud u, v jsou linedrné nezavislé, potom vektor v; muzeme navic

renormalizovat na jednicku
. U1

= .
[[oLll
Technickd rada: Kdykoli pracujete s normou, berte jeji kvadrat.

Prvni krok Gram-Schmidtovy strategie, jak z linedrné nezdvislého souboru (p1, p2, p3) vyrobit ortonorméln{
soubor (p1, P2, P3), spociva v pouhé renormalizaci:

_ j41 1
p1:

el 2

— =
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V druhém kroku aplikujeme vyse popsanou strategii na dvojici vektortu py (= u) a p2 (= v):

0 1 -1
5o = py — (polpr)pr = pp — 2l [T LT L
P2 = p2 — (P2|P1)P1 = D2 leHzpl 1 211 211 ]°

0 1 -1

B2/ = 1,

—1

p Do P 1 1
2 Ay T P2= 5

(D2l 2| 1

-1

Dalsi kroky jsou pouhou indukci vySe popsané strategie. V nasem piipadé je tieti krok rovnéz krokem
poslednim:

1 1 1 1 -1 1 -1
55 = ps — (pslfr Vs — (palin) R YARREIE! 1 /1] 1
Pp3 = p3 — \P3|P1/)P1 Pp3|p2)p2 =1o 1 1 0 1 1 1 0 1
1 1 1 1 -1 1 -1
1 1 -1 0
BRI A Y RN I I
o 4 |1 1] 2(|-1|"
1 1 -1 0
R 1
sl = 5,
0
_ D3 R 1 1
P3i= 0 =V2ps = —
sl 2|1
0
Cviceni 2
V eukleidovském prostoru R?* je ddn podprostor
1 4 2
2 5 3
Pi= -1’ ) 11
3 —12 -2/ 1,
Najdéte ON béazi P. (a) Bez pouziti Gram-Schmidta a (b) s pouzitim Gram-Schmidta.

V prvni fadé standardni dpravou

1 4 2 1 4 2 1 4 2
2 ) 3 0o -3 -1 0 -3 -1
-1 5 1| 7o 9 37 fo o o
3 —-12 -2 0 —24 -8 0o 0 0
zjistime, ze vektory
1 4 2
2 5 3
b1 = 1l D2 == 5 ) p3 = 1 |
3 —12 -2

generujici podprostor P jsou linedrné zdvislé, dim P = 2 a naptiklad (p1,ps3) je bdze P. Béze je to neorto-
gonalni, ponévadz

Ip1ll*> =15, |psl> =18, (p1lps) = 1.
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ad (a)

Forma na R?

2269
hla] == 1502 + 20105 + 1803 = 2 (3042 + %) + 1_80[%
ma poldrni bazi naptiklad
0 18
1)\ -1 ’
Tudiz soubor (p, §) tvoieny vektory
2 16
. 3 . 33
p=0pi+lps=ps=1| | |, q:=18p1 —1ps=| |4
-2 56
je ortogonalni baze podprostoru P. Neni ortonormalni, ponévadz
> =18, ||4l]* = 4842.
Ortonormélni bazi (p, q¢) podprostoru P dostaneme renormalizaci
2 16
b= p 1 [3 g = qg _ 1 33
Ipll  vis | 1|’ gl V442 | —19
-2 56
ad (b)
Prvni krok Gram-Schmidtova procesu je pouhd renormalizace:
1
Y RVAES
3
Druhy a v tomto piipadé i posledni krok je konstrukce
2 1 29
Gi=ps— (palp)p = py — LAY | B L2148
B TP T T T 16 ]
-2 3 -33
269
A2 299
lal? = 22,
29
g q 1 43
gl visv269 | 16
-33

Soubor (p, q) je hledand ortonormdlni baze P.

Pozndmka na zdvér: Pokud se nejedna o uplné blaznivy piriklad, 1ze predpokldadat, ze ¢iselné hezci vysledky
bychom dostali, pokud bychom pracovali s po¢atecni bézi (p1,p2) nebo (pa,ps).

Cviceni 3

V eukleidovském prostoru R* dopliite vektory
1 1

111 111
1 3
1

na ON bézi. (a) Bez pouziti Gram-Schmidta a (b) s pouzitim Gram-Schmidta.
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Ptredevsim si povsimnéme, ze piiklad ma smysl, ponévadz vektory pi,ps jsou ortonormélni. V kazdém
pifpadé jako nulty krok doplnime vektory pi, p2 na libovolnou (obecné neortonormalni) bazi R*, napiiklad
(p1, p2, €1, e2). Prestoze vSechny vektory této baze jsou normalizované na jednicku a p; Lps a e Les, nejednd
se o ortogondlni bazi, jelikoz

1

wile) =5, ile) =50 Wale) =g (eled) = (L)

V dalsim kroku tuto bézi pfetvoiime na bézi ortonormalni modifikaci vektoru ey, es.
ad (a)
Hledand ortonormélni béze je obecné tvaru (p1, p2, p3,p4), kde

P3 = q1p1 + qop2 + azel + aqéq,

041,0427043,044,/31,ﬂ2,/33,ﬂ4 S R.
Pa = P1p1 + Bap2 + Bser + Paes,

S vyuzitim identit (ITI) podminky na ortonormalitu znéji:

1 1
Ipsl® = of + a3 + a3 + af + cnos + oy + 3203 + 32 - 1,
1 1 |
pall> = B + B3 + B85 + B3 + B1Bs + BB + 55253 + 55254 =1,

1 1 1 1 !
(p3|pa) = 11 + aofla + a3 B3 + sy + 504153 + 504154 + 604253 + 604254 =0,

1 1 |
(p1lp3) = a1 + 5043 + 5044 =0,

1 1 |
(p2lps) = a2 + —az + ~ay =0,

6 6
1 1 |
(p1lpa) = B1 + 553 + §ﬁ4 =0,

(p2|pa) = B2 + %63 + %@1 Lo.

Zapoménme na chvili na normaliza¢ni podminky a snazme se splnit pouze ty ortogonalizac¢ni. Z poslednich
¢tyt rovnic vyjadiime

ay :—%(a3+a4), a2=—%(043+044), 512—%(534-&), 542—%(534-&),
a po dosazeni do tfeti rovnice dostaneme podminku
asfs +aqfy = 0.
Postac¢ujici a (az na znaménko) i nutnou podminkou pro splnéni tohoto vztahu jsou rovnosti as := —f4 a

ay = B3, coz vede na nenormalizované vektory

P3 = —%(53 — Ba)p1 — é(ﬁs — Ba)p2 — Baer + Baes,

Da = —%(53 + Ba)p1 — %(53 + Ba)p2 + Bse1 + Paes.

Specialni volbou (3 := 3 =: 84 nakonec dostaneme netrividlni vektory

—1
R 1 A2
p3 = —3e1 +3e2 =3 o |’ Ips]” = 18,
0
2
A 2 2 o
Pr==3p1—p2+3e1+3e2=3| 5|, [[Dal]” = 8.

-1
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11
p3 =i = T
sl V2 8 Ipall 32 —ii

ad (b)

Tento priklad je zfejmé o tom, ze uziti Gram-Schmidtova procesu je koncepéné jednodussi. Rovnou piseme

1 1 1 26 13
- 0 111 1 1 1 ]-10 1 -5
ps = e1 — (e1lp1)p1 — (e1|p2)p2 = ol “2l1| 363 36|-12] " 18|-6|"
0 1 -5 —4 -2
13
A2 19
Hp?)H - 187
13
s P3 1 -5
3= o = ==
Ipsll  V13v/18 | —6
—2
Nakonec:
0 1 1 13 0
. 1 111 1 1 -5 -5 2 4
Pa = ez — (ea|p1)p1 — (e2|p2)p2 — (e2|ps)ps = ol "2l1] "33 131sl-6|"13|=3]|"
0 1 -5 —2 -1
8
A 2 _ =
4] = 1.
0
» D4 1 4
) = T =
[Pl v2v13 | =3
-1
Cviceni 4
Necht

el (5 D 2

2
Najdéte OG bdzi obsahujici vektor z [(22 (1))} , je-li dén skaldrni souéin (A|B) := Z Ai;Bij.
A

i,j=1

Predevsim stoji za to se presvédcit, ze se skutecné jednd o skalarni soucin. Pro praktické vypocty nize dédle
stoji za to si uvédomit nasledujici vztah:

(A|B) = tr(ABT) = tr(A” B).
Pisme P = [p17p27p3]/\7 kde

(1 2 (1 1 (3 2 (2 1
b= 2 -1/ b2 = -5 3/ p3 = 8 —7)° a a = 9 0}

Snadno ovéiime, ze ps = 2a + p1 — 2ps. Tudiz a € P a (a,p1, p2) je béze prostoru P. Nejedna se vsak o bdzi
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ortonormdln{ (ani ortogondlni), ponévadz
2 T N 8 2\ . -2 6\
la]] = tr(a” a) = tr (2 1) = 9, (alpy) = tr 1 9] = 0,
5 0 12 —4
Il = o) = (5 5) =10 o) = (731 =13

26 —14 9 7
|p2||2tr(p§p2>tr(_14 10)36, <p1|p2>tr< : _1>10,

Zbyva tuto bazi pretvofit na ortogonalni bazi a Gram-Schmidtiv proces bude za timto ucelem ziejmé
nejefektivneéjsi. Ponévadz a_Lp;, staci tyto vektory pouze renormalizovat:

d__i_l(Q 1) P I 1 (1 2)
" el 3\-2 0)° Yl T Vo \2 1)

Potom (nenormalizovany) vektor po kolmy zdroven k a i p; vyrobime Gram-Schmidtovym piedpisem:
P2 = p2 — (p2|a@)a — (p2|p1)p1
(1 1\ 13/2 1\ -10(/1 2
~\-5 3 9 \-2 0 10 \2 -1
_1/-8 14
9 \-1 18)°

Pro tuto vyrobu je normalizace vektoru a a p; krucidlni, ponévadz nas nakonec vSak zajima pouze ortogonalni

béze, muzeme zvolit napiiklad:
2 1 1 2 -8 14
-2 0)’\2 —-1)’\—-1 18 ’

coz odpovidé volbé (a,p1,9p2). (Piesvédcte se zkouskou, Ze se skuteéné jednd o ortogondlni bézi.)

Cviceni 5

Najdéte OG bazi P CC R3, kde P =2z — 2y + 2z = 0, je-li v R? definovan skaldrni souéin ve standardni
bézi
(zly) == 22191 — T1Y2 — T2y1 + T2y2 + T3Y3,

tak, aby baze obsahovala vektor z Q =z —y — 2 = 0.

Méme zadany nestandardni (neeukleidovsky) skaldrni soucin. Pro praktické vypocty nize navrhuju si ho
prepsat pomoci maticového nasobeni:

2 -1 0
(zly) = 2T Ay, kde A:=|-1 1 0
0 0 1
Roviny P, @ si zapiseme coby linedrni obaly:
T 1
P = y cr,yeR Z[phpz])\, kde pr:=1 0], p:=1|1
—2z 4 2y -2
z 1 0
Q= Yy cx,y €R Y =(q1,¢0]y, kde g =10, ¢:=|1
T —y 1 -1

Obvyklym zpusobem (22 —2y+2z=0 A z —y — z = 0) zaroven zjistime, Ze

PNQ=ld,, kde g:= 11
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Rovnou vidime, ze vektory ¢,p1 (nebo ¢,p1) jsou linedrné nezavislé. Soubor (q,p1) je tedy béze P, jez
obsahuje vektor z Q. Jednd se o neortonormalni (i neortogondln{) bézi, ponévadz

lal* =1, lpil* =6, (alp) =1.

Vektor ¢ je tedy uz spravné normalizovany (v nagem nestandardné zadaném skaldrnim soucinu). Ze souboru
tedy snadno zkonstruujeme ortogonélni bazi (¢, p1) Gram-Schmidtovym pfedpisem:

1 1 0
pri=p1—(pilgyg=| 0 | —[1]=|-1
-2 0 -2
Tedy hledand baze je napiiklad
1 0
i I
0 -2

Cviceni 6

1 0
Necht P := (1) , _12 cC R?* se standardnim skaldrnim sou¢inem. Najdéte PL. Najdéte dvéma
2 1 5
1
ruznymi zpusoby OG prumét z := } do P
1
Pisme P = [p1, p2]a, kde
1 0
|1 |1
p1 = B E P2 = _o
2 1

Obecn4 strategie ‘

Rozsifme bazi (p1,p2) podprostoru P na bazi celého prostoru R*; snadno ovéifme, ze za rozsffenou bazi
lze vzit napiiklad (p1,pa2,e1,e2). Aplikaci Gram-Schmidtova ortogonalizaéniho procesu na tento soubor
dostaneme ortonormdlni bazi (¢1, g2, q3,q1) v R*, kde

1 -1 7 0
11 1 1 1 -1 1 4
ql L \/6 0 ) ‘J2 L 3\/5 _4 ) q3 A 3ﬁ _2 ) ‘J4 L \/ﬁ _1
2 0 -1 -2

Z toho, jak tento proces funguje, vime, ze [p1,p2]x = [q1, ¢2]r, tudiz

7 0
-1 4
Pt = (43, q4]x = DN N ]
-1 -2

7 rozkladu vektoru z do této ortonormalni béaze

x = (z]q1)q1 + (x]q2)q2 + (v|q3)q3 + ([qa) qa

:EHGP ILGPL
vidime, Ze hledany pramét x| spliiuje
1 —1 2
411 -4 1 411
o= {ela)a + e = [ ol 55 | Za| =5 |2
2 0 3
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Jednodussi zpisob, jak najit prameét x, je psit

T =o1p) +aep2+ 1,
—_————

CEHGP ecpL

kde ai,as € R jsou konstanty, jez je potieba najit. Z definice ortogonalniho dopliku vime, ze p; Lz
a polx). Tudiz, prendsobenim (ve smyslu skaldrniho sou¢inu) rovnosti vyse vektory p1,ps, eliminujeme
neznamy vektor z; a dostaneme linearni systém

(x[p1) = eallp1||” + az(p2lp1),
(z|p2) = a1 (p1lp2) + azllp2|*.

Zde zname vse

1 = 6, Ip2|* = 6, (p1lp2) = 3, (x|p1) =4, (z|p2) =0,
kromé hledanych konstant «q, as, jez vSak ze soustavy rovnou spocteme:
8 4
ai 9’ Qg = 9
Tedy
1 0 2
N R N N
=9 ol " 9l-2 9|2
2 1 3

Cviceni 7

Necht P C R3 se skaldrnim sou¢inem

(xly) = 2z1y1 + T2y2 + 6x3Y3 — T1Y2 — Tay1 + T1Y3 + Tay1 + Tays + T3Yya2.

Najdéte ON bézi P+, je-li P = x = 0.

Geometricky vyznam podprostoru P je rovina yz:
P = [62, 63])\.

Pii standardnim (eukleidovském) skaldrnim soucinu, bychom rovnou védéli, ze P+ = [e;]y, avsak nestan-
dardné zadany skalarni sou¢in nam vse komplikuje a feseni bude vypadat jinak. Pro praktické vypocty nize
navrhuju si zadany skalarni sou¢in prepsat pomoci maticového nasobeni:

2 -1 1
(xly) = 2T Ay, kde A=[-1 1 1
1 1 6

Soubor (ez, e3) je bdze podprostoru P. Rozsifme tento soubor na bazi (e, e3,e1) celého prostoru R3. Plat{
el =2, leal® =1, [leall® =6, (eilea) = —1, (erles) =1, (eafes) =1.
Aplikaci Gram-Schmidtova procesu na bdzi (es, es, e1) dostaneme ortonormadlni bazi (f1, f2, f3) s vektory

0 1 0 1 5

f1:= (1) > f2::ﬁ *11 > f3::ﬁ j2

Z toho, jak Gram-Schmidtuv proces funguje, vime, ze [es, es]x = [f1, f2]x, tudiz
)

Pt =[fs]y = 7

-2 N



Krejcifik & Kurimaiova LAA - feSeni pf‘ﬂ(l&dﬁ 83

Cviceni 8

Necht P,Q cC R*, kde R* je eukleidovsky prostor. Najdéte Q-+ do P, je-li
2 0 0 1 4
1 -1 2 0 2
P=al 1] ]2 o Q=g ]2
0 1 3/ 1, -2 5/ 1,

Pisme P = [p1,p2,p3]x a @ = [¢1,g2]x, kde potadi vektort je jako v zadéni. Snadno ovéfime, ze (p1, p2,ps3)
je baze P a (q1,q2) je béze @, tudiz dim P = 3 (P je nadrovina) a dim Q = 2 (@ je rovina).

Dopliime bézi (q1, q2) prostoru @ na bazi celého prostoru R%; snadno ovéiime, ze napiiklad (g1, g2, €1, €2) je
pozadovand béaze. Aplikaci Gram-Schmidtova procesu na tuto rozsitenou bazi dostaneme ortonormalni bazi
(f17 f?a f37 f4) prostoru R4 S Vektory

1 26 8 0

f — i 0 f - 1 10 f - ; —13 f - i 1
1- \/g 0 ) 2 - /—1045 10 |’ 3 - /—418 ~13 |’ 4 - \/5 -1
-2 13 4 0

Z toho, jak Gram-Schmidtuv proces funguje, vime, ze [g1, ¢2]x = [f1, f2]x, tudiz

Q* (do R*) = [f3, fa]x.

Zaroven aplikujme Gram-Schmidtuv proces na bazi (p1,p2,p3) prostoru P, ¢imZz vyrobime ortonormalni
bazi (p1, P2, p3) prostoru P s vektory

2 2 -1
1 I O 1|
b1 \/6 11 D2 _\/ﬁ —92- b3 _\/? 1

0 3 2

Libovolny vektor  z celkového ortogondlniho doplitku Q* (do R*) spliiuje x = afs + Bf4, kde a, B € R.
Takovyto vektor chceme rozlozit nésledujicim zpusobem

T= x| + T,
-~
ep €pP+t
kde P+ je ortogonalni doplnék P (do R*), jehoz explicitni tvar vSak znit nepotiebujeme. Piendsobenim
(ve smyslu skaldrntho souc¢inu) této rovnosti vektory pi1,pe, ps a uzitim (x[p;) = 0 pro j = 1,2, 3, totiz
vektor x; vyeliminujeme a dostaneme systém
a(fs|p1) + B{falp1) = (z|P1) = (x| |P1),
a(f3|p2) + B{falp2) = (z|P2) = (x| |DP2),
af3|ps) + B(falps) = (x|ps) = (z)[Ps)-

Po dosazeni ¢iselnych hodnot skaldrnich soucinu (f;|p;) tento systém zni

> o= (1)
— a={(x ,
627 1P
2
404/ —— o = (zy15
04/ 2389 @ = =ulp2),
2 i
—13 1163 a= <$H|p3>.

Pozndmka. Plati (f4|p;) = 0 pro viechna j = 1,2,3, tudiz f, € P+. Ponévadz dim P+ = 4 —dim P = 1,
dostavdme mimochodem P+ = [f4]x. Tfm bychom pifklad mohli ukonéit (nebo dokonce uz difve, pokud
bychom si v8imli, ze (fa|p;) = 0 pro vSechna j = 1,2, 3), jelikoz z ortogonality nezbytné plyne, ze f3 € P,
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tudiz Q1 do P = [f3],. Pokrac¢ujme vak v zapocatém systematickém feseni a dokazme si ten samy vysledek
nasledujicim zpusobem.

Ponévadz (p1, p2, p3) je ortonormélni béze, médme rozklad

x| = (z||p1)P1 + (@) |P2)D2 + (x| |P3)P3

2 2 1
5 1 |1 > 1 -2 > 1|1
- 404/ —— 0 — 13y 0 —
ver e (1] TPV s ¢ AT | 2 1463 “ 7 | 1
0 3 2
8
o[-
V418 | —13
4
:Oéfg.

Tedy prumét x) vektoru = (z celkového ortogondlniho doplitku Q* do R*) do P je nésobek vektoru fs.
Tudiz
8
-13
Q*do P =[fsh=|| 13

4 A

Cviceni 9

Necht P3 je prostor polynomi stupné maximalné 2 se skaldrnim souéinem
(a) (zly) := aoBo + 11 + aafa, . .
(b) (z]y) :== aofo — aof1 — 1P + 201 81 + 4z P,
kde z(t) := ap + art + aat? a y(t) := Bo + Pit + B2t? pro kazdé t € C.
Najdéte jeho ON bézi v prvnim a druhém piipadé.

Piipomenime, Ze prostor P3 je isomorfni eukleidovskému prostoru C3. Skuteéné, pro libovolny polynom
x € P3 tvaru z(t) := ag + aqt + ast? pro kazdé t € C, kde ag, a1, az € C, plati

)
@e=1a1| =ac C3,

Q2

kde & = (eq, e1,€2) je standardni baze P3 tvofend monomy eg(t) := 1, e1(t) :=t a ea(t) := 2.

ad (a)

Volba skaldrniho sou¢inu odpovidd na C? standardni (eukleidovské) volbé. Za ortonorméalni bdzi na C? lze
v tomto ptipadé zvolit standardni béazi

1 0 0
ol.(1].,[{o]], (11.2)
0 0 1

¢emuz odpovidd standardni béze (eg, e1, e2) na Ps.

ad (b)

Volba skaldrnfho souéinu odpovida na C? nestandardni volbé

0
(zly) =aT AB, kde A:=(-1 2 0
4
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Aplikaci Gram-Schmidtova procesu na standardrni bazi (IT.2) dostaneme na R3 ortonormaln{ bazi
1 1 4 (0
o],11], 3 0 (11.3)
0 0 1

Této bézi odpovida na Ps ortonormadlni béze (eg,eq + €1, %62).
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Domaéci tkol 1

Necht je v prostoru matic R%? dén skaldrni sou¢in s matici

EQ o=

— N W
N W W
N NN
—_ ==

Reste tlohu 4 s takto zadanym skaldrnim soucinem.

2 1
Nejprve najdeme bézi X prostoru P obsahujici matici < >:

-2 0
2 1 1 3 2 1
1 2 1 2 0 1
-2 2 =5 8 0 0
o -1 3 =7 0 0

Maéme tedy naptiklad

2 1 1 2
x = (X17X27X3) = ((2 0) ) (2 71

Tuto béazi nyni ortogonalizujeme:

e XffQ(e,, (1 2\ 20
ERN ) e RV
o X)EfQ(Ye,  (X3)f°Q(Ya)e
Vo= (Y1)£EQ(Y1)e i (Y2)TeQ(Y2)e ¥z

1 1\ 1/2 1\ 44 1/-5 2
_<—5 3>_§<—2 o>+ﬁ 3(14 -3

Hledand béze je tedy naptiklad Y = (Y1, Yo, Y3).

Domaci tkol 2

1 3
-3 7
5 —10
0 0

)-(53)

1 (49 T8
“ 73\ 1)

Nechf P:={r € R* : 21 + 220 + 23 = 0} a Q :=

-1
standardni bazi &

Najdéte ON bézi Q+ do P.

A

. V R* je definovén skaldrni souéin ve

(xly) := 22191 + T2y2 + T3Y3 + Tays — T1Ys — Tay1.

Snadno ovétime, ze prostor P ma bazi napiiklad:

_ O O O
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Tuto bazi nyni ortogonalizujeme:

1
e
1 =21 1 s
—1
—1 1 -5
L @y . | o —1| 1] -2
LERTEEY T [T TF e |
0 —1 —2
0 1 ) 7
L (@slgy) L (@sld) . o) p2f-1] 3 1]-2]_ 1]-4
AP A PR KN R U B TR B T I
1 —1 -2 13

Vidime tedy, Ze vektory ¢ a 3 tvoif OG bazi Q+ do P. Nakonec oba ortonormalizujeme a dostaneme ON
bazi Q-+ do P:

-5 -5
B [T 1f-2)_ 1 |-2
gl V17 7 9| 119 9 |’
-2 -2
7 7
s 1T 1| —4f_ 1 | -4
lgsll — V6 17| 1] 102 | 1
13 13

Domaci tkol 3

Necht P CC R* kde P =2 — 2y + 2z = 0. V R* je definovan skaldrni soucin

(xly) 1= 2x1y1 + T2y2 + 6x3Y3 + Tays — T1Ya — Tay1 + T1Y3 + T3y1 + T2y3 + T3Yya,

I n
kdez:= [ “? | a Y= v2 1 Najdéte
z3 Ys
L4 Ya
(a) P,
0
(b) ap, je-li a:= —01
2
ad (a)

Béaze X podprostoru P je napiiklad

1

Lo L 0
x:($17$2;z3): -1 ’

0

O~ —~
_ o O O

Dimenze P je 3, v P+ tedy bude lezet jeden vektor ¢ = (q1, g2, q3,q4)T, kolmy na véechny vektory z béze
X. Musi tedy platit

(#11¢) = ¢1 — g2 — 593 — 4 = 0,

(T2]q) = 3q1 +2g2 +8g3 — ¢4 = 0,

(3]q) = —q1 + g4 = 0.
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Matice soustavy je

1 -1 -5 -1 1 0 0o -1
3 2 8 —-1|~10 -1 -5 0
-1 0 0 1 o 0 -2 2
Dostavame tedy
1
-5
Pt =g = )
1 A
ad (b)
Z definice ortogonalniho prumétu mame dp = @ — dp. . Navic,
1
_@d) . —2|-s
R FERE7H I
1
a dohromady dostavame
0 1 1
_ |0 2|5 _ 1 -5
“@w=1_ 2 | 1 12| -11
2 1
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12 Metricka geometrie

Cviceni 1

Necht P C R* se skaldrnim souc¢inem definovanym
(zly) = z1y1 + 222Y2 + T3Y3 + 3TaYs — T3Y4 — TaY3-
1

Necht a := aPEIerjinu :0. Spoctéte p(a, P).

2
3 Yy —2u =0
2

Geomericky vyznam vektoru a je bod. Geomericky vyznam objektu P je prunik dvou nadrovin prochazejicich
pocatkem:

P=P NP, P, = eER: z4+y+z—u=0p, P:= eER*: y—2u=0

ISR IINSII
ISR IINSIE

Prunik je mnozina bodu, které musi spliiovat stejnd omezeni zérovei: Z rovnice, jez definuje nadrovinu P,
vyjadiime y = 2u, dosadime do rovnice, jez definuje nadrovinu Pj, a z té pak vyjadiime x = —y — z + u =
—2u—z4+u=—2z—u. Tedy

—z— U -1 -1 -1
P= 2u tz,2ueR Y =<C2

0 tz,u€R Y =
z 1
0

A

Prinik P je tedy rovina prochédzejici poéitkem. Ambientni prostor R* je nanestésti étyfrozmérny, tudiz
si nemuzeme kreslit obrdzek, nicméne porad plati geometricky intuitivni fakt, ze vzdalenost bodu a od
roviny P dostaneme jako velikost ortogonalni projekce

a,P)=|laL], kde a= a; + ay . 12.1
pla, P) = llaL]| I 1 (12.1)
ep ebt

Problém se tedy redukuje na vypocet ortogonalniho priimétu a do P, jenz zde znaéime a .

Jako v cviceni 6 predchozi kapitolky [[1l1ze pro nalezeni a) pouzit ruzné zpusoby. Pouzijme trikovy zptusob.

Plati

-1 1

0
a) = a1p1 + agp2, kde =g P2iE

0

— o N

a ag, a2 € R jsou konstanty, jez je potieba urcit. Ponévadz p1 Lla) a pala,, z rovnosti (I2.]) dostaneme
(alp1) = arllpa||* + az(palp1),
(alp2) = a1 (p1|p2) + azllp2|?,
kde (pozor na nutnost pouzit zadany, nestandardni skaldrni souéin)
Il =2, 2l =12, (palp2) =0, {alp) =2, {alp2) =12.
Tudiz a3 =1 = ao, a tedy

-2

L V=N

2
aj=pitp=|7] |, ar=a—q=
1
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Protoze ||aL||? = 4, dostdvame nakonec
pla, P) = 2.

Cviceni 2

Necht R? je eukleidovsky prostor, necht jsou dny linearni variety

1
Wi=x+5+2=3 a Wo=10] + 1
5

Urcete p(W1, Wa).

Varieta W5 je piimka uréend smérovym vektorem r a prochézejici bodem ag, kde

-2 1
r=1|11], az:=10];
-3 )
specificky Wo = ag + P, kde P> := [r]) je pfimka prochdzejici poc¢dtkem. Varieta Wi je rovina urcend

normélovym vektorem n ¢i smérovymi vektory p, ¢ (po vyjadieni z = 3 — x — 5y) a prochdzejici bodem a4,

1 1 0 0
n:=1_,51, p=10 ], qg=1 11, ar:=10];
1 -1 -5 3

specificky W1 = a1 + P1, kde Py := [p, | je rovina prochdzejici poc¢dtkem. Vsimnéte si, ze piimka Wy
nelezi v roviné Wi (protoze napiiklad Wa 35 as € W1). Geometricky je zfejmé, ze vzddlenost piimky Wa od
roviny Wi v R? bude nenulové tehdy a jen tehdy, pokud r je linedrni kombinaci p,q (coz odpovida tomu,
7e piimka W je rovnobéznd s rovinou Wi), coz skutecné je, ponévadz r = —2p + ¢. (Jsme v R3, tak si
nakreslete obrazek!) Tedy P; + P, = P; a plati

p(W1,W2) = p(a1 — az, Py + P2) = p(a1 — az, P1) = [la_L||,

-1
a:=a1—as=| 0 a a= a| + ar .
—2 ’
ep, €Pi
Problém se tedy opét redukuje na vypocet ortogonalniho primétu a do Pi-, jenz zde znacime a .

Jako obvykle pisme a = ap+ ¢, kde konstanty a, 5 € R je tieba urcit. Pfendsobenim (ve smyslu skaldrniho
soucinu) rovnosti a = a) + ay vektory p, ¢ eliminujeme ortogondlni vektor a a dostaneme soustavu

(alp) = allpll* + B{qlp),
(alg) = a{plg) + Bllqll?,
kde
Ipl?=2,  ld?=26, (plg)=5,  (alp)=1,  (alg) =10.
Tudiz o = 7% apf= g, a tedy

8 .5, _1 ’58 1 *é
a| = —= —-q = = a) =a—a|==1|—
Il 9]7 9(] 9 17 ’ L | 9 1

Protoze |jaL || = %, dostédvame nakonec

pla, P)

3=
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Cviceni 3

V prostoru R? se skaldrnim soucinem

(xly) := 2191 — T1Y2 — T2y1 + 222y2 + T3Y3

1
je ddna linedrni varieta W =z + 2y —32 =2 a bod a := | 1 |. Urcete p(a, W).
1

Varieta W je rovina neprochédzejici po¢dtkem, pro niz muzeme psét (pozor na nutnost pracovat se zadanym,
nestandardnim skaldrnim sou¢inem)

W={zecR®: (z,n) =a}, kde a:=2, n:=1[3

Vzdélenost bodu a od roviny W pak ziskdme z uzitetného vzorecku (obecné platného pro vzdédlenost bodu
od nadrovin)
{a,n) —af _ 2
p(a’a W) - = ’
Il V19

kde jsme dosadili [|n|? =19 a (a,n) = 0.

Cviceni 4

Urcete, jaky thel sviraji linedrni variety Wy, Wy v eukleidovském prostoru R3, je-li

_rx+ty+3z =1

" rT—y—z =2

A

Varieta W7 je prunik dvou rovin (neprochézejicich po¢atkem). Vyjddienim x = 1 — y — 3z z prvni rovnice
a dosazenim do druhé rovnice dostaneme vztah y = ,%(1 + 4z), z ¢ehoz nakonec vydedukujeme, ze W7 je
pifmka Wy = a + [p]x urcend vektory

3 -1

Ze zaddni rovnou vidime, ze W je rovina (neprochdzejici po¢dtkem). Uhel mezi piimkou Wi a rovinou Wa
je definovan coby thel

™
<I(W1,W2) = 5 -,

kde « je volba mezi thlem mezi smérovym vektorem p piimky a normalovym vektorem n roviny, nebo
thlem mezi obracenym smérovym vektorem —p primky a norméalovym vektorem n roviny, jez da ostry thel,
tedy a € [0, §]. Je tedy potfeba nejdiive urcit normalovy vektor n. Jedna moznost, jak ho zjistit, je prejit
od parametrického vyjadreni roviny Wy k vektorovému. Piimocarejsi je vyuzit faktu, ze vektorovy soucin
dvou vektoru definuje vektor, jenz je kolmy k témto dvoum vektorum. Pokud za tyto dva vektory vezmeme
smérové vektory roviny, dostaneme

0 1 2
n = —1 X 1 = 1
1 -3 1

Nakonec vyuzijeme geometrického vztahu

{pln) = [Ipllfl7]| cos <(p,n),
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kde <t(p,n) znaci thel, jenz sviraji vektory p, n. Po dosazeni éiselnych hodnot
Ipl*=6, lnl*=6,  (pln)=-3,
dostaneme
1
cos<(p,n) = —3

Ponévadz kosinus vychdzi zdporny, thel <t(p,n) = arccos(f%) = 2% € (3,m) je tupy. Ostrého dhlu «

bychom docilili, pokud bychom vzali jeden z vektoru p nebo n s opa¢nym znaménkem. Alternativne

cosalpm) =5 = ) =1
= = — = T — = —.
cosa = |cos<t(p,n 5 a = arccos | 5 3
Nakonec tedy
T om W
Wy, W) == — — = —.
<Z( 1 2) 2 3 6
Cviceni 5
Necht jsou dény linedrni variety Wy, Ws v eukleidovském prostoru R?
Wy =2=0, Wy =3z — 4y = —12.
Najdéte vsechny body variety W7, které maji stejnou vzdalenost od bodu (8) a od Ws.

Varieta

w={() e m=0}= (1),

je piimka prochédzejici pocatkem (osa x2). Varieta

Wgz{(ml)eRQ: (x|n):a}, kde  a:=-12, n::(B),
o —4

je piimka neprochdzejici po¢dtkem. (Kreslete ti obrazek!) Necht b € W je libovolny bod lezici na varieté Wi,

tedy
0
b= ( ) , kde bs € R.
ba

Vzdélenost bodu b od pocatku 0 je zfejmé
p(b,0) = [[b = 0[] = [ba].
Vzdélenost bodu b od ptimky W5 je

bjn) —al | —4by+ 12|
Il 5 '

Porovnanim téchto dvou vyrazu dostdvame (napiiklad umocnénim a vyfesenim kvadratické rovnice)
4
p(b,O) = p(b, WQ) < bo=—-12 V by=-]).

Resenfm zadané tlohy jsou tedy pravé dva body

(beR2: p(b,0) = p(b, Wa)} = {<_22> , (g) } .
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Cviceni 6

V R2 se skaldrnim sou¢inem
(xly) == 2x1y1 + T2y2 — T1Y2 — T2Y1

najdéte neparametrické rovnice piimky p, ktera spliuje
(a) pl| W, kde W =a — 2y =3,

o o((3)r) =5

Zadani chdpeme (mozné spatné) tak, ze podminky (a), (b) mus{ byt splnény zaroven.

Varieta W je piimka (neprochdzejici poc¢dtkem)
w=(3\+pr, kde pP==|(2)| .
0 1),
Libovolna ptimka p rovnobézna s W je obecné tvaru
b1 2
p=b+ P, kde b::( )ER.
Tim zarué¢ime podminku (a). Podminka (b):
2
pla,p) =V5,  kde a:= (3) :

dédle vymezuje vektor b. Z geometrické interpretace (kreslete si obrézek) je zfejmé, ze budou existovat dve
takovéto primky.

Pomoci Gram-Schmidtova ortogonalizaénfho procesu, zkonstruujme ortonormélni bazi (fi, f2) prostoru R?

splnujici
1 (2 1 /-1 N
= — € P, = — € P
n=z (1) =7 ()

a—b={a—"0b,f1)f1+ (a—0b, f2)fo,

(afb)HGP (a—b) L ePL

Pisme

kde explicitné

1
(a — b, f2> = %(—4 — by + 2b2).

Potom

p(a,p)* = l(a=0)L|* = [{a = b, f2)] = - (=4 = b1+ 2b),

Podminka (b) je tedy ekvivalentni rovnici

1
5

| —4 — by + 2bs| = 5,
jez ma nekonecné mnoho Feseni, coz odpovidd tomu, ze vektor posunuti b v parametrickém vyjadieni primky

p = b+ P neni uréen jednoznac¢né. Zafixujme ho specialni volbou by = 0, coz vede na feseni by = 1 nebo
b1 = —9. Podle ocekavani tedy dostavame celkem dvé feseni

= ([0 0 ) e} () exorn
= (@) [, er} () o)

Alternativné, ve vaSem zvlastnim znaceni, p = x — 2y = 1 nebo p =z — 2y = —9.
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Cviceni 7

Necht
_2z+y—2z =-3

Wlil‘—y—l—ﬁlz -0 a W25$*y:0

jsou linedrni variety v eukleidovském prostoru R3. Naleznéte parametrické rovnice viech piimek p, které

1
prochédzeji bodem | 7| a <(p, W1) = 5 a <(p, W2) = 5.
9
Varieta W1 je prunik roviny (neprochézejici pocdtkem) {2x 4+ y — z = —3} a roviny (prochédzejici pocdtkem)
{x —y+4z = 0}. Vyjddienim z = 3+ 22 + y z prvni rovnice a dosazenim do druhé rovnice dostaneme vztah
y = —4 — 3x. Po zpétném dosazeni do prvni rovnice zdroven plati z = —1 — x. Nakonec tedy zjistujeme,

ze W1 je piimka (neprochézejici poc¢atkem)

T 0 1 0 1
Wy = —4-3x|: zeR} = 4l +x|-3):x2z€cR})=|-4]+ -3 ] .
—1—=x -1 -1 -1 -1 A

——
w1
Varieta Wa je rovina (prochédzejici pocatkem)
T 1 0 1 0
Wy = z|:x,ze€Rp=Xzx|1]4+2z[0]: z,zeER} = 11,10 ,
z 0 1 0 1 N

jez je alternativné (skrze vztah niz + noy 4+ ngz = 0) uréena normélovym vektorem

1
n:=|-1
0
1
Vsechny piimky p prochézejici bodem | 7 | maji tvar
9
1 Uy
p= 7]+ Uo ] , kde u1, Uz, U3 € R
9 uz /) I
jsou hledand ¢isla, jez urcéime z podminek
T ™
(a') <Z(pa Wl) = 5) (b) <I(p7 WQ) = g

ad (a) | Uhel <t(p, W1) mezi piimkami p a Wi je definovén coby volba mezi tthlem mezi smérovymi vektory u
a w1, nebo dhlem mezi —u a wi, jez dé ostry uhel. V nagem piipadé nas ostrost nemusi trépit, protoze
pozadavek (a) zni, ze vektory u a w;y jsou ortogondlni, tedy (u|w;) = 0. Po dosazeni konkrétnich hodnot
vektoru v a w; dostavame

(a) = uy — 3ug —ug = 0. (12.2)

ad (b) | Uhel <t(p, Wa) mezi pifmkou p a rovinou Wy je definovéan coby thel <t(p, Wa) := T —a, kde a je
volba mezi tihlem mezi vektory u a n, nebo thlem mezi vektory —u a n, jez da ostry thel, tedy o € [0, 5.
Obecné plati

(xuln) = [lulllln]l cos <(£u, n),
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kde <(f+u,n) € [0, 7] je dhel mezi vektory +u a n. Ponévadz (+u|n) = £(uln) a <(—u,n) = 7 — <(u, n),
muzeme nasi zmatenost nad volbou ostrého thlu vyfesit absolutni hodnotou:

l(un)| = ul||n) cosa =  a= arccos< [(uln)] ) .
[[alI |21
Podminka (b) je ekvivalentni pozadavku o = %. Ponévadz cos § = %, po dosazeni konkrétnich hodnot

vektoru u, n dostavdme

V2
(b) — |u17u2|:7\/u%+u%+u§.

Bez 1jmy na obecnosti, muzeme piedpoklddat, ze vektor u je normalizovany na jednicku, tedy

2
(b) = <|u1 —ug| = % A ud4usdul = 1) . (12.3)

Zéaver | Prvni z rovnic (I23)) mé dvé feseni
V2

UIZUQiT-

Po dosazeni do rovnice (I2.2) dostdvdme odpovidajici dvé podminky na tiet{ slozku

V2

uz = _2’U/2i 7

Za téchto podminek mé druhd (normalizaéni) rovnost v (I23]) odpovidajici fesen{

V2

U9 = i? V U = 0.
Celkem tedy dostdvame feseni
V2 _V2 2v2 2v2
2 2 3 3
u=| 0 Vo ou= 0 Vo ou= ‘/75 Voou= 7%
V2 V2 V2 V2
2 2 6 6

Zde vsak druhé teseni je pouze obracené prvni feSeni, rovnéz ¢tvrté feSeni je pouze obracené tieti feSeni.
Nakonec tedy dostdvame dvé pozadované piimky

1 1 1 4
p=|7]+|]0 \Y% p=|7]+ |1
9 1 9 1

A A
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Domaéci tkol 1

Necht jsou dény linedrni variety Wy, Wy v eukleidovském prostoru R?

v r+2=0
leyzov WQE .
y=-5
b =

Najdéte parametrické rovnice vSech piicek W' linedrnich variet Wi a Wa, které spliuji <WW; = % a

<WWy = 7, pficemz piicka je piimka, kterd ma neprazdny pranik s Wy is Wa.

Nejprve najdeme parametrické rovnice variety Wa:

|
-

Wy )

—t.

Il
IS SO ]
I

Je ziejmé, ze W1 a Wy maji prazdny prunik. Oznac¢ime piicku W nasledujicim zptisobem:

r=a+ at

W=y=0+pt

z =c+ .
Pro zjednosusen{ vypoctu volime bez Gjmy na obecnosti |Sw| = 1, kde Sy je smérovy vektor pricky W.
Tedy
o+ 24+ =1. (12.4)
Aby thel mezi W a Wi byl roven %, musi platit
Sw |8 1 1
|<_"SW|S1_/}/1>| :—:>|Oé|:—.
5wl Il 2 2
Déle, aby tihel mezi W a W3 byl roven 7, mame
[Swlswa)l _ o\~ ,
5w [l 5w |

Dosazenim do podminky (I24) dostdvdme S = :l:%. Dohromady tedy mdame 2 moznosti, jak by mohl
vypadat smérovy vektor pricky W

1 1 1 1
a:»y:i/\ﬂzﬁ nebo a:'y:§/\ﬂifﬁ, (12.5)

ostatni varianty jsou pouze —1 nésobek téchto dvou. Tyto dva piipady si vyfesime zvI4st:

l.a=y= % ANB = % : Aby byl prinik variet W a Wi neprazdny, musi byt tato soustava fesitelna:

: -t =
T a+2 S,

1
Db+ —=t=0,
Y \/5
+ 1t 0
z: c+=-t=
2 )
kde s,t € R. Z poslednich dvou rovnic dostdvame podminku b = v/2c. (Prinik variet nastiva pro
hodnotu parametru ¢t = —2¢. Hodnotu parametru s bychom snadno ziskali z prvn{ rovnice.) Analogicky

aby byl prunik variet W a W5 neprédzdny, musi byt nésledujici soustava fesitelna:

: —t =
x a+2 S,

1
y: b+ ——t=—5,

V2

: —t=—
z c+2 S,



Krejcifik & Kurimaiova LAA - feSeni pf‘ﬂ(l&dﬁ 97

kde s,t € R. Sec¢tenim prvni a posledni rovnice zjistime, ze prunik téchto piimek nastava prot = —a—c.
Vyuzitim podminky b = v/2¢ a dosazenim za t do druhé rovnice dostdvame ¢ = a — 5v/2. (Hodnotu
druhého parametru s bychom ziskali dosazenim vysledku do prvni nebo druhé rovnice.) Pricky W jsou
tedy v tomto pripadé popsany parametrickymi rovnicemi

+1t
r=a+
2

1
W=vy=+v2a—10+ —t
Yy 7

1
z:a—5\/§+§t,
kde a € R.

2. a=~v= % ANB = ,\/Lﬁ : Aby byl prunik variet W a Wi neprazdny, musi byt tato soustava fesitelnd:

T: a+ =t=s,

2
1
: b——t=0,
Y \/5
+ 1t 0
z: c+=-t=
2 )
kde s,t € R. Z poslednich dvou rovnic dostdvame podminku b = —/2c. (Prunik variet nastdvéd opét
pro hodnotu parametru ¢ = —2¢.) A znovu, aby byl prunik variet W a W5 neprdzdny, musi byt

nasledujici soustava feSitelna:

+1t

r: at+-t=s

2 Y
1

y: b——=t= -5,

V2

+ 1t

z: c+=-t=-—s

2 )

kde s,t € R. Se¢tenim prvni a posledni rovnice zjistime, ze prunik téchto piimek nastdvd opét pro
t = —a — ¢. Vyuzitim podminky b = —v/2¢ a dosazenim za t do druhé rovnice dostavame v tomto
piipadé ¢ = a 4+ 5v/2. Pricky W jsou tedy v tomto piipadé popsény parametrickymi rovnicemi

+1t
a+ =
2

1
—V2a — 10— —=t
Yy 7

1
z:a+5\/§+§t,

N
I

kde a € R.
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13 Rieszova véta a sdruzeny operator

Cviceni 1

Necht ¢ € (C?)#, kde C? je unitdrni prostor. Najdéte 2 € C3 tak, ze pro kazdé z € C3 plati p(x) = (z|2).

T1
o(x) = 2w + ixe — dx3 pro kazdé x= |z
T3

Z Rieszovy véty vime, ze hledany vektor
21
z = z9
z3

existuje a ze je praveé jeden. Jak ho prakticky najit? Na prvni pohled nas totiz tréapi, Ze mame jednu rovnici

o(x) = (x|z) pro til nezndmé z1, 22,23 € C. Trik je vyuzit libovolnosti volby vektoru z. Pokud za néj
postupné zvolime napiiklad vektory standardni baze, dostaneme tfi rovnice
2=yp(e1) = (e1|z) =71,

i = p(e2) = (e2z) =72,

—4 = p(e3) = (es]z) = 7.

Odtud rovnou vidime, ze (pozor na komplexn{ sdruzeni)

2
z=1—1
—4
Cviceni 2
Necht ¢ € (R?)# se skaldrnim sou¢inem
Z1 Y1
(x|y) = z1y1 + 222Y2 + 2w3y3 + T1Y2 + T2y1 — Tays — T3Y2 pro kazdé — xz= |z |, y=|y2
Zs3 Y3
Déle p(z) := a1 + 202 — a3, kde
o 1 1 1
(:C)x — (6%} ) x = 1 ) 1 9 0
asg 1 0 0
Najdéte z € R? tak, ze pro kazdé x € R3 plati p(z) = (z|2).

Toto cviceni je analogické predchozimu, jen je potieba si uvédomit vztahy

0 0 1

o
—~
D

)
~—
a3
|
—_
—
('b
w
~—
a3
|
\
—_

(61)36 =
1 -1 0

a dat pozor na nestandardni skaldrni soucin, jejichz 1ucel je pouze zmadst studenta. Po pfekonani téchto
obstrukci dojdeme k rovnicim
—1=g(e1) = (e1|z) = z1 + 22,
3 =p(ea) = (e2]z) = 220 + 21 — 23,

1=p(es) = (es]z) = 225 — 2o.
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VyteSenim této soustavy dostaneme

Cviceni 3

V eukleidovském prostoru R? jsou dény podprostory
_z+y =0 o
P= . 0’ Q=xz—-—y=0.
1 1 1
Necht X := 11,{-1],10 je baze R®. Ap je projektor na P podle Q. Sestavte *(A%).
1 0 0
Varieta P je piimka
1
P= -1
0 A
Varieta @ je rovina
1 0
Q= 11,10
0 /],

7Z téchto vztahti rovnou vidime, ze Q = PL, P = Q* a R® = P @ Q. Projektor Ap je tudiz ortogondini
(Ap = A%) a spliiuje (tecka nahrazuje vektor, na ktery operdtor Ap pusobi)

Ap ={-|p)p, kde =— -1

protoze (p) je ortonormélni béze prostoru P.

Pisme X = (21, x2,x3), kde

1 1 1
Tl = 1 s Ty = -1 5 I3 = 0
1 0 0

7 akce projektoru Ap na vektory zadané baze

A*P$1 =Apxr1 =0 = 0x1 + Ox2 + Ox3,
A};IEQ = AP$2 = T2 == 01‘1 + 11‘2 + 0$3,

1 1
A*ng = Apxs = 5.1’2 =0z + 51’2 + Oz3,

nakonec zkonstruujeme hledanou matici

(Ap) =

o O O
S = O
o= O

Cviceni 4

Necht a € R3, kde R? je eukleidovsky prostor. Déle pro kazdé = € R? je definovéno Az := z x a.
1. Je A e Z(R3)?
2. Je A diagonalizovatelny?
3. Je A normélni?
4. Je A regularni?
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Pokud a = 0, pak A je nulové zobrazeni, tudiz diagonalizovatelné, normalni a singularni. V nésledujicth
uvahéach tedy vzdy predpoklddejme, ze a # 0.

ad (a): ANO
Pisme
T aj
xr = X9 a a = as
€r3 az
Podle definice vektorového soucinu plati
ToQ3 — T30 0 as —ag T
Ax = | z3a1 — 103 | = | —as 0 aq To
r1a9 — Taa1 as —ay 0 I3
A

Vidime, ze akci A muzeme reprezentovat maticovym nasobenim, tudiz se jedna o linedrni zobrazeni. Matice
A = €A je étvercova a stupné 3, tudiz se jednd o operator na R3.

ad (b): NE

Komplexn{ matice iA je samosdruzend ((iA)* = ¢A), tudiz diagonalizovatelnd a jej{ spektrum je ¢isté redlné.
Ponévadz det A = 0, vidime, ze alespon jedna vlastni hodnota matice ‘A je nulova. Zaroven lze vSak snadno
ovéfit (lze pouzit vysetfeni hodnosti pomoci subdeterminantii), ze hodnost matice A je dva (za naseho
predpokladu a # 0). Tudiz matice iA m4 pravé jednu nulovou vlastni hodnotu, ostatni dvé vlastni hodnoty
A1, A2 € 0(iA) jsou redlné a nenulové. Jelikoz tr A = 0, musi platit A\; = —A3 # 0. To v8e jsme zjistili, aniz
bychom spektrum matice A pocitali. (Pro zajimavost naleznéte A1, A2 explicitnim vypoctem.)

Matice A = —i(¢A) m4 tedy jednu nulovou vlastni hodnotu a dvé vlastni hodnoty s nenulovou imagindrni
¢asti. Z toho plyne, Ze operdtor A na R? nenf diagonalizovatelny, protoze spektrum generujici matice A neni
¢isté realné. (Operdtor A : C* — C3 : {x — Az} vSak diagonalizovatelny je.)

Alternativné bychom mohli pouzit ¢isté geometrickou uvahu, ze vektorovy souéin x X a definuje vektor, jenz
je zaroven kolmy k x i a. Rovnice na vlastni hodnoty Az = z x a = Az tedy pozaduje nalezeni nenulového
vektoru x € R3, jenz je kolmy sdm k sobé (A # 0), coz je nemozné, nebo = x a = 0 (A = 0), ¢emuz odpovida
pravé jeden vlastni vektor z = a || a (pordd predpokldaddme a # 0). Tedy rovnou o(A) = {0}. Avsak
ker(A — 0I) = [a]x, z ¢ehoz plyne dimker(A — 0I) = 1 < 3, tudiz A neni diagonalizovatelny.

ad (c): ANO

Pripomenme, Ze normalnost operatoru A znamend, ze komutuje se sdruzenym zobrazenim:

[A, A*] := AA* — AA* = 0.

Ponévadz A* = AT = —A, rovnou vidime, ze A* = —A. Komutativita A s —A je viak trividlni.

ad (d): NE

Operator A nenf reguldrni, jelikoz 0 € o(A).
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Cviceni 5

Necht D je operator derivovani na P3 se skaldrnim souéinem
(z|y) := aoBo + a1 B1 + a2fa,

kde x(t) = ap + art + ast? a y(t) = By + Bit + B2t? pro kazdé t € C. Necht X = (x1, 22, 23) je baze P,

¢ 1 1 1 1
. 2 42 . 2
x1(t) == 2t 2t, xa(t) =t 1, x3(t) : 2t + 2t,

pro kazdé ¢t € C. Najdéte X(D*).

Podle definice sdruzeného operatoru plati rovnost

Pisme

z(t) =: ag + ait + ast?,
y(t) =: Bo + fut + Bat?,

kde ag, a1, as, Bo, b1, B2 € C jsou konstanty, jimiz jsou tyto libovolné polynomy zadané. Z definice operatoru
derivovani D vime, jak polynom Dy vypada:

vt € C,

vteC,  (Dy)(t) = b1 + 20t

Tedy o o o B
(z|Dy) = aoPr + 122 = apf + 201 fa. (13.1)

Akci sdruzeného operatoru D* nezndme, proto pro polynom D*z piSme:
vt e C, (D*z)(t) =: 70 + Nt + 72t?,
kde 9, 71,72 € C jsou hledané konstanty. Potom
(D*xly) = ~0B0 + 1B + 72 P (13.2)
Porovnanim (I3J) s (I32) a vyuzitim libovolnosti konstant Sy, 51, B2 zjistime, Zze nezbytné
Yo =0, M = o, Y2 = 2a;.

Tedy
vt € C, (D*z)(t) = aot + 201>,

Aplikaci nalezeného sdruzeného operatoru na prvky zadané baze

(D*z1)(t) = 0t +2(—2)t* = —t* = —[21(t) + 23(t)] = —1z1(t) + Oza(t) — las(t),
(D*.Z'Q)(t) = —1t + 20t2 =—t= $1(t) - $3(t) == +1£L'1(t) + OZ'Q(t) - 11‘3(t),
(D*z3)(t) = 0t + 2442 =12 = 21 (t) + 25(t) = 1y () + O0xa(t) + 1a3(t),

nakonec zkonstruujeme hledanou matici

-1 1 1
X(D¥) 0 0 0
-1 -1 1

Cviceni 6

Necht X := ((i) , ((Z))) je baze unitarniho prostoru C2, A € Z(C?) a A = (11 ;) Najdéte *(A*)

jak pomoci véty o matici sdruzeného operatoru, tak i néjakym jinym zpusobem.
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Aplikace véty o matici sdruzeného operatoru

Pomoci matice piechodu nalezneme matici operatoru A vzhledem k néjaké ortonormalni bazi, napiiklad

standardni:
A= AI(1¢ 1 2) i1 1) T2 142)

Aplikujeme fakt, Ze matici sdruzeného operatoru vzhledem k ortonormalni bazi dostaneme sdruzenim matice
operatoru vzhledem k té samé bazi:

£(A7) = (EA)* = 1 (12 11+2§i) _

7

Pomoci matice prechodu prejdeme zpét k neortonormélni bazi X:
= =3 (L2 ) 7 (005 009 =G )
Jiny zpusob (podle definice)
Pro libovolné vektory x,y € C? plati (x| Ay) = (A*z|y), kde
(z]Ay) = o7 Ay = [“I (2)x] " TTE A ()x = (@)% (19T XTE XA (y)a,
(Aaly) = (A"2)T 5= [ H(A") (@)x] TTE () = (@)% AT (19T TTE ().
Porovnanim téchto dvou vztahu a vyuzitim libovolnosti vektort x, y dostaneme maticovou identitu
M YA =[XAT M, kde M :=(*1%)T XE,

Uzitim invertibilnosti matice M (pro¢ je invertibilni?) nakonec

YAy = M XA M7

Toto je obecny vztah, zatim jsme nevyuzili konkrétné zadanych hodnot, ani dimenze prostoru nehrala
jakoukoli roli.

V nasem ptipadé snadno ovérime, ze

w (T ()

Uzitim téchto matic a zadané matice ¥4 pifmocaré maticové nasobeni da

= ~2-3i 5—4i
x -1 _
M =AM (1—22' 4+2¢)'

Nakonec pouhd transpozice:

e [(—2-3i 1-2
(A)_(54i 4+42i)°

Cviceni 7

Necht X je ON béze Ho nad C. Najdéte viechna a € C tak, aby A € £ (Hs) byl unitarni.
XA _ (0% 0
(2) "4 = (1 1
(b) ¥4 = ( “ )

_1
2

Q l\3|>—‘\“_/
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Piipomeiime, Ze unitdrnost operdtoru A znamend A~! = A*. Ponévadz je baze X ortonormalni, plati
(Fay = X(4").
Zaroven plati (zde ortonormalitu nepotfebujeme)
(Xa) =A™,
Porovnanim téchto vztahi vidime, ze operator A je unitérni tehdy a jen tehdy, pokud matice A je unitarni,

tedy
(*4)~! = (Y4y",

Ovéreni této rovnosti je vSak rutinni zalezitost.

ad (a)
Ponévadz det(*A) = a, matice XA je invertibiln{ tehdy a jen tehdy, pokud a # 0. Tato podminka je nezbytna

pro unitdrnost. Necht tedy a # 0. Pak
1/1 0 a 1
XAN—1 _ — XAV —
et =2 (10) E= (5 )

Porovnanim téchto matic vidime, ze A je unitarni tehdy a jen tehdy, pokud

1
0=1 A -

—=a A
a
Ponévadz druhd (ani tfeti) podminka je nesplnitelnd, vidime, ze A nen{ unitdrni pro jakoukoli volbu a:

{a¢ € C: A unitérni} = @.

ad (b)
Ponévadz det(*A) = a? + i, matice X4 je invertibilni tehdy a jen tehdy, pokud o # i%. Tato podminka je

N[

nezbytnd pro unitdrnost. Necht tedy o # i%. Pak
1 a -1 N a
2

I)CA -1 _
( ) o? +i % %
Porovnanim téchto matic vidime, ze A je unitarni tehdy a jen tehdy, pokud
o} —— *% 1 A % 1 A o} _
= = —— = — = .
a?+1 a?+1 2 a2+1 2 a?+1
. o . . . PR . . /3
Zde druhéd a tfet{ podminka jsou ekvivalentni a jsou splnény tehdy a jen tehdy, pokud o = *5* nebo
a= 7\/75. Dosazenim do prvni podminky (jez je identickd se ¢tvrtou) vidime, Zze obé moznosti o« = :I:@

vyhovuji i této podmince. Nakonec tedy

V3 ﬁ}

C: A unitdrni} =
{a e unitdrni} { 53

Cviceni 8
3 —i

Necht X je ON béze Hz nad C, A € L(H3), YA
0 O

Najdéte ON bazi Y, v niz ma A diagondlni tvar.
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Neni uplné jasné, proc se tento priklad vyskytuje v této kapitolce, jediné snad proto, Ze je a priori jasné, ze
fesen{ existuje, ponévadz matice XA je hermitovskd, tudiz operator A je samosdruzeny, a tak vime, ze jeho
spektrum je ¢isté realné a vlastni vektory lze zvolit tak, ze tvori ortonorméalni bazi.

Obvykla spektralni analyza odhali

o

1 [° 1
U(XA):{QA}" U(2):ﬁ (1) o Uy, = (1) ) u(4)’2:ﬁ (1)

Vlastni vektory jsme zvolili tak, ze soubor (u(2), u(4),1, U(4),2) je ortonormélni béze C3. (Ortogonalita vlastnich
vektoru odpovidajicich rizngm vlastnim ¢islim je automatickd, specidlni volbu je nutno provést pouze pro
vektory odpovidajici ¢tyfce, jez je degenerovand.) Ortonormélni baze Y = (y1,y2,ys3), vzhledem k niz je
matice YA diagonalni, je ddna vektory

(y1)x = u(a), (y2)x = ug),1, (Y3)x = ug),2-

Plati diagonalizaéni formulka

X4 = Q 94 Q_l, kde 94 = Q= 9Irx — (U(Q) U(4),1 U(4)72).

O O N
O = O
= O O

Namisto Q! bychom mohli psat Q*, protoze vlastni vektory jsme zvolili ortonormalni, tudiz matice Q je
unitarni.

Cviceni 9

Necht A € Z(R3), kde R? je eukleidovsky.
1 -1 1 1
All]l =1(-1], Al O ) =1[-1],
1 1 -1 0
A je ortogonalni a det A < 0. Najdéte €A.
Pisme
1 1 -1 1
bp:=11]1, bo:=10 ], cp:=1-1], = | -1
1 -1 1 0

Pak Ab, = ¢; a Aby = cy. Pro uréeni akce operdtoru A na libovolny vektor z R?, uzitim linearity, bychom
potiebovali znat, jak funguje jesté na néjaky treti linedrné nezavisly vektor b3. K tomu vyuzijeme extra
informace, ze A je ortogonalni (=unitdrni). Definujme

-1 a1
bg = b1 X bQ = 2 s Abg = | &2 | =:C3,
—1 a3

kde koeficienty a1, as, a3 € R vektoru cs je potieba urcit. Ponévadz b3 by a b3 Lbs, plati

0 = (b1]b3) = (Ab1|Ab3) = (c1|e3) = —a1 — g + as,
0 = (ba|b3) = (Abz|Ab3) = (calc3) = —a1 — aa,

kde druhé rovnosti plati diky ortogonalité. Vyfesenim této soustavy dostaneme

Ortogonalita navic implikuje
6 = [|bs[|* = | Abs||* = [[es||* = 60,
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z ¢ehoz plyne, Ze a3 = 1 nebo a; = —1. Tim jsme akci A na vektor bs jednoznaéné uréili, az na znaménko «; .

Pozndmka. Uz v této fazi bychom znaménko «; mohli uréit z extra informace, ze det A je zaporny. Vskutku,
z geometrické interpretace determinantu coby objemu rovnobéznosténu a faktu, ze zména objemu pfi linearni
transformaci je urcena determinantem transformace, plati

det(cl, Co, Cg) = det(Abl, Abg, Abg) = det(A) det(bl, bg, b3)

Ponévadz pro nase vektory plati det(ci, co,c3) = 6aq a det(by,be, bs) = 6, musi platit det(A) = ay. Tedy
a; = —1. (Alternativné bychom mohli spocist determinant matice 2A, kde B := (b1, ba, b3), coz vyzaduje
vyjadiit vektory ¢, ¢a, c3 coby linedrni kombinace vektort by, bg, bs.) Uréeni znaménka oy vak také muzeme
nechat az na konec.

Ponévadz nasim tikolem je urcit matici €A, musime zjistit, jak operator A funguje na vektorech standardni
béze & := (e1, e, e3), pricemz jeho akci zndme na vektorech béze B := (b1, ba, b3). Za timto ticelem musime
vyjadiit vektory eq, ea, es coby linedrni kombinace vektoru by, b, bs. Standardnim postupem zjistime, ze

1 1 1
=-b —by — =b
el 31+22 603
1 1
=-b 0b -b
() 31+ 2+33,
1 1 1
= —by — =by — —bs.
€3 31 22 63
Odtud
1—041
Aelzg 757041 s
2720[1
1 14+ o
A€2:§ _1+Oél N
1+20[1
1 —5—041
Aegzg 1_Oél
2720[1
Tedy

1 170&1 724’20&1 7570&1
EA=Z|-5-a1 —2+2a; 1-0
2—2(11 2+4C¥1 2_2041

Pifmym vypoctem zjistime, ze det(®A) = a;. Ponévadz det(A) = det(®4) md byt zaporny, nezbytné
ay = —1. Nakonec tedy

1 1 -2 =2
A== -2 —2 1
2 -1 2
Cviceni 10

Necht A € Z(R3), kde R? je eukleidovsky.

1 —1 —1 1

Al =1-1 s Al-1]=|1 )

2 2 6 6

A je symetricky a mé 2-ndsobné zéporné vlastni ¢islo. Najdéte €A.

Pisme
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Pak Ab; = ¢ a Aby = cy. SeCteme-li tyto definiéni vztahy a vS§imneme-li si, ze by + bo = ¢1 + co = 8es, pak
ucinime krucidlni pozorovani, ze
Aeg = 163.

Tedy 1 € 0(A) a e3 je odpovidajici vlastni vektor. Tato vlastni hodnota musi byt jednoduch4, jelikoz ze
zadani vime, ze ostatni vlastni hodnoty jsou zaporné. Ve skuteénosti vime, ze o(A) = {1,A}, kde A < 0
je degenerovand. Ponévadz ze zadan{ vime, ze A je symetricky (=samosdruzeny), lze volit vlastni vektory
ortogonélni. Nezbytneé tedy ker(A—M\I) = [e1, ea]x; bazické vektory ey, es jsou vlastni vektory A odpovidajici
degenerované vlastni hodnoté A. Zbyva urcit, kolik je A. Za timto ucelem si vSimneme, ze 3b; — by =
4(e; + e2) € ker(A— M) a

A(3b1 - b2) = 361 — C2 = 74(61 + 62) == 7(3[)1 - bg)

Tudiz A = —1. Nakonec tedy
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