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2 LAAT1 - fesSeni ptikladu Krejéifik

1 Soustavy linearnich algebraickych rovnic

V celé kapitole budeme uvazovat pouze realna cisla.

Z teorie je tfeba znét pojmy: soustava m linedrnich algebraickych rovnic o n nezndmych, (rozsifend) matice
soustavy, homogenni soustava, trividln{ a netrividlni feseni homogenni soustavy, ekvivalentni upravy. Déle
je tfeba umét rozhodnout, zda je soustava feSitelnd, a pokud ano, najit jedno TeSeni.

Cviceni 1

Rozhodnéte, zda je soustava Tfesitelnd, a pokud ano, najdéte jedno fesSeni.
(a)
T —y =1
2r =2y = % (1.1)
y —3z =0
(b)
45 —y =1
2r =2y =3 (1.2)
y —3z =0
(c)
@ = —
Y (1.3)
y —3z =0

ad (a)

Zde mdme tii rovnice (m = 3) o tfech nezndmych (n = 3, nezndmé jsou z,y, z € R). Jednd se o nehomogenn{
soustavu, ponévadz prava strana

1

2

0

neni nulova uspofadana trojice. Demonstrujme si na tomto ptikladu ruzné metody feSeni. Zna¢me mnozinu
feseni takovymto zpisobem:

x
y| eR®: 2y 2 fesi (L)
z

=
|

Metoda substituce.| Ze skoly znate elementarni metodu, kdy se z jedné rovnice vyjadii jedna neznamé
pomoci ostatnich nezndmych a dosadi do ostatnich rovnic. Timto zpusobem se zmens$i po¢et neznadmych i
pocet rovnic. Iteraci tohoto postupu se nakonec dojde k uplnému vyieSeni soustavy.

Napiiklad z tiet{ rovnice ([I]) vyjaddifme y = 3z a dosazenim do zbyvajicich rovnic dostaneme soustavu
dvou rovnic o dvou neznamych
r —3z =1
2z —6z =2

V dalsim kroku z prvni rovnice vyjadiime x = 1+ 3z a dosazenim do druhé rovnice dostaneme jednu rovnici
o jedné neznamé

2(1+32) — 62 =2.

Roznédsobenim zgvorky se snadno piesvédéime, ze levd strana je rovna éislu 2 (nezdvisi na z), jez zdroven
stoji na pravé strané, tudiz tato rovnice je vzdy splnéna (bez ohledu na to, jaké hodnoty nezndma z nabyva).
Tudiz z je volny parametr, jehoz hodnotu lze zvolit libovolné. Avsak jakakoli tato libovolnd volba pak fixuje
hodnotu ostatnich neznamych pomoci vyse uvedenych substituci:

r=1+4+3z, y =3z, zeR.
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Muzeme tedy psat

5 1+ 3z 1 3 1 3
R= 3z tzeR) = Ol +2z(3]:2eRp=10|+<¢2|3]: 2zeR,. (1.4)
z 0 1 0 1

Jinou substituci bychom dosli k jinak parametrizovanému vysledku (geometricky je toto zfejmé, ponévadz (L)
definuje pifmku v R? (nakreslete si obrazek), kterou mizeme parametrizovat riiznym zptisobem).

| Gaussova elimina¢ni metoda. |Jiné moznost, jak se zbavit neznamych, je vynasobit néjakou rovnici néjakym
(nenulovym) éislem a pricist ji k néjaké jiné rovnici. Naptiklad prvni rovnici v (L)) vyndsobime ¢islem —2
a pri¢teme k druhé rovnici, ¢imz dostaneme novou soustavu

T -y =1
0 =0
y —3z =0

kde posledni dvé rovnice uz neobsahuji nezndmou x (v tomto konkrétnim ptipadé se z druhé rovnice stane
trividlni rovnost). Tuto soustavu lze uz rovnou fesit: z posledni rovnice vyjadiime y = 3z a po dosazeni do
prvni rovnice dostaneme x = 1+ 3z, z € R je opét volny parametr. Dostavame tedy feSeni ve stejném tvaru

jako (LA).

| Maticové metoda. | Tato metoda je pouze zmechanizovani Gaussovy elimina¢ni metody. Pov§imnéme si, ze
pro upravy v piedchozi metodé nehrdla pismenka xz,y, z zadnou roli. Soustavu (LI tedy reprezentujeme
jako tabulku (zvanou matice)

1 -1 011
2 -2 0|2
0 1 -=3|0

a vyse uvedené tipravy (zde modie) aplikujeme pouze na &isla v tabulce

1 =1 0|1\ .(-2) 1 -1 01 1 -1 01
2 -2 0|2 + ~ (0 O 010 1 ~ 10 1 =3(0]. (1.5)
0 1 =3|0 0 1 =3|0 0 0 010

Zde posledni tprava je pouze prohozeni fddku (feSen{ soustavy rovnic se nezmeéni, pokud né&jaké rovnice
prohodime), abychom vyslednou matici méli v takzvaném hornim stupfiovitém tvaru (pod diagondlou jsou
samé nuly). Pro¢? Protoze odpovidajici soustavu

muzeme rovinou resit jako vyse.
Vsimnéte si, ze je vyhodné mit na prvnim misté tabulky jednicku.

Kromé tadku lze prohazovat i sloupce, ale v tomto piipadé nesmime zapomenout, ze doslo k prohozeni
poradi pismenek z, v, z.

Pro velké soustavy je maticova metoda obvykle nejefektivnéjsi.

ad (b)

Leva strana soustavy je stejnd jako v piipadé (b), avsak pravd strana se lisi. Stejné tipravy jako vyse
1 =1 01\ .(-2) 1 -1 0|1 1 -1 0|1
2 -2 03]+ ~ 10 0 ©O0]1 1 ~ (0 1 =3|0
0 1 =3]0 0 1 -=3]0 0 0 011

Kdyz vyslednou tabulku prepiSseme zpét do soustavy rovnic, vidime, ze v tomto piipadé jsme puvodni
soustavu prevedli na ekvivalentni soustavu
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Z posledni rovnice vidime, ze soustava je nefesitelnd, tedy

ad (c)

R=0.

Zde jsme v naprosto stejné situaci jako v p¥ipadé (a), protoze druha rovnice v ([I.1) je pouze dvojndsobkem
prvni rovnice (je takzvané zavisld), tudiz ji 1ze ze soustavy vynechat. Ekvivalentné vidime, ze matice sou-

stavy (L3)

1 -1
0 1

0|1
=310

je ekvivalentni posledni matici v (L5)) (staci pridat nulovy fadek). Redeni lze tedy opét psat ve tvaru ().

Cviceni 2

Rozhodnéte, zda je soustava fesitelnd, a pokud ano, najdéte jedno feseni.
(a)
z +2y =-1
T +y =2
2z 4y =-1
(b)
z -2y =-1
45 +y =2
-2z +y =-1
ad (a)
1 2] -1\ .(-1) .2 1 2 |-1 1 2| -1
1 1| 2 + ~ |10 -1} 3 |5~ |0 —-1| 3
-2 1| -1 + 0 5|-3/)+ 0 0] 12
Po téchto tpravach tedy dostavame ekvivalentni systém
r 42y =-1
—y =3
0 =12
Z posledni rovnice vidime, ze soustava nem4 feSeni, tedy R = @.
ad (b)
1 =2] -1\ .(-1) 2 1 =2| -1 2| -1 1 -2 -1
1 1] 2 + ~ |0 3] 3 13 0~ 1] 1 (-1) ~ {0 1
-2 1 ]-1 + 0 -3|-3/:(-3) 1] 1 + 0 0
Po téchto upravach tedy dostavame ekvivalentni systém
r —2y =-1
y =1
0 =0
z néhoz rovnou vidime, Ze soustava m& pravé jedno feseniy=1axz = —14 2y =1, tedy
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Cviceni 3

Rozhodnéte, zda ma homogenni soustava i netrividlni feseni, a pokud ano, najdéte jedno takové reseni.

Tr 414y +1lu =0
13z 436y —10z +19u =0
3z 425y —-19z2 +2u =0
3 +4y +2z +5u =0

Zde se jedna o homogenni soustavu, ponévadz prava strana je nulova. Homogenni soustava je vzdy fesitelna
) )

jelikoz trivialni volba x, y, z, u = 0 je vzdy feSenim. Zajimava otazka vSak je, jestli existuje i netrividlni feseni

(pokud ano, homogenni soustava mé nezbytné nekoneéné mnoho resent).

Ponévadz nulova pravéa strana vzdy zustane nulovou pii jakychkoli ekvivalentnich upravach, je zvykem

v homogennim ptipadé pravou stranu vynechavat a pracovat pouze s matici levé strany. V prvnim kroku si
poradime s vylozené osklivymi ¢isly a pak postupujeme standardné

7 14 0 11\ .2 1 -8 10 3 .(-1)
13 36 —10 19| - + 1 20 —-18 —1| +
3 25 —19 2 + o 21 —21 -3]| :3
3 4 2 5 (=4) .(=1) 3 4 2 5
1 -8 10 3 .(-3)
0 28 —28 —4| :4
“lo 7 -7 -1
3 4 2 5] +
1 -8 10 3
0 7 -7 —1].(=1).(-1)
“lo 7 -7 1| +
0 28 —28 —4) 4 +
1 -8 10 3
0o 7 -7 -1
“ 1o 0o o0 o0

)

0 0 0
Odtud vidime, ze existuji netrivialni feseni soustavy. Podrobnéji, vysledna matice je ekvivalentni soustavé
r —8y 410z +3u =0
Ty -7z —u =0

Reseni posledni rovnice muzeme parametrizovat napiiklad takto u = 7s a z = t, kde s,¢t € R, odkud
y =t + s, a z prvai rovnice pak dopoé¢itdme x = 8y — 10z — 3u = 8(t + s) — 10t — 3(7s) = —2¢ — 13s. Tedy

—2t — 13s -2 —13
= t+s ) _ 1 1 )
R = . tsteRP =<1 1 + s 0 :s,teR
7s 0 7

Cviceni 6

Rozhodnéte, zda je soustava fesitelnd, a pokud ano, najdéte jedno feseni.

2 4y —z +u —3v =1
—11lz +2y —u +3v =-1

Odpovidajici matice soustavy mé tvar

T Yy z u v z x Yy u v

2 1 -1 1 =3]1\~ (-1 2 1 1 =3| 1},
-1 2 0 -1 3 |-1 o -1 2 -1 3 |-1
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kde ekvivalentni dprava spoc¢iva v tom, ze jsme tieti sloupec dali na prvni misto. Vyslednd matice uz je
rovnou v hornim stupnovitém tvaru. Jinymi slovy (L8] je (zcela ziejme) ekvivalentni soustave

-z 2z 4y +u —3Jv =1
—1lz +2y —u +3v =-1

kterou uz rovnou muzeme fesit. Z druhé rovnice napiiklad vyjadiime v = —11x+2y+3v+1, kde z,y,v € R
jsou libovolné parametry, a po dosazeni do prvni rovnice dostaneme

z=2r+y+ (—1lz+2y+3v+1)—3v—1=-9z+ 3y.

Tedy
x 0 1 0 0
Y 0 0 1 0
R = —9x + 3y vy, veR B = Ol +z| -9 |+y|3|+v|0]: z,y,veR
—llx+2y+3v+1 1 —11 2 3
v 0 0 0 1

Cviceni 8

V zavislosti na parametru A rozhodnéte, zda je soustava fesitelnd.

(a)

X +y 4z =1
r +ly +z =1
r 4y +Xxz =1

ad (a)

V prvnim kroku prohodime fadky, abychom neméli parametr v levém hornim rohu (abychom mohli provadét
pouze ekvivalentni tipravy), a ddle postupujeme standardné

A1 11 T 1 A1\ .(=1) (=X
1 X 11 ~ 1 X 1]1 +
1 1 A1 A1 1|1 +
1 1 A 1
~ 10 —14+X —-X+1 0 1
0 —A+1 =X24+1]|-x+1/+
1 1 A 1
~ 10 =142 “A+1 0
0 0 A2 A+2] —A+1
1 1 A 1
=10 A=1 -(A—1) 0 = M,.
0 0 A=1DA+2)| x—1

Nyni rozlisime dva pripady.

V tomto piipadé
11 1)1
My=1({0 0 0{0],
0 0 00

coz odpovidd soustaveé jedné rovnice z+y+ 2z = 1 o tfech nezndmych x, y, z, jez je ziejmeé fesitelnd. V tomto
pifpadé m4 soustava dokonce nekoneéné mnoho feseni (najdéte je). Geometricky se jednd o rovinu v R3.

V tomto piipadé mizeme vydeélit (nenulovym) vyrazem A — 1, tudiz

11 1
My~|0 1 -110],
0 0 1
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coz odpovida soustavée

r 4y +Xz =1
Y -z =0
A+2)z =1

Posledni rovnici lze fesit tehdy a jen tehdy, pokud A # —2. Pokud A # —2, z posledni rovnice vyjadiime
z =1/(A+2) a po dosazeni do prvnich dvou rovnic dopo¢itdme jednoznaé¢né i x,y (dopoctéte). Geometricky
se jednd o bod v R3.
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2 Vektorovy prostor

Vektorovy prostor nad ¢iselnym télesem T := R (nebo C) je mnozina V prvka nazyvanych vektory, kterd
splnuje nésledujici axiomy:

(A) Existuje zobrazeni (soucet vektord) V xV — V : {(u,v) — u + v} spliujici:

(1) Yu,v eV, u+v=1v+u; (komutativita)

(2) Yu,v,w €V, v+ (v+w) = (u+v)+w; (asociativita)

(3) eV, YueV, u+0=u; (nulovy vektor, poc¢atek)

(4) VueV, I —-—uev, u+ (—u) =0. (opaény vektor)
(B) Existuje zobrazeni (ndsobeni vektord éisly) T x V — V : {(a, u) — au} spliujict:

(1) Vo, BT, uwev, a(fu) = (af)u; (asociativita)

(2) Yu eV, lu = u. (identita)
(C) Tato zobrazeni jsou vzdjemné provéazana skrze distributivitu:

(1) Vae T, u,veV, a(u +v) = au + av; (distributivita 1)

(2) Vo, BT, uwev, (a+ B)u = au + Bu. (distributivita 2)

Nékdy se soucet vektoru znaci symbolem &, ndsobeni ¢islem symbolem ® a vektor se zduraznuje pridanim
Sipecky 7.

Podprostor vektorového prostoru V je podmnozina U C V, jez je sama o sobé vektorovym prostorem (se
stejnymi operacemi séitdni vektoru a nasobeni ¢isly jako ve V). Znacime U CC V.

Definice podprostoru je elegantni, avSak nehodi se pro konkrétni ovéfovani, zda dand podmnozina U ve V
je podprostorem ve 'V, ponévadz jeji ovéfeni vyzaduje kontrolu vSech axiomu vektorového prostoru vyse. Ve
skutecnosti v8ak staci ovérit jen tii véci, zbytek plne z toho, ze U je podmnozinou ve V:

(i) 0eU; (obsahuje pocétek)
UccV (il) Yu,v €U, ut+vel; (uzavienost vuci souctu)
(i) VaeT, uel, au e U. (uzavienost viéi ndsobenf)

[Pkl

(Logick4 spojka mezi vlastnostmi (i), (ii), (iii) je “a” (konjunkce).)

Cviceni 1

1

Necht V je mnozina uspofddanych dvojic redlnych éisel, téleso T = R. Pro kazdé o € R a kazdé & = (1)
ay= (1) €V definujeme:

(a)
oo (1t . [ar
rTDY = (z2+y2) a a@x.—(o )

TOY:= <$1-(|)‘y1) a a®T:= (gi;)

Je V s takto definovanymi operacemi vektorovym prostorem nad R?

(b)

V obou piipadech je odpovéd NE.
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ad (a)

Neplati napiiklad axiom (B2). Za timto tcelem si nejdifve uvédomme, co znamend negace pozadovaného
vyroku (pro vas komfort nyni piseme Sipecku):

- (B2) = eV, 1d # 4.

A skute¢né existuje vektor @ := (), pro néjz

()04 ) -

ad (b)

Neplati naptiklad axiom (A3). Negace pozadovaného vyroku znf:
- (A3) — VieV, 3aeV, a+0+#4d.

A skuteéné pro libovolny vektor 0 = (8;) existuje vektor @ := ({), pro ngjz

o= (13 (2) £ ()«

Zkuste si zjistit, jaké dalsi axiomy nejsou splnény.

Cviceni 2

Necht V je mnozina kladnych realnych &isel, t.j. V:= {x > 0:z € R}, téleso T = R. Pro kazdé o« € R a
Z,7eV (tj Z=x>0, 7=y >0) definujeme

TOY:=xy a a®r:=x%.

Je V s takto definovanymi operacemi vektorovym prostorem nad R?

Nékoho to muze Sokovat, ponévadz soucet vektoru (coz jsou striktné kladng ¢isla) je definovén coby ndsobeni(!)
a nasoben{ vektoru &fslem je definovdno coby mocnina(!), aviak odpovéd je ANO. Zkuste si sami ovéfit
vSechny axiomy (A), (B), (C). Zde si pouze ukdzeme existenci neutralniho prvku viéi tomuto nestan-
dardnimu souctu a jak musi vypadat opaény vektor.

ad (A3)

Hled4ame striktné kladné ¢islo & = o (aby nedoslo k zdméneé s ¢islem nula, piseme ¢ namisto znacen{ 0 vyse),
jez pro libovolné jiné striktné kladné ¢islo @ = u spliiuje (Sipeckou zde ozna¢ujeme axiomatickou rovnost,
kterou chceme, aby platila)

4 -
=uo=u=1u.

S
QL

2]

Vydélime-li u-ckem, vidime, ze nezbytné o = o = 1. Nulovy vektor je tedy ¢islo jednal

ad (A4)

Pro libovolné dané striktné kladné ¢islo 4@ = w hleddme jiné striktné kladné ¢islo ¥ = v (jez zdvisi na volbé u)
takové, aby

GoT=wx1=3a.

Vydélime-li u-ckem, vidime, ze nezbytné ¢ = 1/u. Opaény vektor je tedy prevrdcend hodnotal
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Cviceni 3

Necht V je podmnozina C? slozen4 z vektorii (%% ), pro které plati:
(a) 1 € R,

b I = 0,

c) x1 =0 V a9 =0,

d) z1 + 22 =0,

1+ 22 =1,

)
)
)
)
) x1 =22 A T1 # 3,
)
)
)
)

—~

—~ N N

vSechny slozky jsou realné,
Ty = T2,
(1 L1 7& T2,
(J 1 + 2$3 = 0)
(k) xr1 + 2563 =1.
Kterd z téchto mnozin je vektorovym prostorem nad C pii zizeni operacf z C3 na V (t.j. s¢itan{ vektori
a nasobeni vektoru komplexnim &islem po slozkdch)?

e
f
g
h

—~ —~

Nepozorny student za¢ne ovérovat vsech osm axiomu (A), (B), (C). Pozorny student si uvédomi, ze V je
podmnozina C3, tudiz otdzku lze pieformulovat tak, jestli zadané mnozina V je podprostorem C3. Staéi
tedy ovérit pouze tii vliastnosti (i)—(iii).

U vétsiny z téchto zaddni se lze i ptat, jestli V je podprostorem R3. V tomto piipadé mame nizornou
geometrickou interpretaci (kreslete si obrazky). P¥ipomeiime, ze v R? existuj{ pouze ¢étyii druhy podprostort:
pocatek, pfimky prochéazejici po¢atkem, roviny prochazejici poc¢atkem a cely prostor.

ad (a)
, . - oui o .y e 1
NE. Neni splnéna uzavienost vic¢i nasobeni ¢islem. Skuteéné, existuje ¢islo i € C a vektor u := (8) ev

takové, ze iu = (é) gv.

ad (b)

0 0
ANO. Pocstek (§) ziejmé lezf ve V. Pro libovolné dva vektory  := (m) EVay:= (Z) €V, kde
xr3 3
Z2,x3,Y2,ys € C jsou libovolna ¢isla, ziejmé plati

0 0 0
r4+y=_a22)+(v2) =(22Hu2 ) €V,
3 Y3 r3+Y3
¢imz jsme oveéfili uzavienost vuci souctu. Obdobné se ovéii uzavienost vici ndsobeni ¢isly (zkuste sami).
V R3 se geometricky jednd o rovinu tvofenou soufadnicovymi osami zz, 3.
ad (c)

NE. Naplati uzavienost vuéci souctu. Skuteéné, naptiklad vektory x := (?) eVay:= (é) €V, avsak

reo=() ()= v

V R? se geometricky jedns o sjednoceni roviny tvoiené soufadnicovymi osami xo,z3 s rovinou tvoienou
soufadnicovymi osami 1, z3. PFipomenutim toho, jak se s¢itaji vektory v eukleidovském prostoru, je ziejmé,
ze se lze po souctu dostat mimo toto sjednoceni.

ad (d)

ANO. Pocatek ((8)) ziejmeé lezi ve V, ponévadz soucet jeho prvni a druhé slozky (jez jsou obé nulové), d4

ziejmé nulu. Méjme nyni libovolny vektor z := (%é) € V, coz znamend, ze x1,x2,r3 € C jsou libovolna
3

¢isla spliujici 1 + o = 0, a libovolné ¢islo a € C. Pak ztejmé

xrq [e %0}
ar = o | z2 = | az2 (S '\77
xr3 axr3
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ponévadz axy + axs = a(x; + x2) = a0 = 0. Tim jsme dokdzali uzavienost vuéci ndsobeni ¢&isly. Uzavienost
vuci souctu se dokdze obdobné (zkuste sami).

V R3 se geometricky jednd o rovinu tvofenou soufadnicovymi osami 2, 3 a pootoéenou o 45° kolem osy x3
v kladném sméru.

ad (e)

NE. Pocatek (§) nelezi ve V, ponévadz soucet jeho prvni a druhé slozky (jez jsou obé nulové), d4 ziejmé

nulu (coz se nerovnd jedné).

V R3 se geometricky jednd o rovinu, jez neprochdzi pocatkem.

ad (f)

NE. Pocatek ((8)) nelez{ ve 'V, ponévadz jeho prvn{ slozka se sice rovnd jeho druhé slozce (ponévadz obé

slozky jsou nulové), avsak jeho tteti slozka (rovnéz nulovd) se také rovnd prvni.

ad (g)

NE. Neni splnéna uzavienost vuci ndsobeni ¢islem. Viz (a).

ad (h)
ANO. Ovérte si sami.

V R? se geometricky jedna o rovinu tvoienou soufadnicovymi osami x3, 3 a pootocenou o 45° kolem osy 3
v zaporném smeéru.

ad (i)
.. 0 L,
NE. Pocétek (0) nelezi ve V.
0
ad (j)

ANO. Ovérte si sami.

V R? se geometricky jednd o rovinu, jez prochazi po¢étkem.

ad (k)
NE. Ovéite si sami.

V R? se geometricky jednd o rovinu, jez neprochézi pocatkem.

Cviceni 4

Necht V je podmnozina R?? tvoien4
(a) tzv. symetrickymi maticemi, t.j.

air a2
VZ:{( Doa11,a12,a21,a22 €R, ajp =az .

a1 a2

(b) tzv. diagondlnimi maticemi, t.j.

0
V= {(a(l)l a22> D a1, 0909 € R}.

Zjistéte, zda V je vektorovym prostorem nad R pii zizen{ operaci z R%2 na V (t.j. séftani matic a nasoben{
matice redlnym ¢éislem po prveich).
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Ponévadz prostor viech matic R?? je vektorovym prostorem, staci opét vysetiit, zda V je podprostorem.
Tedy pouze ovérit, zda nulovd matice () ndlezi V (coz je v obou piipadech ziejmé) a uzavienost vuci
souctu a uzavienost vuci ndsobeni ¢isly. Ovérme uzavienost vuci souc¢tu (uzavienost vuci nasobeni ¢isly si

ovéite sami). Necht A := (gl §12), B := (Z; g;i) jsou libovolné matice z R%2. Potom

a a b b a b a b
e (o o)+ G ) - (i aiie) =
Pokud a2 = a21 a bia = bay (piipad (a)), potom rovnéz
C12 = ai2 + b1z = az1 + b1 = ca1,
tedy C € V. Obdobné, pokud a;2 = 0 = as1 a b1z = 0 = be; (piipad (b)), potom rovnéz
ci2=a12+b2=0+0=0 a c21 =ag1 +ba1=0+0=0,
tedy C € V.

Cviceni 5

Necht P je mnozina polynomii s operacemi definovanymi bodove, t.j. pro kazdé o € C a kazdy polynom
x € P ay e P definujeme:

(x+y)(t) :=x(t) + y(t) a (azx)(t) = ax(t) pro kazdé ¢t € C.

Vime z prednésky, ze P tvoii vektorovy prostor nad C. Kterd z nésledujicich mnozin tvoii pfi zuzeni
operaci z P vektorovy prostor nad C?

(a) {x € P: x(0) — (i) = 0},

(b) {ze€P: VteC, z(t)=a(t+1)},

(c) {zx € P: z m4 stupen tFi},

(d) {x €P: 0,1,2 jsou koteny z}.

Staci opét vySetiit, zda dané podmnoziny jsou podprostory P.

ad (a)

ANO. Nulovy polynom 0 definovany vztahem 0(¢) := 0 pro vechna ¢ € C zfejmé spliuje vztah 0(0)—0(z) =
0. Necht x,y € P jsou libovolné polynomy, jez zplhuji z(0) — z(i) = 0 a y(0) — y(i) = 0. Potom polynom
z = x + y splnuje

2(0) = 2(i) = [#(0) + y(0)] — [2()) + y()] = [2(0) — x(9)] + [y(0) —y(i)] =0+ 0 =0.

Dand podmnozina je tedy uzaviena vuéi s¢itani. Uzavienost vici ndsobeni ¢isly se ovéri obdobné.

ad (b)

ANO. Nulovy polynom 0 zfejmé splituje vztah 0(t) = 0(¢t + 1). Necht x € P je libovolny polynom, jenz
zplituje x(t) = x(t + 1) pro viechna t € C, a nechf « € C je libovolné ¢islo. Potom polynom z := ax spliiuje

VteC, z(t) =ax(t) =ax(t+1)=2(t+1).

Dand podmnozina je tedy uzaviena viéi nasobeni ¢isly. Uzavienost vuci séitani se ovéri obdobné.

ad (c)

NE. Nulovy polynom 0 neni stupné tii. Mimochodem neplat{ ani uzavienost vuéi séitani (z + (—z) = 0),

ani uzavienost vuéi ndsobenf ¢isly (0z = 0).

ad (d)

ANO. 0,1,2 jsou ziejmé kofeny nulového polynomu. Necht x,y € P jsou libovolné polynomy, jez zplituji

z(0) =2(1) =2(2) =0 a y(0) = y(1) = y(2) = 0. Potom polynom z := = + y spliiuje
2(0)=2(0)+y(0)=0+0=0,

tedy 0 je rovnéz kofenem souctu z+y. To, ze 1,2 jsou rovnéz kofenem souctu z+1vy, se ovéri zcela analogicky.
Timto jsme ovérili uzavienost vuci souctu. Uzavienost vuci ndsobeni ¢isly se ovéri obdobné.
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3 Linearni (ne)zavislost
Z teorie je tieba zndt pojmy: linedrni kombinace (trividlni, netrividln{), linedrni (ne)zdvislost, linedrni obal.

Je nutné umét rozhodnout, zda mé soustava linearnich algebraickych rovnic feSeni, a pokud mé, tak umét
alespon jedno najit. Neni-li uvedeno jinak, uvazujeme téleso komplexnich ¢isel T = C.

Cviceni 1

Rozhodnéte, zda jsou vektory x1, oo, r3 z R® LZ nebo LN.

4 1 3

(a) 21 := (3], x2:=1(3], a23:=|6
2 ) 9
3 1 2

(b) z1: =11, a:=12 |, z3:=| 3
5 2) -1
11 1 3

() xp:=—-4], a2:=( 1], z3:=|-2
-3 -3 1

Pokud mame rozhodnout o linedrni zavislosti ¢i nezavislosti vektoru, nepfemyslime a rovnou zkonstruujeme
libovolnou linearni kombinaci téchto vektoru. Pak se koukdame, jestli, polozime-li ji rovnu nulovému vektoru,
zda nezbytné viechny koeficienty linedrni kombinace jsou nulové (linedrni nezdvislost), ¢i zda existuje néjaka
netrividln{ linedrni kombinace (linedrni zavislost).

ad (a)

V tomto pfipadé tedy vezmeme libovolnd redlnd (protoze uvazovany vektorovy prostor je nad R) éisla
a1, a9, a3 € R a koukdme na feSeni rovnice

4 1 3 0
o1+ a0 tasrs=a1 (3] +as (3] +a3|6] =10 =0.
2 5 9 0

Tato vektorova rovnice je ekvivalentni homogenni soustavé linedrnich algebraickych rovnic

4o +as +3a3 =0
3a; +3a2 +6a3 =0
20&1 +5042 + 90&3 =0

Tu pak fesime standardnim zpusobem, napiiklad takto:

41 3\ + + 1 -2 -3\ + 1 -2 -3 1 -2 -3
33 6|.(-1) 3~ 01 1 2 |.(1)~|f0 -3 =5 ~ [0 =3 =5
2 5 9 (=2) 0 -9 —15) :3 0 -3 -5 0 0 0

Posledni matici odpovida ekvivalentni soustava
a1 720[2 - 30&3 =0
730[2 - 50&3 =0
jez ma spoustu netrivialnich feseni, tudiz vektory x1, x2, x3 jsou linedrné zavislé.
Konkrétné z druhé rovnice vidime, ze muzeme zvolit a3 := 3t, as := —5t, kde t € R je libovolné ¢&islo, a z
prvni dopocitdme o = 2a + 3az = —10t + 9t = —t. NaSe vektory tedy spliuji
—tx1 — 5tas + 3txs =0,

a to pro libovolné t € R. Volba t = 0 odpovidé trividlnimu ptipadu, zatimco pro libovolné ¢ # 0 dostaneme
netrividlni linedrni kombinaci
—I1 *5$2 +3$3 =0.

V této konecné fazi je vhodné si udélat zkousku.
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ad (b)

7 ptedchoziho prikladu vidime, ze postup lze mechanizovat:

3 1 2 1 2 3\ .(=3) .(=5H) 3 1 2 3 1 2 3 1 2
1 2 3 ~ 3 1 2 + ~ 10 -5 -7} ~ 105 7] ~ |0 5 7
5 -2 -1 5 -2 -1 + 0 —12 -16 0 3 4 0 0 -1

Zde posledni matici ziejmé odpovida homogenni soustava, jez mé pouze trividlni feSeni, tudiz vektory x1,
T2, x3 jsou linearné nezavislé.

ad (c)

Zkuste si sami.

Cviceni 2

Necht z,, z jsou LN vektory z V nad T. Zjistéte, zda vektory

T —2y+ z, dr —y — z, dx + 13y — 112

jsou LZ nebo LN.

V prvni fadé si napisme, co znamend, ze vektory x,y, z jsou linedrné nezavislé:
Vai,a,a3 €T, axtay+azz=0 — ar=ay=a3=0. (3.1)
Nyni vezméme libovolnou linedrni kombinaci zadanych vektor a polozme ji rovnu nulovému vektoru:
Bi(x —2y+ 2) + Po(dx —y — z) + P3(dx 4+ 13y — 112) = 0,

kde f1, B2, B3 € T jsou libovolna &isla (schvéalné volime jind pismenka, protoze alfa jsme pouzili uz vyse). Po
prerovnani dostaneme

(B1+ 482 +483)x + (=281 — B2+ 1363)y + (B1 — B2 — 1185)2 = 0.

Uzitim B.) dostdvdme z této jedné vektorové rovnice homogenni soustavu

B1 +4B82 +483 =0
—2p81  —P2 +1383 =0
B —B2 —1183 =0

kterou muzeme tesit napiiklad pomoci matic:

1 4 4 1 4 4 1 4 4 1 4 4
-2 -1 13 ] ~J|0 7 21| ~(0 1 3]~ {0 1 3
1 -1 -11 0 -5 -15 0 -1 -3 0 0 0
Z tvaru vysledné matice rovnou vidime, ze homogenni soustava mé netrividln{ feseni (napiiklad 83 = 1
B2 = =3 a 1 = —482 — 403 = 8), tedy zadané vektory jsou linedrné zavislé.
Cviceni 3
o 0 1
Naleznéte véechna a € C, pro kterd jsou LZ vektory [ 1|, (1], |« ] z C3.
« 1

Jako ve Cviceni 1 vektorova rovnice

« 0
a |l 4+l +as|lal=(0],
0
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kde aq, s, az € C jsou libovolna ¢isla, vede na prozkouméni matice

a 0 1 1 1 « 1 1 « 1 1 «
1 1 al ~|la 0 1 ~ [0 —a —a?+1 ~ [0 —a —a®+1
0 o 1 0 o 1 0 « 1 0 0 —a?+2

Ze tvaru posledni matice je rovnou vidét, ze odpovidajici homogenni soustava mé netrividlni feseni{ (tedy
vektory jsou linedrné zavislé), pokud a = ++/2; skutecéné, napiiklad,

o 0 1 0
—1|{1)-1|1})4+ala]l =10
0 leY 1 0

Pokud a # 4++/2, pak z posledni rovnice vysledné soustavy nezbytné dostaviame as = 0 a vyslednd soustava
je tedy ekvivalentni soustaveé

aq “+ao =0
—o =0
Pokud « = 0, pak ziejmé existuje netrividlni feSeni, napiiklad ap =1 a a; = —1, tedy
o 0 1 0
—1|1|+1(1]4+0]la|l=]|0
0 ! 1 0

V ostatnich pifpadech (tedy o € C\ {#+/2,0}) jsou vektory linedrné nezavislé.

Cviceni 4

Necht z1, 29,73 jsou vektory z C3. Zjistéte, ktery z vektori x a z lezi v [x1, 7o, 23]y, je-li

1 7 3 0 2
rr:=|11|, x3:=-8), ax3:=|-2|, z:=[5 ], z:=1| 4
-2 7 1 -7 -1

Vektor x lez{ v linedrnim obalu [z1, z2, x3]) tehdy a jen tehdy, pokud existuji éisla aq, s, a3 € C takova,
7e a121 + aexs + azxs = x. Obdobné, vektor z lezi v linedrnim obalu [x1, 22, x3]) tehdy a jen tehdy, pokud
existuji (klidné jind) ¢isla aq,an, a3 € C takovd, ze ayxy + asxa + azxs = z. Oba piipady tedy vedou na
nehomogenni soustavy linearnich algebraickych rovnic, které muzeme maticové fesit zaroven:

1 7 3]0 2)\.(-1)2 1 7 31012
1 -8 =2/ 51| 4| + ~ [0 =15 =5 5 (2]:5
-2 7 1|-7|-1 + 0 21 7 |-7|3/):7
1 7 3|02
~ |0 =3 —-1] 1121
031—1§+
1 7 3]0] 2
~ [0 -3 —1|1]2
0 0 o]0

Vyslednd soustava odpovidajici vektoru z o¢ividné neméd fesen{ (protoze posledni rovnice vyzaduje 0 = %),
tudiz z & [x1, x2, z3]x. Soustava odpovidajici vektoru x ma (nekoneéné mnoho) feseni (napiiklad ag = —1,
as =0 a ap =3), tudiz © € [x1, 22, x3]x (napiiklad z = 31 + Oxo — lag).

Cviceni 6

Necht 1, 22,23 a x jsou vektory z R3. Naleznéte vSechny hodnoty o € R, pro které x € [x1, 22, 23]z,
je-li
-1 1 -5 0
(@) x1:=| 2 |, z2:=1[1), a23:=| 8], z:=]|1

—
N
w
R
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Jako v predchozim cviceni se ptame, pro které hodnoty a € R existuji ¢isla a1, as, a3 € R takova, ze
171 + aaxo + azxs = x. Tento problém je ekvivalentni soustave

-1 1 —-5|0 -1 1 —=5|0 -1 1 -5 0
2 1 81 ~ 0 3 -2|1 ~ 0 3 -2 1
1 2 3|« 0 3 2|« 0 0 0|l-«a

Posledni rovnice znamena 0 = 1 — «, coz je fesitelné tehdy a jen tehdy, pokud o = 1. V kladném piipadé
pak vyfesime i ostatn{ rovnice (napifklad as = a3 = 1 a a3 = —4), tedy = € [z1,22,23]x (napiiklad
x = —4x1 + 22 + 3).

Cviceni 7

Necht z,y,z jsou LN vektory z V nad T. Naleznéte viechna o € T takovd, aby vektory x + 2y + 3z,
—x + az, x4+ 2ay + 82 byly LZ a zaroven vektor ax + 2y + z lezel v jejich linedrnim obalu.

V prvni fadé si napisme, co znamend, ze vektory x,y, z jsou linedrné nezavislé:

Vai,a,a3 €T, axtay+azz=0 — ar=ays=a3=0. (3.2)

Podminka ax + 2y + z € [z + 2y + 3z, —x + az,z + 2ay + 82|\ znamend, ze existuji ¢isla B, 82,85 € T
takova, ze

Bi(x +2y+3z) + fa(—x + az) + f3(z +2ay + 82) = ar + 2y + .

Po prerovnani dostavame

(B — B2+ B3 —a)r + (201 + 2083 — 2)y + (3B1 + af2 + 883 — 1)z =0,

coz diky (B2) odpovidd nehomogenni soustave

1 -1 1]a\.(-2).(-3) 1 -1 1 o
2 0 2af2 + ~ 0 2 —242a| 2a+2|:2
3 « 8 |1 + 0 3+« 5 —3a+1
1 -1 1 o
~ (0 1 —l+a| —a+1 | .(-1)B+a)
0 3+« 5 —3a+1 +
1 -1 1 a
~ |0 1 -1+« —a—+1
0 0 —(a—2)(a+4)|(a—2)(a+1)

Tato soustava mé feSeni tehdy a jen tehdy, pokud a € T\ {—4}.

Podminka, ze 4 2y + 3z, —x + az, £ + 2ay + 8z jsou linearné zavislé znamena, ze existuji ¢isla v1,v2,v3 € T
takova, Zze ne vSechna jsou rovna nule a

Y1(# 4 2y + 32) + 72(—7 + @z) + 13(x + 2ay +82) = 0.

Po prerovnéni a s vyuzitim [B.2]) tato vektorova rovnice odpovidd homogenni soustavé (jiz muzeme ekviva-
lentné upravovat jako vyse)

1 -1 110 1 -1 1 0

2 0 2a(0) ~ [0 1 -1+« 0

3 o 810 0 0 —(a—2)(a+4)|0
Tato soustava ma netrivialni feseni tehdy a jen tehdy, pokud a = 2 nebo a = —4

Obé podminky jsou tedy splnény tehdy a jen tehdy, pokud a = 2.



Krejéifik LAAT1 - fesSeni ptikladu 17

Cviceni 8

Piripomenme nejprve, ze Pz je vektorovy prostor polynomu stupné nejvyse dva s piiddnim nulového
polynomu. Necht x a z1,xs,z3 jsou polynomy z P3 tak, Ze pro kazdé t € C plati

oi(t) =14t =262 xo(t) =78t + 7%, x3(t):=3 -2t +t%, x(t):=2+4t—t>.

Zjistéte, zda x € [x1, xa, x3]x.

Ptame se, zda existuji ¢isla aq, ag, as € C takova, ze x = ayx1+aoxs+asxs, coz je ekvivalentni funkcionalni
rovnosti
a1 (14t —2t3) + ag(7 — 8t + 7t?) + az(3 — 2t +1%) = 2 + 4t — 2,

jez musi platit pro vSechna t € C. Po pferovnani dostaneme
(g + Tag + 3z — 2) + (a1 — 8ag — 2a3 — 4)t + (=201 + Tag +az + 1)t = 0. (3.3)

Ponévadz tato rovnost musi platit pro vSechna t € C, specidlné musi platit pro ¢ = 0, coz d& rovnici
a1 + Tas + 3as = 2. Zderivujeme-li (B3] podle proménné ¢ a do vysledku dosadime ¢ = 0, dostaneme
druhou rovnici a; — 8ae — 2a3 = 4. Nakonec zderivujeme ([B.3]) podle proménné ¢ dvakrit a do vysledku
dosadime t = 0, ¢imZz obdrzime posledni rovnici —2a; + 7ae + a3 = —1. (Namisto derivovdn{ bychom mohli
vyuzit znalosti toho, Ze polynomy eg(t) := 1, e1(t) :=t a ea(t) := t? jsou linearné nezavislé v P3.) Tyto tii
rovnice vedou na nehomogenni soustavu

1 7 3|2 1 7 3|2 1 7 3]2 1 7 3]2
1 -8 -2| 4 ~o—15—52~0—3—1§~0—3—1§,
-2 7 1]|-1 0 21 7|3 0 3 1]:2 0 0 0]2

jez ocividné neni Fesitelnd. Tedy x & [x1, 22, Z3]x-

Cviceni 9

Jsou vektory x1,x2,x3,x4 z P LN nebo LZ?

vt € C, x1(t) =3t —1, xo(t):=5t, x3(t):=t+8, x4(t):=t>—t+1.

Je vhodné si uvédomit, ze
x1 = —eo+3e1, w2 =D5er, wx3(t):=8eg+er, xs(t):=eg—e1+ea,

kde eg(t) := 1, e1(t) :=t a ea(t) := t2 jsou linearné nezévislé vektory z P. Pokud tedy zkoumame rovnost

121 + QX2 + 3x3 + auxy = (—041 + 8ag + a4)€0 + (3(11 + 5a9 + g — 044)61 + ayeo i 0,

kde a1, asz, a3, aq € C jsou libovolnd ¢isla, linedarni nezavislost vektoru eg, e1, es nezbytné implikuje homo-
genni soustavu

-1 0 8 1 -1 0 8 1

3 51 —-1] ~ 0 5 25 2],

0 0 0 1 0 0 0 1
jez je samoziejmé netrividlné resitelna. Obecné je to tak proto, ze mame vic nezndmych nez rovnic. Specialné
v tomto piipadé dostdvame obecné feseni ay = 0, ag = s, ag = —bs, a3 = 8s, kde s € C je libovolny

parametr. Plati tedy 8z; — 5xs + x3+ 0xy = 0. Vektory z1, z2, x3, x4 jsou linedrné zavislé. Vlastneé i vektory
1, T2, X3 jsou linearné zavislé.

Cviceni 12

Jsou vektory A1, Az, As, Ay z C>2 LN nebo LZ?

2 3 1 4 -3 7 0 1
mw=(2 ) a=(i ) 4a=(3 1) a=(] 1)
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Opét nepremyslime, vezmeme libovolnou linedrni kombinaci zadanych vektora a polozime ji rovnou nule

2 3 1 4 -3 7 0 1
OélAl + O[QAQ + 043A3 + Oé4A4 = 1 <_1 _1> —+ o <4 0) + Qa3 ( 5 _1) —+ y <1 _2)

_ 20&1 + oo — 3@3 3@1 + 40&2 + 70&3 + oy
T\ —lag +4ag 4+ bas + ay —lag — a3 — 204
L (0 0\ _
L (0 0) —o.
Tim dostaneme homogenni soustavu

200 4+as  — 3ag =0

31 +4as 4+ Taz 4 oy =0

—a1 +4as  +5az3 +ay =0

—Qq + —a3 —2a4 =0

Standardnim postupem zjistime, Zze soustava ma pouze trivialni feseni, tedy vektory A, As, A3, A4 jsou
linearné nezavislé.

Cviceni 13

Jsou vektory z1, 2,3 z C& LN nebo LZ?

= : To 1= 1 T3 1= 1
1-— 1) 2 .= i)’ 3= 1/
Ptipometime, ze C3 je vektorovy prostor komplexnich ¢isel nestandardné uvazovany nad redlnymi &isly.
Opét tedy uvazujeme
| 1 1
a1 + agxo + Qa3x3 = (1 <i) —+ o (’L) + Qs <1>

_ iOél + a9 + Qa3

a1 + iOéQ + Qa3

(-

avSak g, s, a3 € R jsou pouze redlné ¢isla. Tim obdrzime homogenni soustavu dvou komplexnich rovnic
o tFech neznamych

[l+

iOél “+aip + as =0
(0%] +i0&2 + as = 0

Ponévadz vsak aq, ae, a3 jsou redlnd a komplexni ¢islo je rovno (komplexni) nule tehdy a jen tehdy, pokud
redlnd a imagindrni ¢ast jsou rovny (redlné) nule, soustava vyse je ekvivalentni soustavé ¢tyt redlnych rovnic

as +az3 =0

aq =0
oy +a3 =0
+as + =0

Tato soustava ma ziejmé pouze trividlni feSeni, tedy x1, 2, x3 jsou tedy linedrné nezavislé coby vektory
z C2
.

To je zajimavé, ponévadz ty samé vektory uvazované na standardnim prostoru C? (nad komplexnimi &fsly)
jsou linearné zavislé.
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4 Baze a dimenze vektorového prostoru
Potiebné pojmy z teorie: baze, dimenze, standardni baze prostoru T™, T™"™ a P,,, dusledky Steinitzovy véty,

véta o doplnéni LN vektoru na bazi, véta o vybéru baze z generdtoru. Neni-li uvedeno jinak, uvazujeme
téleso komplexnich ¢isel T = C.

Cviceni 1

Necht

, Tg:i= T3 = , T4:i= g2 5=

W = O

1
2
3 3
4

— e

2
1
1 3
0

jsou vektory z C*. Naleznéte néjakou béazi [x1, 72, 73,74, 75]x. Vyjddiete vektory x1,xe, 23, 24, x5 jako
linedrni kombinace nalezené béze.

Podle definice, vektory @1, x2, 23, T4, T5 generuji prostor [x1, x2, 23, 24, ¥5]x CC C*. Zbyva tedy rozhodnout,
kolik z nich je linedrné nezavislych, a linearni kombinace ostatnich vektori vyhazet. Jedna se tedy o ztzeni
vektoru na bazi.

Uréité alespoii jeden vektor budeme muset vyhodit, protoze mame 5 vektort, zatimco jakykoli podprostor C*
muze mit bazi skladajici se z maximéalné 4 prvka. Na druhou stranu, na prvni pohled vidime, Ze béze bude
mit alespon 2 prvky, protoze jakykoli par z danych vektoru je linedrné nezivisly (ponévadz jakykoli vektor
neni oc¢ividné nasobkem libovolného jiného).

Vhodny konstrukéni algoritmus (vhodny i pro naprogramovéni) je nésledujici. Obecné, pokud méme za-
danych m vektora vy, . .., v, a chceme z nich vybrat linedrné nezavislé, zatneme s pocatecéni volbou souboru
B = (v1,...,0m).

e Pokud vy =0, vyjmeme v; z B.

e Pokud vy # 0, ponechdame soubor B netknuty.

Krok j > 2

e Pokud v; € [v1,...,v;-1]x, vyjmeme v; z B.
e Pokud v; & [v1,...,vj_1]x, ponechdme soubor B netknuty.

Zastavme algoritmus po m-tém kroku, ¢imz ziskdme (potencidlné zménény) soubor B, jehoz prvky si muzeme

oznagit (vg,, ..., vk, ). Stale plati [vg,,..., vk, ]x = [V1,...,Vn], jelikoZ jsme vyjmuli pouze prvky, jez uz byly
v linedrnim obalu ptredeslych prvki. Algoritmus zarucuje, ze zadny z vektorii vg,, ..., vk, nelezi v linedrnim
obalu téch piedeslych. Tedy vektory vy, , ..., vk, jsou linedrné nezdvislé.

Tento algoritmus muzeme zmechanizovat, uvédomime-li si, ze prozkoumani linearni nezavislosti vektoru

Vi,..., Uy, znamend prozkoumadani, zda rovnice ajvy; + -+ + v, = 0, kde a1,...,a, € T, ma pouze
trividlni feseni. Pokud drzime a;+1 = --- = au, = 0, pak stejnou rovnici vlastné prozkoumavame linearni
nezavislost mensiho poctu vektoru vy, ...,v;. Muzeme tedy vSechny kroky provést jakoby najednou.
V konkrétnim pfipadé tohoto cviceni vede rovnice a1y + - - - + asvs = 0, kde ayq, ..., a5 € C, na maticovou
tlohu
1 2 1 1 0 1 2 1 1 0 1 2 1 1 0 1 2 1 1 0
0 1 1 2 1 01 1 2 1 011 2 1 01 1 21 (4.1)
0 1 1 3 2 0 00 11 0 00 11 0 00 11 '
-1 0 1 4 3 0 2 2 5 3 0 00 11 00 0 0 O

Jakmile matici pfevedeme do horniho stupnovitého tvaru, z vysledného tvaru ekvivalentni matice zjistime
vse. Na zacdtku volime B := (x1, z2, T3, T4, T5).
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Pokud zvolime as = ag3 = a4 = a5 = 0, ¢emuz odpovidd, ze bychom ignorovali ¢tyfi posledni
sloupce vysledné matice, vidime, ze vektor 21 je linedrné nezavisly (to bylo ziejmé hned, protoze je nenulovy).
Tedy po prvnim kroku stdle B := (21, z2, Z3, 24, T5).

Pokud zvolime a3 = a4 = a5 = 0, ¢emuz odpovidd, ze bychom ignorovali tii posledni sloupce
vysledné matice, vidime, ze vektory x1,xs jsou linedrné nezavislé (to bylo zFejmé hned). Tedy po druhém
kroku stdle B := (21,22, x3, x4, T5).

Pokud zvolime ay = a5 = 0, ¢emuz odpovida, ze bychom ignorovali dva posledni sloupce vysledné
matice, vidime, ze vektory 1, z2, x3 jsou linedrné z&vislé (to ziejmé vibec nebylo). Podle algoritmu vektor x3
je ze souboru B potfeba vyjmout, tedy po tfetim kroku B := (x1,x2, x4, x5).

Zaroven vidime, ze ap = —az a a1 = —2a2—asg = ag, tedy volbou ag = —1 dostavame vztah x5 = —x1 +xo.

Krok 4 | Pokud zvolime a5 = 0, ¢emuz odpovidé, ze bychom ignorovali posledni sloupec vysledné matice
(tFeti sloupec uz nyn{ rovnéz ignorujeme), vidime, ze vektory x1, 22, x4 jsou linedrné nezavislé. Tedy B :=
(:CI) T2,T4, x5)'

Vidime (tfeti sloupec ignorujeme, ¢emuz odpovidd as = 0), ze vektory x1, xa, 24, 5 jsou linedrné
zdvislé. Podle algoritmu vektor x5 je ze souboru B potfeba vyjmout, tedy po patém (poslednim) kroku
B = (.1'1,.1‘2,1‘4).

Zaroven vidime, ze ay = —a5, g = —2a4 — a5 = a5, a @1 = —200 — ay = —a; tedy volbou ay = —1 (potad
drzime a3 = 0) dostdvame vztah x5 = ©1 — x2 + 24.

Abychom to shrnuli, uzitim algoritmu vyse, za bézi linedrniho obalu [x1, 22, 23,24, 25]x lze volit soubor
(1,22, 24). Vyjadreni jednotlivych vektora coby linedrni kombinace prvki béze je jasné z vyse popsaného:

r1 = lxy 4+ 0z + Ox4,
rg = 0x1 + 1lag 4+ 0xy ,
x4 = 0x1 + 022 + 1y,

r3 = —1x1 + lzg + Oxy

x5 =1z — 1o + 124

Poznamka. Z tvaru vysledné matice v [@J]) je jasné, ze lze za bézi zvolit i alternativni soubory (x1,x2,x5)
nebo (z1,xs,24) nebo (x1,x3,25). To odpovidd ruznym volbdm souboru B pied aplikaci algoritmu, kdy
pofad{ vektoru ruzné permutujeme. (Dalsi volby alternativnich bazi, v kterych nevystupuje vektor x4, jsou
rovnéz mozné.) Zkuste si pak vyjadrit jednotlivé vektory coby linedrni kombinace prvku téchto alternativnich
bézi.

Cviceni 2

V zavislosti na parametru o € C uréete dimenzi nasledujiciho linedrniho obalu vektorii z C*:

— = =0
— = Q
HQ“H}—‘
Q;»—»—l

Opét jde jen o to zjistit, kolik z téchto vektoru je linedrné nezavislych. Z predchoziho cviceni vime, ze tento
problém vyfesime pfevedenim matice, jez odpovida libovolné linearni kombinaci rovné nule, do horniho
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stupnovitého tvaru:

a 1 1 1 1 1 1 « 1 1 1 e’
1 o 1 1 1 1 o 1 0 0 l—-a a-1
1 1 o 1] 7|1 a1 1] 710 1-a 0 a-1
1 1 1 « a 1 1 1 0 l—-a 1l—a 1—a?
1 1 1 «
0 0 1—« a—1
“lo 1-«a 0 a—1
0 0 l—a 2—-ad?—a
1 1 a
0 1—« 0 a—1
~ 1o 0 11—« a—1
0 0 0 3—a? -2
1 1 a
{0 1-a 0 a—1
o 0 11—« a—1
0 0 0 (1-a)(a+3)

Vsimnéte si technicky uzite¢ného triku, kdy jsme na pocatku zpiehézeli fadky, abychom na prvnich mistech
meéli jednicky, a nasledujici apravy tak byly skuteéné ekvivalentni. Z vysledného tvaru uz je pocet linearné
nezavislych vektoru, a tedy dimenze linearniho obalu, jasna:

‘ aeC\{-3,1} ‘ V tomto pripadé je dimenze 4.

V tomto specidlnim piipadé je zfejmé dimenze 1 (vSechny vektory jsou si rovny).

V tomto specidlnim piipadé mé vysledna matice tvar

1 1 1 «
0 4 0 —4
0 0 4 -4’
0 00 O
z ¢ehoz vidime, ze dimenze je 3.
Cviceni 3
Necht
1 1 3
12 10 -1
€T = 3> To 1= R €r3 = 2
4 0 2
jsou vektory z C*. Naleznéte bézi [x1, z2, 23], kterd obsahuje
1 1 -1 1
-5 1 3 0
(a) vektor x := nE (b) vektory x := N EEA I I (c) vektor u := 9
—6 2 2 3

Ze zadani implicitné chdpeme, ze x € [x1,22,23]x v piipadé (a); x,y € [x1,x2,23]) v piipadé (b); u €
[x1, 2, 23]x v piipadé (c). Nezdvisle si muzete ovérit, ze tomu tak skutecné je v piipadech (a) a (b), jakoz
i to, ze v pripadé (c¢) to tak neni! Nakonec toto vSe bude jasné i z fe3eni nize.
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ad (a)

Myslenka Fesent je zzit soubor (x, 21, x2, 23) na bazi linedrntho obalu [z1, 22, 3]x. Jak uz vime ze Cviceni 1,
stac¢i se podivat na matici

1 1 1 3 1 1 1 3 1 1 1 3 1 1 1 3 1 1 1 3
-5 2 0 -1 0 7 5 14 0 7 5 14 01 1 2 o1 1 2
-4 3 1 2 0 7 5 14 0 0 0 O 0 5 3 10 00 -2 0
-6 4 0 2 0 10 6 20 0 5 3 10 000 O 00 0 O

Z konecné matice vidime, ze hledand béze je naptiklad (z, z1, z2) nebo (z,x2, x3).

ad (b)

Opét staci zuzit soubor (x,y,x1, 22, x3) na bézi linedrniho obalu [x1, x2, 23] .
1 -1 1 1 3 1 -1 1 1 3 1 -1 1 1 3 1 -1 1 1 3
1 3 2 0 -1 0O 4 1 -1 -4 0 4 1 -1 -4 0 4 1 -1 -4
2 2 3 1 2 0 4 1 -1 -4 0 0 0 O 0 0o 0 1 -1 O
2 2 4 0 2 0 4 2 -2 -4 0o 0 1 -1 0 0 0 0 O 0

Z konecné matice vidime, ze hledand béze je naptiklad (z,y,z1) nebo (z,y, x2).

ad (c)

Zkusme opét zzit soubor (u,x1,x2,x3) na bézi linedrniho obalu [x1, 22, x3]) podle algoritmu vyse.

111 3 11 1 3 111 3 111 3
020 -1 02 0 -1 02 0 -1 0 2 0 —1
231 2|7 fo1 =1 =4 " {ooz2 7|7 loo0o2 7
340 2 01 -3 -7 00 6 13 00 0 -8

Odtud vidime, ze vektory u, x1, 2, x3 jsou linedrné nezavislé. Tudiz u & [x1, x2, x3)x, cOZ znamend, ze zadani
nemd smysl (neexistuje béze linedrniho obalu [z1, 22, 23], jez by obsahovala vektor u).

Cviceni 4

Necht 21,2, %3, 24, 75 jsou vektory z P. Najdéte bazi [x1,x2, T3, T4, x5, pokud pro kazdé t € C plati

3 — 4t +¢2 +2t2,
5+ 26t — 9t? — 123,
2 — 5t + 8t2 — 3t3,
2+ 3t — 4t2 + 3,
z5(t) = 14 2t + 3t2 — 4¢3,

ZElt

wgt

(
(
x3(t
(
(

$4t

)
)
)
)
)

Méme pét polynomu stupné tii (tedy prvky ¢tyfdimenziondlniho podprostoru Py), tudiz dimenze linedrniho
obalu je maximdlné ¢tyfi (polynomy 1, z2, x3, T4, x5 jsou nezbytné linedrné zdvislé). Na druhou stranu je
rovnou vidét, ze napiiklad polynomy x1,z2 jsou linedrné nezavislé (zo nedostanu coby ndsobek x1). Tudiz,
aniz bychom cokoli pocitali, rovnou vime, ze dimenze linedrniho obalu je minimélné dva a maximalné ¢tyfi.

Jednd se o ztzeni vektoru x1, X2, X3, T4, T5 na bazi. Z funkciondlni rovnice a1 x1 +aors +a3r3+asxs+asxs =
0, kde a1, a9, as,aq,a5 € C, dostaneme s vyuzitim linedrni nezdvislosti monomu eg(t) := 1, e1(t) := ¢,
ea(t) := 12, e3(t) := t3 homogenn{ soustavu ¢ty¥ rovnic pro pét neznamych aq, az, ag, au, s, kterou mizeme
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zapsat do maticového tvaru

3 5 2 2 1 -1 31 -3 5 3
-4 26 -5 3 2 0 2 -11 5 —6
1 -9 8 —4 3 1 -9 8 -4 3
2 -12 -3 1 -4 0 6 -19 9 -—10
-1 31 -3 5 3
0 2 —-11 5 -6
Y10 2 5 1 6
0 6 —19 9 —10
-1 31 -3 5 3
0 2 —-11 5 —6
“ o o -252 108 —144
O 0 14 -6 8
-1 31 -3 5 3
0 2 —-11 5 -6
“ 1o o0 -14 6 -8
0O 0 0 0 0

(Urcitée vymyslite elegantngjsi maticové dpravy.) Z koneéné matice vidime, ze baze je napiiklad soubor
(21,2, 23) nebo (x1,22,x4) nebo (x1,x2,2s5), a tedy dimenze je tii.

Cviceni 5

Necht 1,79, 73 € P5. Najdéte a, 3,7 € C tak, aby dim[z1, z2, z3]x < 3, pokud pro kazdé t € C plati
x1(t) = 1+ 4t — 262 + 33 + ¢4,
xo(t) = 2 + 4t — 3t2 — 23 + 3t
r3(t) = a + Bt + yt? + 11t

Ze zaddni, bez ohledu na hodnoty parametru «, 3,7 je jasné, ze 2 < dim|x1, x2, z3]x < 3. Dolni odhad plyne
z toho, ze vektory x1,xs jsou zcela ziejmé linedrné nezdvislé (x2 neni ndsobkem x;), zatimco horni odhad
plyne z toho, Ze se jedna o linedrni obal tii vektortu. Nasim tukolem je tedy najit hodnoty parametru «, 3, -,
pro néz jsou vektory x1, xo, xr3 linearné zavislé, ¢ili zg je linedrni kombinaci x1, 2.

Z funkcionalni rovnice a1x1 + asxs +azxs = 0, kde a1, as, a3 € C, dostaneme s vyuzitim linedrni nezavislosti
monomii eg(t) := 1, e1(t) :=t, ea(t) := 2, e3(t) := 13, eq(t) := t* homogenni soustavu péti rovnic pro tii
neznamé ai, as, a3, kKterou muzeme zapsat do maticového tvaru

1 2 a 1 2 o 1 2 e’

4 4 B 0 -4 —4a+8 0 -4 —da+8
-2 =3 4| ~ 10 1 2a+7v ~ |0 0 4da+p8+4y
3 -2 0 0 -8 —3a 0 0 S5a — 203
1 3 11 0 1 11—« 0 0 3Ba+~v-—-11

Z konecéné matice vidime, ze vektory x1, xo, x5 jsou linedrné zavislé (< existuje netrividlni feseni) tehdy a
jen tehdy, pokud

da+pB+4y=0 A 5Ha—-28=0 A
To je nehomogenni soustava tii rovnic o tfech neznamych «, 3,~y, kterou muzeme zapsat to maticového
tvaru

3a+v—-11=0.

4 1 4]0 4 1 4 0 4 1 4 0 4 1 4 0
5 -2 0, 0) ~0 =13 =20 0| ~ (O —13 —-20| O ~ [0 =13 —=20| O
3 0 1|11 0 -3 -8 |4 0 0 —44 )| 572 0 O 1 —13
7Z posledni matice dostavame jednoznacné feseni
20 -8 —4
13 = gy TP g

—-13 4
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Cviceni 6

Naleznéte dvé bize X a Y prostoru R* tak, aby nemély zadny spoleény vektor, pficemz X bude obsahovat
1 1 1 1
0 1 1
vektory ol lol? Y vektory NEE
0 0 0 1
Nejdiive zafixujme bazi X takto
1 1 0 0
0 1 0 0
X = of’1o]’11]1’10 ’
0 0 0 1

coz je asi ten nejjednodussi zpusob, ponévadz jsme pouze pridali zbyvajici vektory standardni baze. Podobné
jednoduse bychom za druhou bazi chtéli zvolit

y/ = )

1
1
1
1

OO O
O O = O
O = ==

avSak prvni vektor uz je obsazen ve fixované bazi X. Nicméné tento soubor sta¢i jen jemné modifikovat
napiiklad takto

2 0
0 1
0’10

3 )

1
1
1
1

O = ==

0 0

aby soubory X a Y neobsahovaly zadny spole¢ny vektor.

Cviceni 7

Necht 1, 22, ¥3, x4 jsou vektory z prostoru C? nad R. Uréete dimenzi a najdéte bazi [z1, xo, 3, 4]z, je-li
- 3+2¢ - 2—1 - 344 - 1—2¢
2= TP 8440 P \-1-5i)0 TP \1+3i)

Rovnou ze zadéani vidime, ze 2 < [x1, X2, 3, z4]x < 4, protoze alespon dva vektory jsou linedrné nezavislé
(napfiklad zg neni redlnym ndsobkem z7), zatimco linedrni obal je generovén étyimi vektory (pozor: di-
menze C? nad R je ¢tyfi, zatimco dimenze standardnfho prostoru C2 nad C je dva).

Jednd se o ztzen{ vektora x1, 2, 3, x4 na béazi [x1, xe, 3, x4]r. Z vektorové rovnice a1 + anxs + asxs +
agxy = 0, kde a1, a9, as, ay € R, dostaneme porovnanim realnych a imaginarnich ¢asti homogenni soustavu
osmi rovnic o ¢tyfech nezndmych o, as, as, aq, kterou muzeme zapsat maticové takto

3 2 3 1 1 3 -1 3 1 3 -1 3 1 3 -1 3
2 1 4 -2 2 1 4 -2 0 -7 6 -8 0 0 -1 -1
2 3 -1 1] 710 -4 5 =3[ 7o -4 5 =317 lo -4 5 -3
-3 1 -5 3 0 3 -2 4 0 3 -2 4 o 0 7 7
1 3 -1 3
0 -4 5 -3
1o 0o 1 1
0 0 0 0

Z posledni matice vidime, ze dim[xy, za, 23, 24]x = 3. Béze je napiiklad (z1, 22, x3) nebo (1, x2,z4).

(Kolik je dimenze [x1, T2, 73, 74]x, pokud bychom chdpali x1, 22, x3, x4 coby vektory z prostoru C? nad C?)



Krejcifik LAAT - teseni prikladu 25

5 Baze, souradnice vektort v bazi

Matici vektoru v € V vzhledem k bézi V := (vy,...,v,) € V" je matice typu n x 1

aq
(U)V = )
On
jejiz prvky jsou (jednoznaé¢né) uréeny rozkladem
v =0q01 + -+ @y, . (5.1)
Jediné, co je tfeba si pamatovat, ze ¢isla (souradnice) aq, ..., a, z rozkladu (1) se sklddaji do sloupecku.

Kazdému vektoru z n-dimenzionalniho prostoru V tedy prifazujeme vektor (v)y ze soufadnicového pro-
storu T™. Toto pfifazeni je vzdjemné jednoznaéné, jinymi slovy indukuje isomorfismus (= bijektivn{ linedrn{
zobrazen{) mezi V a T™.

Cviceni 1

Necht X := (x1, 22, 23) je soubor vektorti z C3 a x € C3 takové, ze

1 1 0 1
z1:=(1], a22:=12])|, 23:=(0], z:=10
1 1 1 4

Dokaite, ze X je baze C3, a naleznéte (x)x.

Pro dikaz, ze X je baze C3, staci ukdzat, ze vektory x1, 2, 3 jsou linedrné nezdvislé, ponévadz soubor X
je tvofen tfemi vektory a dimenze prostoru C? je tii. Z tpravy (pozor, prohazujeme i sloupce)

1 1 0 1 1 1 1 1 1
1 2 0] ~ 101 2] ~ |0 1 2
1 1 1 0 1 1 0 0 1
je vsak linearni nezavislost zcela ziejma.
Podle definice
aq
@)x=1az], kde T =121 + asxe + asrs, ay,ag,a3 € C.
Q3
To vede na nehomogenni soustavu, jejiz matice je dana
1 1 0|1 1 1 011
1 2 0(0) ~ (0 1 0|-1
1 1 14 0 0 1] 3
Odtud rovnou dostdvame ag = 3, aa = —1 a @1 = 1 — az = 2 (mimochodem odtud také vidime, ze X je
béze). Tedy
2
(x)x -1
3

(Proved’te si kontrolu, ze skuteéné x = 2x; — x + 3x3.)
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Cviceni 2

Necht X := (z1,22,23) a Y := (y1,y2,y3) jsou dvé baze C3, kde
1 1 0 1 -2 2
Ty i — 1 y To = 2 , I3 = 0 y Y1 = 1 , Yo = 0 , Y3 = -1
1 1 1 1 1 -1
3
Naleznéte (z)x, je-li (z)y = | 4
3
Ze zadani vime, ze
1
T=3y1+4ys +3ys = | 0
4
Tento vektor je potieba rozlozit do baze X, tedy
T = o111 + asxs + Q33 , (5.2)

kde oy, s, a3 € C, a pak
aq
(ZC)DC = (%)
as

Vektorové rovnice (5.2)) je ekvivalentni nehomogenni soustavée

0
0
1

=~ O =
2
OO =

odkud rovnou dostavame ag =3, asc = —laa; =1—as =

(Udélejte si zkousku, ze skutetné 2x; — x + 3z3 = .)

Cviceni 3

Necht V3 je vektorovy prostor nad télesem T. Necht X := (x1,22,73) je baze V3 a Y := (y1,y2,¥3) je
soubor vektoru z V3 a x € V3. Dokazte, ze Y je také bdze Vs, a najdéte (z)y, je-li

-3 1 2 —6
(yl)x = 2 ) (yQ)DC = 1 ) (yB)DC = 3 ) ($)x = 5
-1 ) —2 2

Pro diikaz, ze Y je baze ve V3, staéi vyuzit isomorfismu V3 > y + (y)x € T3 a ovérit, ze ((y1)x, (y2)x, (y3)x)
je baze v T3. Ponévadz mame tii vektory a prostor je trojdimenziondlni, sta¢i ovéfit linedrni nezdvislost,
coz vede na prozkouméni homogenni soustavy

-3 1 2 1 3 2 1 3 2 1 3 2
2 1 3 ~1-3 1 2] ~ (0 10 8 ~ [0 10 8
-1 -3 -2 2 1 3 0 -5 -1 0 0 6

Z posledni matice je zfejmé, ze vektory (y1)x, (y2)x, (y3)x jsou skuteéné linedrné nezdvislé.
Pro nalezeni soutradnic vektoru x v bazi Y, pisSme

aq
(.I})tj = |a |, kde Tr = o1Yy1 + a2y + a3ys,
Qs
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kde oy, asaz € T jsou hledané soutadnice. Z posledniho vztahu (s vyuzitim toho, ze X je baze) dostdvame

()x = a1(y1)x + a2(y2)x + as(ys)x,

coz je ekvivalentni nehomogenni soustaveé

-3 1 2 | -6 1 3 2| =2 1 3 2 -2 1 3 2| =2
2 1 3 ) ~ -3 1 2| -6} ~ |0 10 8| —-12] ~ [0 10 8| —12
-1 -3 =2 2 2 1 3|5 0 -5 —-1| 9 0 0 6| 6
pro neznadmé aq, agag. Z posledni matice okamzité dostavdme ag = 6/6 = 1, ag = (—12 — 8a3)/10 = -2 a

a; = —2 — 3az — 2a3 = 2 (a navic, ze (y1)x, (¥2)x, (y3)x je baze v T3). Tedy

(@)y = | —2
1

Cviceni 4

Necht X := (x1,72,73) a Y := (y1,%2,y3) jsou baze C* a x,y € C3, kde

2 2 —1 1
=1 2 |, 0= | —1], z3:=1 2 |, (z)y:=1]-2],
-1 2 2 -1
3 0 1 1
(yl)x = 1 ) (y2)x =11 ’ (y3)x =11 ) (y)x =13
-1 0 1 1

Urcete (x — 2y)e a (x — 2y)x.

1 0 0
Zde & := o],11],(o0 je standardni béze v C3.
0 0 1

Urceni (z — 2y)x je jednodussi. Ponévadz (x — 2y)x = (x)x — 2(y)x a soufadnice (y)x jsou zadané, zbyva
uréit (z)x. Ze zadanych soufadnic (x)y vime, ze

T =y —2Y2 — Y3,

odkud
3 0 1 2
(@)x = (y1)x —2(y2)x — (3)x=| 1 | 21| —-|1]=[-2
-1 0 1 -2
Tedy
2 1 0
(z—2y)x=@)x —2y)x=[-2]-2(3] =[-8
-2 1 —4

Vektor x —2y = (x —2y)e = (x)e —2(y)e bychom mohli uréit tak, ze bychom zjistili, jak vypadajf jednotlivé
vektory (z)e = x a (y)e = y. Alternativné vsak muzeme rychleji vyuzit toho, Zze uz zndme soutadnice
hledaného vektoru x — 2y vzhledem k bazi X, jez je zadand explicitné:

2 2 -1 —12
(x—2y)e =2 —2y=0x1 —8xa—4da5=0| 2 | =8| —-1] -4 2 0
-1 2 2 —24
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Cviceni 5

iz ()0 G 96 ) rme

(a) Dopliite vektory (1 > ( > na bézi Y prostoru C%2.
0
(b) Nalemete (X)y, je-li (X)x = |
—1
Pisme X =: (x1,x2,x3,T4) a y1 = (1) _21> a Yy = (1) _01 . Standardni bazi prostoru C%2 oznaéme

standardné &€ := (e, e, €3, ¢e4), kde €1 := <(1) 8) , €9 = <8 (1)> , €3 := <(1) 8) , 4= (8 (1))

ad (a)

Postup je standardni: Soubor (y1,y2, e1, €2, €3, e4) zizime na bazi (alternativné bychom mohli zizit soubor
(y1, Y2, T1, T2, T3, x4)). Maticovd rovnice a1y; + aays + azer + ages + azes + ageqs = 0, kde aq,..., a5 € C,
je ekvivalentni homogenni soustavé

0 0 100 0 -1 -1 0 0 0 1
2 0 010 0 0 0 100 0
1 1 0010 2 0o 0100
-1 =10 0 0 1 1 1 0010
-1 =10 0 0 1

0 0 100 0
“lo —2 010 2

0O 0 00 1 1

-1 -1 0 0 0 1

0 -2 010 2

“ 1o 0o 1000

0O 0 00 1 1

Z posledni matice je zfejmé, ze hledand béze je naptiklad Y = (y1,y2, €1, €3).

ad (b)

Ze zadani nejdiive spocteme

0 —-24+2
X0$1+2$2+£L‘3£E4<2i _—Z l).
A
Podle definice (X)y = 52 , kde
3
Ba

X = B1y1r + Pay2 + Bze1r + Paes
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a (1, B2, B3, B4 € C jsou hledané soutadnice. Tato maticova rovnice je ekvivalentni nehomogenni soustavé

0 0 1 0 0 -1 -1 0 0 —i
2 0 0 0| —2+2 0 0 1 0 0
1 1 01 2i “ 12 0 00| -2+2i

-1 -1 .0 0 —i 1 1 0 1 2i

-1 =1 0 0 —i
0 0 1 0| 0
“ 10 -2 0 0] -2
0 0 0 1| i
-1 -1 0 0 —i
0 -2 0 0] -2
“1o o 10| 0|
0 0 0 1| i

odkud 84 =14, 83 =0, By =1a :—(—’L'—f—ﬁg) = —1414. Tedy
—141

=]

7

Cviceni 6

e 1 1 0 1 0 0 0 0 - 2.2 ) .
Necht Y = <<1 1) , <1 1> , (1 1) , <0 1>) je baze R*“. Necht X;i, Xo, X3, X4 jsou vektory

2 R22, kde

1

) (X3)‘d = 712 ) (X4)‘ZJ =

=7

(Xl)‘d = 1 ) (XQ)‘ZJ =
-1

\

—_
=0 N
=R SN

(a) Rozhodnéte, zda X := (X1, Xo, X3, X4) je baze R*2. Vysvétlete.
(b) Vyberte bézi z generdtoru [X1, X2, X3, X4]x.

(¢) Doplite Z := (_22 _33) na bazi [X7, Xo, X3, X4]a, je-li to mozné.
2

(d) Necht (U)y = 32 . Dopliite U, Z na béazi R%?, je-li to mozné.
-3

ad (a)

Stacf vyuzit isomorfismu R?? 3 X +— (X)y € R* a ovétit, ze ((X1)y, (X2)y, (X3)y, (X4)y) je bdze v R, Za
timto tcelem stacéi prozkoumat, zda vektory (X1)y, (X2)y, (X3)y, (X4)y jsou linedrné nezdvislé. Tato otdzka
vede na homogenni soustavu

1 2 1 3 1 2 1 3 1 2 1 3 1 2 1 3
-1 2 1 1 0 4 2 4 0 0 —10 0 0 -1 -3 -1
1 1 -2 2| 710 -1 =3 -1 " lo -1 -3 —-1] T o o -10 o]
11 -2 0 0 3 -1 3 0 0 —10 0 00 0 0

jez m4 vBak zfejmé netrividlni feseni. Tudiz X neni bize R?2.

ad (b)

Po maticovych tpravdach v bodé (a) je zfejmé, ze hledand baze je napiiklad (X1, Xo, X3).
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ad (c)
p1
V prvnim kroku najdeme soutadnice vektoru Z vzhledem k béazi Y. Pisme (Z)y =: 22 , kde
3
B

Z = Biyr + Bay2 + B3ys + Baya ,

znacime (y1,y2,y3,¥4) := Y a b1, B2, B3, B4 € R jsou hledané souradnice. Tato maticovd rovnice je ekviva-
lentni nehomogenni soustavé

10 0 0 2
110 0 3
1 1 1 0 -=2}|"
11 1 1] -3
jez uz je v dolnim stupnovitém tvaru, tudiz rovnou nachézime f; = 2,83 =3—051 =1, 83 = —2—p1—02 = —
afB4=-3—- 31— B2— B3 =—1. Tedy
2
1
(Z)‘d - 75
-1

V druhém kroku se standardné pokusime zizit soubor (Z, X1, X2, X3) na bazi linedrniho obalu
(X1, X2, X3, X4]\ = [X1, X2, X3]s CC R*?

(rovnost plati diky bodu (b)). To je ekvivalentni pokusu zuzit soubor ((Z)y, (X1)y, (X2)y, (Xs3)y) na bézi
linedrniho obalu

[(X1)y, (X2)y, (X3)y]x CCR*.

Tato procedura vede na prozkouméani homogenni soustavy

2 1 2 1 1 -1 2 1 1 -1 1 -1 2 1
1 -1 2 1 2 1 2 1 03—2—1 0 -1 9 2
5 1 1 =2 7 1-5 1 1 =2 7o -4 0 -2 8 4
-1 -1 1 -2 -1 -1 1 -2 0 -2 0 -2 3 —1

1 -1 2 1 1 -1 2 1

0 -1 9 2 0 -1 9 2

1o 0o -10 0 0 0 —10 0

0 0 -5 —6 0 0 0 12

Z konecné matice vidime, ze vektory Z, X1, X5, X3 jsou linedrné nezdvislé. Tudiz Z ¢ [X1, X2, X35]x, a Z
tudiz nelze doplnit na bézi [ X7, X2, X3]x.

ad (d)

Standardné se pokusime zizit soubor (U, Z, e1, €2, 3, e4) na bazi R%2. To je ekvivalentni pokusu ztizit soubor
(U)y, (Z)y, (e1)y, (e2)y, (e3)y, (e4)y) na bazi R:. Soufadnice (U)y jsou zadané a (Z)y jsme nasli v &dsti (c),
zbyva tedy zjistit soufadnice standardm’ béaze R2 2 vzhledem k bézi 17,' To miizeme uéinit stejnym postupem

vevs

standardni béze €. Vskutku, rovnou vidime, ze

€4 = Y4, €3 =Y3 — Y4, €2 = Y2 — Y3, €1 =Y1 — Y2,
odkud
0 0 0 1
0 0 1 —1
edy=1gl (=] (2du=|_|: (v=]|,
1 -1 0 0
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Vektorovd rovnice v1(U)y 4+ v2(Z)y + v3(e1)y + va(ea)y + vs(es)y + ys(ea)y = 0, kde ~4,. ..

ekvivalentni homogenni soustaveé

2
3
-2
-3

Z posledni matice vidime, ze hledand béze je naptiklad (Z,U, e, eq).

2 1 0 0
1 -1 1 0
-5 0 -1 1
-1 0 0 -1

_ o O O

SO OoOOoO N OO OoON

OO =N

1
5)
19
0

0
-2
—10
9

4
—15

Y foco0co PO oo

=]

OO O N

OO =N

1
)
19
-1

0
-2
—10
1

y Y6 € R7 je

-1

_— o O O
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6 Podprostor

Pojem podprostoru jsme zavedli uz v kapitolce Bl Pfipomenime, Ze pro ovéfeni toho, ze podmnozina U C V
je podprostor, sta¢i ovérit, ze podmnozina U obsahuje nulovy vektor a ze je uzaviena vudci s¢itani vektoru
a vuci ndsobeni ¢isly.

Dalsi potiebné pojmy z teorie jsou soucet a prunik podprostorua P,Q CC V:

P+Q:={p+q: peP, geQ}CCV,
PNnQ:={p: peP ANpeQ}cCcV.

Ponévadz se jednéd opét o podprostory, ma smysl mluvit o dimenzi a bézi.

Cviceni 1

Zjistéte, zda mnozina M C C? je podprostor C3, a pokud je, uréete bazi a dimenzi M.
Z1
(a) M := x| €C3: Vje{1,2,3}, z; €Zy,
z3
Z1
2o | €C3: 21 — 220+ 23 =0,
z3
T
22| €C?: 21— 229 4+23=0 A 21 —23=0,
z3
Z1
22| €C3: 1 —2z9+23=1
z3

&
S
————

ad (a)

Existuje vektor x € M a ¢islo a € C (napiiklad x := G) aq = %) takové, ze ax ¢ M. Tudiz mnozina M

neni uzaviend vii¢i ndsobeni &isly, a M neni podprostor C3.

ad (b)

7, geometrické interpretace mnoziny M vime, Ze se jednd o rovinu prochézejici pocatkem. Tudiz M je
podprostor C? a dim M = 2. Béze je ddna libovolnymi dvéma linearné nezavislymi vektory, jez jsou kolmé
o 1 » 2 0
na normalovy vektor n := (72 ) tedy naptiklad (( (l)) , ( l)))
1)’ "\ 2
. . ’ 0 e L. ..
Alegebraicky bychom postupovali takto. Nulovy vektor (8) zfejmé spliiuje rovnici z; — 229 + 23 = 0.

-, . . T1 n PN - ;.
Méjme dva libovolné vektory = := (52) ay:= (52), jez lezi v M, coz znamen4, ze 1 — 2x2 + 23 =0 a
3 3

1ty
y1 — 2y2 + y3 = 0. Jejich soucet spliuje z + y = (wéiy; ), tudiz
T3TY3

(x+yh —2@@+y2+ (@ +y)s=(r1+y1)—2(x2 +y2) + (r3 + y3)
= (z1 — 22 +3) + (y1 — 2y2 + y3)
=04+0=0.
Tedy mnozina M je uzaviend vuéi s¢itani vektoru. To, ze je M uzaviend i vuci ndsobeni (komplexnimi)
¢isly, se ovéif analogicky (zkuste si). Cisté algebraicky jsme tedy ovéfili, ze M je podprostor C3.

Abychom nasgli néjakou bézi M, z rovnice x1 — 2x5 +x3 = 0, jez definuje podprostor M, vyjadiime napiiklad
r1 = 229 — 23 a dosadime:

21‘2 — I3 2 -1 2 —1
M = To o, 23 €Cr=<qa (1] +23 0 s ro,x3 € C p = 1], 0
I3 0 1 0 1

A

Odtud vidime, 7e baze M je napriklad soubor ((E) , (11)1 )) a dim M = 2.
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ad (c)
Ziejme plati, ze M = My N M, kde

1 x1
M = 29| €C?: 21— 229+ 23 =0 a M, = 20 | €C3: 2y —23=0
T3 T3

Z pFedchoziho bodu (b) uz vime, ze M; je podprostor (rovina). Stejnym zpusobem bychom ovérili, ze 1 My
je podprostor (opét rovina). Tudiz M je podprostor. Z geometrické interpretace vime, ze se musi jednat o
primku (protoze My # M), tudiz dim M = 1. Skuteéné, i algebraicky, uzitim obou rovnic x; —2z2+x3 =0
a r1 — x3 = 0 dostavame

i) 1 1
M= To|: 20 €CpHr=<ax|1]: 20€C ) = 1
i) 1 1

A

Odtud rovnéz vidime, ze dim M = 1, a navic ze baze M je napiiklad soubor (( %))

ad (d)

. . ’ . .~ e v 7 s~ 7 ’ 3 .
reometricky se jednd o rovinu, jez neprochazi pocatkem, tudiz M neni podprostor C°. Algebraicky bychom

< ve1 wr e . p 0 e S ..
to ovérili napiiklad tak, ze si v§imneme, ze nulovy vektor (8) zfejmé nesplituje rovnici 1 — 2x9 + x3 = 1.

Cviceni 2

Necht P cc R3, Q@ cc R3. Naleznéte dimenzi a bdzi P+ Q a PN Q, je-li

1 1 1 2 1 1
p=1[1].12].[3 a Q=1||3].l2].[1
~1 1) \3/], -1) \2) \-3/],

Nejdiive prozkoumejme samotné prostory P a Q:

1 11 11 1 111
P: 1 23] ~(01 2] ~ 01 2],

-1 1 3 0 2 4 00 0

2 1 1 0 5 —5 -1 2 -3
Q: 32 1| ~]0 8 8] ~ [0 5 =5

-1 2 -3 -1 2 -3 0 0 0

Odtud vidime, ze dim P = 2 = dim @) a béze P je napiiklad soubor (p1,p2) a baze @ je napiiklad soubor
(q1,42)

1 1 2 1
p1 = 1 , p2i=1|2), q:= 31, =12
-1 1 -1 2

seometricky se tedy v obou pfipadech jednda o roviny. Ponévadz normalové vektory
3 8
P X pe=|—2 a g1 Xqg2=1|-5
1 1
nejsou kolinedrnf, P # Q. Tedy nezbytné P + Q = R?, odkud dim(P + Q) = 3 a bdze souctu je jakakoli
baze R3 (napifklad standardni); a PN Q je pifmka, odkud dim(P N Q) = 1.

Algebraické teSeni, véetné nalezeni baze pruniku, je nasledujici. Podle definice souctu, plati P + Q =
[p1, D2, q1, g2]x. Bézi prostoru takovéhoto typu jsme uz hledali mnohokrat (jednd se o zizeni na bézi):

11 2 1 1121 11 2 1
1 2 3 2| ~(0111)]~1]01 1 1|, (6.1)
-1 1 -1 2 02 1 3 00 —1 1
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odkud dostavdme, ze dim(P + Q) = 3 (tedy nezbytné P + @ = R3) a béze P + Q je napiiklad (p1, p2,q1)

(nebo jakakoli jind baze R3). Pro nalezeni baze priniku si sta¢i uvédomit, ze u € P N Q tehdy a jen

tehdy, pokud existuji ¢isla aq, as, 81, B2 € R takova, ze u = aip; + aops a zarovenn u = [1q1 + B2q2, odkud

a1p1+asps = PB1q1+B2q2 neboli apy +aspa+(—F1)q1 +(—P2)g2 = 0, coz je opét ekvivalentni soustave ([6.1]),

av8ak s jinou interpretaci, a to nasledujici. Z koneéné matice v (6.1]) dostdvdme —f5; + 52 = 0, coz implikuje
3

u=p(g+aq)=0n|5],
1

odkud vidime, ze baze P N Q je napiiklad soubor (q1 + ¢2) = ((%)) adim(PNQ) =1

Zkusenost z opravovani zkouskovych pisemek je, ze nalezeni baze a dimenze sou¢tu P + @) je pro studenty
obvykle jednodussi. Pokud si zoufaly student nevi v pisemce s prunikem P N @ rady, lze néjaké dalsi body
nasbirat alespon identifikaci dimenze P N @, k ¢emuz lze vyuzit obecny dimenzionalni vztah

dim(P+ Q) =dim P +dimQ —dim(PNQ), (6.2)

a to aniz bychom samotnou bazi priuniku nasli.

Cviceni 3

Necht P cc C3, Q cc C3. Naleznéte dimenzi a bdzi P+ Q a PN Q, je-li
T
P = T2 6@3: 2x1 +4x0 — 323 =0
z3
a
) 3 1 5
(a) Q = 1 ) 0 ) (b) Q = 1 ) -1
1 1 A 2 2 A
ad (a)

Rovnou vidime, ze P je rovina, tudiz dim P = 2. Zaroven rovnou vidime, ze dim @ = 2 (jelikoz vektory
q1, g2, jez generuji @, jsou jasné linedrné nezavislé), tudiz @ je rovnéz rovina. Normélovy vektor @ je

-1 5 3
QqXq@p=\|-2], kde q:=|-1|, q@:=10
3 1 1

2 2 .
zatimco normélovy vektor P je (;13 >, tudiz P # Q. Tedy nezbytné P + @ = C*, odkud dim(P 4+ Q) =3 a
béze souétu je jakdkoli baze C3 (napiiklad standardni); a PN Q je piimka, odkud dim(P N Q) = 1.
Alegebraické feseni je nasledujici. Nejdiive vyjadiime P jako linedrni obal

Z1

2 4
P = To :z1:35/\502:3t/\503:#:25+4t/\5,t€(c
T3
3s 3 0
= 3t 1 5t€eCpr=<s|0]+t|[3]: s,teC
25 + 4t 2 4

O W

0
= [p1,p2)x kde  pp:= , p2i=1|3
2 4

Jak uz vime, pro nalezeni baze P+ @ i P N Q se sta¢i podivat na soustavu

30 5 3 3 0 5 3 3 0 5 3
03 -1 0 ~1(10 3 -1 O ~ 10 3 -1 0
2 4 1 1 0 12 -7 -3 0 0 -3 =3
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Odtud vidime, ze dim(P + Q) = 3 (tedy nezbytné P+ @Q = C3) a baze P+ Q je napiiklad (p1,p2,q1) (nebo
jakakoli jind baze C?). Zaroven vidime, ze u € PN @ tehdy a jen tehdy, pokud u € [q1 — ga]x, tedy béze

P N @Q je napiiklad soubor (¢1 — g2) = ((—il)) adim(PNQ)=1.

ad (b)

Uz vime, ze P je rovina, tudiz dim P = 2, a baze P je (p1,p2). Zaroven stejné jako v piipadé (a) vidime, ze
dim Q = 2, tudiz @ je rovnéz rovina. Normalovy vektor @) je

4 1 5
g xXq@p=1\|81, kde q = |1 q = | —1
—6 2 2

2
coz je dvojnasobek normélového vektoru P, ktery je roven ( 4 ), tudiz P = Q. Tedy nezbytné P+Q = P =

@ (rovina), odkud dim(P+ Q) = 2 a bédze souctu je napiiklad kf’l ,p2) nebo (g1, q2). Zaroven PNQ = P = Q,
odkud dim(P N Q) = 2 a bédze pruniku je opét napiiklad (p1,p2) nebo (q1, ¢2).

Ke stejnému vysledku ptijdeme i ¢isté algebraicky. Jak uz vime, pro nalezeni baze P + @Q i P N @ se staci
podivat na soustavu

301 5 30 1 5 301 5
031 -1~ ({0 3 1 -1~ (031 -1]. (6.3)
2 4 2 2 0 12 4 —4 000 0

Odtud vidime, ze dim(P + Q) = 2 a bdze P + @ je napiiklad (p1,p2). Uzitim obecného vztahu (6.2)
dostédvame, ze rovnéz dim(P N Q) = 2, a ponévadz dim P = 2 = dim @, nezbytné P = @, tudiz bize PN Q
je rovnéz napiiklad (pi, p2). Alternativng, z posledni matice v ([G3]) vidime, ze u € PN Q tehdy a jen tehdy,

pokud
B1— 502 p1— B2
= 3 M + 3 P2
kde 31, B2 € C jsou libovolna ¢isla, a zaroven vektory qi, ¢2 lze vyjadrit jako linedrni kombinace p1, p2, tudiz
baze PN Q je (p1,p2) nebo (¢1,¢2).

u=p01q1+B2q2 N u

Cviceni 4

Necht P cC R*, Q cC R*. Naleznéte dimenzi a bazi P+ Q a PN Q, je-li

x1
P = ;2 ERY: 2o+ 303424 =0 A 221 + 22 +323—24=05,
3

T4

x1
Q= ;2 ERY: —2% 4+ o+ 523+ 524 =0 A 4z + 30 + 5ag — 524 = 0
3

T4

Jsme sice ve ¢tyfech dimenzich, avSak mozné geometrické scénafe nejsou o moc pestiejsi. Prostor P je
definovdn coby prunik dvou rtuznych nadrovin (coz jsou trojdimenziondlni prostory), tudiz se musi jednat
o rovinu (dvojdimenzionélni prostor); dim P = 2. Stejnd tvrzeni plati o @; dim @ = 2. Pokud P = @, pak
PNQ@Q = P = Q@ jerovina, a tudiz dim(PNQ) = 2; jinak PN(Q je piimka, a tudiz dim(PNQ) = 1. V prvnim
piipadé (P = Q) by platilo, ze P + @ je rovina, a tudiz dim(P + Q) = 2; zatimco v druhém (P # Q) je to
nezbytné nadrovina, a tudiz dim(P + @) = 3. Snadno se presvédcime, ze nastdva druhy scéndi (P # Q)
ponévadz napiiklad

1 1
-1 -1
o [€F N | o |29
1 1
Tudiz dim(P N Q) = 1 a dim(P + Q) = 3. Ovéfme nyni tuto ¢isté geometrickou tvahu algebraickym

vypoctem, ktery se od vas ocekava a navic da pozadované baze.
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7 druhé rovnice definujici P vyjadiime naptiklad x4 = 221 + x2 + 3x3 a dosadime do prvni rovnice, ¢imz

dostaneme rovnici 1 + x2 + 3x3 = 0, z které vyjadiime naptiklad ¥y = —xz9 — 3x3 = 0. Tento vysledek
muzeme zpétné dosadit do x4 = 2(—xz2 — 3x3) + 2 + 3x3 = —x2 — 3x3. Nakonec lze tedy psat
—Ty — 3$3 —1 -3
X9 1 0
P= D wo,23 € R P = [p1,p2), kde p1 = y D2 =
T3 0 1
—T2 — 31‘3 -1 -3

Vektory pi,p2 jsou o¢ividné linedrné nezavislé, tudiz tvoii bazi P a dim P = 2.

Obdobné, z prvni rovnice definujici @) vyjadiime naptiklad zo = 2x7; — bzz — Hz4 a dosadime do druhé
rovnice, ¢imz dostaneme rovnici x; — 3 — 2x4 = 0, z které vyjadiime napiiklad xy = z3 + 2x4. Tento

vysledek muzeme zpétné dosadit do xo = 2(z3 + 2x4) — bxs — Sxg = —3x3 — x4. Nakonec lze tedy psét
I3 + 2$4 1 2
—3x3 — -3 —1
Q= ST m a3 €R G = (a1, ¢, kde  q1:= y Q2=
I3 1 0
T4 0 1

Vektory q1, g2 jsou ocividné linedrné nezavislé, tudiz tvoti bézi @ a dim @ = 2.

Dalsi postup uz dobie zname. Ze soustavy

-1 -3 1 2 -1 -3 1 2 -1 -3 1 2 -1 -3 1 2
1 0 -3 -1 0 -3 -2 1 0 -3 —2 1 0 -3 -2 1
o 1 1 of 1o 1 1 ol 1o o 1 1] flo o 1 1
1 -3 0 1 0 0 -1 -1 0 0 -1 -1 0 0 0 0

okamzité dostavéame, ze dim(P + Q) = 3 a béze souctu je napiiklad (p1, pe, ¢1). Zéroven vidime, ze jakykoli
vektor u € PN Q@ spliiuje u € [q1 — ga]x, tudiz dim(P N Q) = 1 a béze pruniku je napiiklad soubor (g1 — ¢2),
tedy explicitné

-1

-2

1

-1
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7 Podprostor (2. ¢ast)

Cviceni 1

Necht P cC R*, Q cC R4, kde

1 1 3 2 0 1
—1 —9 1 1 5 0
= 1] 1]] 3 a Q=149 (o]0
3 2 1/, —1 0 -1/ |,

(a) Najdéte dimenzi a bdzi proprostoru P+ Q a PN Q.
(b) Najdéte doplnék P + Q do R*.

ad (a)
Pisme P =: [p1,p2,p3]x a Q =: [q1, G2, g3, kde potadi vektoru je jako v zadéni. Ze soustavy
1 1 3 1 1 3 1 1 3
-1 -2 -1 0o -1 2 0 -1 2
1 1 3 0 0 0 0 0 -10
3 2 1 0 -1 -8 0 0 0

vidime, ze vektory pi, pe, ps jsou linedrné nezévislé, tudiz dim P = 3 (nadplocha). Obdobné, ze soustavy

0 0

N =N

1
0
0

O O ot O
N =N
O O Ot

SO O
o O O
[enll RN )

)
0
-1 -1 0

vidime, ze rovnéz vektory ¢i1, g2, g3 jsou linedrné nezdvislé, tudiz dim @ = 3 (nadplocha). Z velké soustavy

1 1 3 2 0 1 1 1 3 2 0 1 1 1 3 2 0 1
-1 -2 -1 1 5 0 0 -1 2 3 5 1 0 -1 2 3 5 1
1 1 3 2 0 0| "o o o o o -1]"71]0o 0 -10 -10 -5 -5
3 2 1 -1 0 -1 0 -1 -8 -7 0 -4 0 0 0 0 0 -1

vidime, Ze baze souétu P + Q je napiiklad (p1,p2,p3,q3), tudiz dim(P + Q) = 4 a P+ Q = R* (tudiz za
alternativni bazi lze zvolit i jakoukoli jinou bazi v R*, naptiklad standardn{). Podle obecného vztahu (6.2)
predem vime, ze dim(PNQ) = 2 (rovina). Z velké soustavy vyse navic vidime, ze libovolny vektor u € PNQ,
jenz musi byt tvaru u = B1q1 + B2g2 + B33, kde 51, B2, B3 € R, nezbytné spliuje f3 = 0, tudiz u € [q1, g2]x-
Tedy béze pruniku P N Q je napiiklad (g1, ¢2)-

ad (b)

Ponévadz soucet P + @ je cely prostor R*, jeho doplnék je nulovy podprostor
0
0
0

Cviéné mizeme nalézt i doplnék priniku P N Q do R?. Libovolny vektor v € R* lze psat jako v = anqq +
a2qa + asr + ays, kde a1, a,a3,4 € R a vektory r,s € R* jsou takové, ze (q1,q2,7,5) je baze v R
Tedy doplnék P N Q do R* je dvojdimenziondln{ podprostor (rovina) [r, s]x. Abychom nalezli vektory r, s,
sta¢f doplnit vektory qi,q2 na bazi v R%. Alternativné staéi soubor (g1, go, €1, €2, €3, €4) z07it na bdzi R%.
7 odpovidajici soustavy

2 0 100 0 20 1 0 0 0 2 0 1 0 0 0
1 =50 10 0 010 1 -2 0 0 010 1 -2 0 0
2 0 00 10| " foo 1 0o —=1ofl  "foo 1 0 -10
-1 0 00 0 1 00 1 0 0 2 00 0 0 1 2
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vidime, 7e baze R*, jez obsahuje vektory g1, g2, je napiiklad soubor (g1, g2, €1, €3), tedy miizeme zvolit 7 := e,
a s := e3 (to, Ze vektor ex musi byt vyhozen, je jasné uz z toho, 7e g2 = 5ez). Doplnék PN Q do R* je tedy
podprostor

[61763]/\ =

(=l
o= O O

A

Cviceni 2

Necht P cc C%2, Q cc C%2. Uréete dimenzi, naleznéte bazi P + Q a PN Q a déale najdéte doplnék P

o r=l(o) (0 L) e[l V)6 AL

o=l o) (o) )G Sl
=16 3 16 2)-G 3)6 o)l

" % nonen-a-of, = |(10).( 1) ),
)

no —
I o
w
~—__
| IR
>

O
| — |
7\
— =

=

~—
e
|

E(C2’21 1 — 29 —2x3—T4 =0 A 2091 —23—3x4 =0 A $2+$3—2$4:0},

e C>?. 31 =229 A x2+x3+$4=0}-

ad (a)

Je ztejmé, ze dim P = 2 = dim @, tudiz geometricky vyznam obou podprostoru P, (@ je rovina. Baze P je
(p1,p2) a béze Q je (q1,q2), kde

(1 2 (-1 1 (2 -1 (1 -1
pl A 1 0 ) p2 L 1 _1 ) ql L 0 1 ) q2 A 3 7 .

Soustava odpovidajici rovnici ayp1 + asps + aszqr + asqe = 0, kde a1, as, az, ay € C, ma tvar

1 -1 2 1 1 -1 2 1 1 -1 2 1 1 -1 2 1
2 1 -1 -1 0 3 -5 -3 0 0 -2 18 0 -1 1 7
1 1 0 3|7 1o 2 -2 2] 1o 0o o 16 0 0 -1 9
0 -1 1 7 0 -1 1 7 0 -1 1 7 0 0 0 1

Odtud vidime, 7e vektory p1, pa,q1,q2 jsou linedrné nezdvislé, tudiz dim(P + Q) = 4 a P + Q = C?2. Baze
P + @ je naptiklad soubor (p1,p2,q1,q2) (nebo jakékoli jind baze C?2, napifklad standardni). Z upravené
soustavy vySe rovnéz vidime, ze jediny vektor lezici v pruniku P N @ je nulovy vektor, tudiz

roa-o1-{( D}

dim(P N Q) = 0 a bdze je prazdny soubor (). (Alternativné bychom ke stejnému vysledku dosli uzitim
rovnice (6.2))).
Ponévadz PN Q = {0}, plati P+ Q = P & Q (direktn{ soucet), tudiz doplnék P do C?? je Q.

Poznamka. Za bézi nulového prostoru {0} se definotoricky bere prazdny soubor (), coz je vyhodné pro
konzistentni formulaci obecnych tvrzeni (s touto konvenci napiiklad plati, ze pro kazdy vektorovy pro-
stor existuje baze, coz se v konetné dimenziondlnich vektorovych prostorech da ukazat pravé rozsifenim
préazdného souboru () na bézi). Jindy se konvenéné fekne, ze pro nulovy prostor {0} béze neexistuje. Drzte
se konvence, kterou méate ve skriptech.

Pozor! Spravna odpovéd ohledné baze P+ Q CC C?? je, ze baze je (napiiklad) soubor (p1, p2, q1, g2), tedy

12 (-1 1) (2 -1\ (1 -1 25 02 (02 22
(G808 )6 )G 7)) e xeexere
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V pisemkéch se kazdy rok setkavdame se studenty, ktefi nevahaji napsat, ze baze P + @ je soubor

1 -1 2 1
2 1 -1 -1 4 4 4 4
bt loll s CcCC*xC*xC*xC=
0 -1 1 7

To je spatné a zbytecéné se za to strhavaji body.

ad (b)
Analyzou soustavy
1 2 1 1 2 1 1 2 1 1 2 1
2 3 2 0 -1 0 0O 0 -1 0o -1 1
1 1 2 0o -1 1 0 -1 1 0 0 -1
-2 0 -3 0 4 -1 0 0 3 0 0 0
vidime, ze dim P = 3 (P je nadrovina) a baze P je soubor (p1,p2,ps), kde

(1 2 (21 (1 2
Pl-—1727p2-—10,173-—273-

Rovnéz je rovnou vidét, ze dim Q = 2 (Q je rovina) a baze Q je soubor (¢1,¢2), kde

(11 (10
Q1 L 1 1 ’ q2 L 1 _1 .

7 rozsitené soustavy

1 2 1 1 1 2 1 1 1 1 2 1 1 1
2 3 2 1 0 -1 0 -1 -2 0 0 -1 -1 -2
11 2 1 1|7 -1 1 0o o] 7o -1 1 0 o
-2 0 -3 1 -1 4 -1 3 1 0 0 3 1

0o -1 -1 -2
0 0 0 -5

SO O OO0 O
[\
—
—
—

vidime, ze dim(P + Q) = 4, tudiz P+ Q = C*2, a baze P+ Q je naptiklad (p1, p2, p3, q2) (nebo jakakoli jind
baze C?2, napiiklad standardnf). Z obecného vztahu ([6.2]) dopoéitame dim(P N Q) =1 (PN Q je pifmka).
Ten samy vysledek dostdvdme z vySe upravené matice, odkud navic vidime, ze P N Q = [¢1]x, tudiz béze
PN Q je napiiklad (q1).

Ponévadz baze P je (p1,p2,p3) a za bazi P + Q = C>? lze zvolit (p1,p2,ps,q2), doplnék P do C*? je
podprostor [ga]x.

ad (c)

Analyzou soustavy
1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 -1 3 0 -2 2 0 -2 2
1 1 1] 7o o o] T lo 0o o
1 -1 3 0 -2 2 0 0 0

vidime, ze dim P = 2 (P je rovina) a bdze P je napiiklad soubor (p1,p2), kde

(11 (1 -1
pl L 1 1 ’ p2 A 1 _1 .

Obdobné, analyzou soustavy

1 1 3 11 3 11 3
2 2 1 00 -5 01 3
013 o1 3] 7 ]oo0 -5
2 2 1 00 -5 00 0
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vidime, ze dim Q = 3 (Q je nadrovina) a béze @ je soubor (g1, g2, q3), kde

(1 2 (1 2 (31
Q1-—02,Q2-—12,Q3-—31-

7 rozsitené soustavy

1 1 11 3 1 1 1 1 3 1 1 1 1 3
1 -1 2 2 1 0 -2 1 1 -2 0 -2 1 1 -2
1 1 013 7o o -10 of "o 0o -10 o0
1 -1 2 2 1 0 -2 1 1 -2 0 0 0 0 0

vidime, ze dim(P + Q) = 3 (P 4+ Q je nadrovina) a bdze P + @ je napiiklad (p1,p2, ¢1). Z obecného vztahu
dopocitdme dim(P N Q) = 2, tudiz nezbytne P C @ a PN Q = P (geometricky to znamend, Ze prunik
nadroviny a roviny je genericky piimka, kromé vyjimeé¢ného ptipadu, ze rovina je podmnozinou nadroviny,
coz zde nastavd). Za bézi P N Q lze zvolit bazi P, coz je napiiklad soubor (p1,p2). Z faktu P C @ rovnéz
plyne, ze P+ Q = Q, tudiz za bazi P + Q lze alternativné zvolit bazi Q, coz je soubor (gq1, g2, q3).

Abychom nasli doplnék P do C%2, zizime soubor (p1, p2, €1, €2, €3, e4) na bazi C%2. Tato procedura vede na
soustavu

1 1 100 0 1 1 1 00 0 1 1 1 00 0
1 -1 0 1 0 0 0 -2 -1 1 0 0 0 -2 -1 10 0
1 1. 0010 ]0o 0o -1to1o0o| "o o -101 0]}
1 -1 00 0 1 0 -2 -1 0 0 1 00 0 1 0 —1

odkud vidime, Ze doplnék P do C??2 je napiiklad podprostor

[el,eg]kz[((l) 8)’(8 (1))]/\

ad (d)

Jak jsme zvykli, nejdiive vyjadiime P jako linedrni obal:

Z1 €2
P= s x1,x0,23 € C
{<JC3 361—362+303) 123 }

1 0 0 1 0 0
= {561 (O 1) + o (O 1) + x3 (1 1) D T1,T2,23 € (C}
1 0 0 1 0 0
= [p17p27p3]/\7 kde p1 = (0 1) ’ b2 = (0 1) ) p3 = (1 1) .

Néslednou analyzou soustavy

_ o O =
O = O
= =0 O
O = O
= =0 O

-1

OO O
OO O
SO = O
= =0 O
OO O
SO = O
[l i e M)

vidime, ze dim P = 3 (P je nadrovina) a baze P je soubor (p1,p2, ps). Obdobné, analyzou soustavy

1
2
0

O = O
— =N O
N — N =
SO O =
O =N O
o O O
o O = O

— =
oo o
SO~ O
O = =

—2 -2

vidime, ze rovnéz dim @ = 3 (Q je nadrovina) a bdze Q je soubor (g1, g2, q3), kde

(1 0 (0 2 (1 2
Q1-—10,Q2-—11,Q3-—12-
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7 rozsitené soustavy

1 0 010 1 1 0 0 1 01 1 00 1 0 1
0 1 00 2 2 0 1 0 0 2 2 010 0 2 2
o o 1111710 0o 1 1 117 ]oo1 1 11
1 -1 10 1 2 0 -1 1 -1 1 1 001 -1 3 3
1 00 1 01
010 0 2 2
“doo 1 1 1 1)
000 —2 2 2

vidime, ze dim(P + Q) = 4, tudiz P+ Q = C?2, a za bazi P + Q lze zvolit naptiklad (p1,p2,p3, ¢1). Rovnéz

vidime, ze
1 2 2 2
PQQZ[Q1+Q2,Q1+Q3]A=[(2 1),(2 2)} ;
A

odkud dim(P N Q) =2 a baze PN Q je napiiklad (¢1 + g2, 91 + ¢3)-

Pfestoze za bazi P+ (Q = C?? Ize zvolit jakoukoli bazi C?? (napiiklad standardni), nase volba (p1, p2, p3,q1)
vyse je vyhodn4, jelikoz rovnou ukazuje, ze doplnék P do C?2 je podprostor [q1].

ad (e)

Nejdiive vyjddiime P jako linedrni obal. P je geometricky prunik ti{ rtiznych nadrovin, tudiz se jedn&
o piimku. Algebraicky se jednd o vyfeSeni soustavy

1 -1 -1 -1 1 -1 -1 -1 1 -1 -1 -1

2 0 -1 -3 ~ 110 2 1 —-1] ~ [0 2 1 -1,

0 1 1 -2 0 1 1 -2 o 0 -1 3
odkud x3 = 3x4, x5 = %(—xs +x4) = —x4 & 21 = 22 + 23 + 24 = 3x4. Tedy

3 -1
P:[p]ka kde p = (3 1)

Béze P je (p). Obdobné
2
_ 3722 L2 .
Q{(xg zng). :L'Q,ZL'Q,G(C}
1 2 3 0 0
_{51'2 (0 3)+$3 (1 1) : $2,$3E(C}

2 3 0 O
= [(le‘h]/\, kde q1 ‘= (0 _3) y 42 = (1 _1) .

Odtud vidime, ze dim @ = 2 (Q je rovina) a za bézi lze zvolit soubor (q1, g2). Z rozsifené soustavy
3 2 0 0 11 0 -1 3 0 -1 3 0
-1 3 0 -1 3 0 0O 1 0 0 1 0
3 0 1 0 9 1 0O 0 1 0 0 1
1 -3 -1 0 0 -1 0 0 -1 0 0 0

vidime, zZe vektory p, ¢1, g2 jsou linedrné nezavislé. Tudiz dim(P + Q) = 3 a bdze P + @ je napiiklad soubor
(p,q1,q2). Z obecného vztahu ([6.2) pak rovnou dopocitdme dim(P N Q) = 0, tudiz prunik je trividlni,

roe={( o)}

Abychom nasli doplnék P do C?2, zizfme soubor (p,e1, e, e3,e4) na bazi C*2. Tato procedura vede na
soustavu

a jeho bdze je prazdny soubor ().

31000 0 1300 101 0 0
10100 -1 0100 0 1 30 0
30010 (o o310l fo o371 0"
1 000 1 0 01 0 1 0 00 1 -3
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odkud vidime, ze doplnék P do C%? je napiiklad podprostor
[ Iy = 10 0 1 0 0
€1,€2,€3|\ = o o/’\o o/’\1 o \ .

Cviceni 3

Necht M C Py. Zjistéte, zda M CC P4, a v kladém piipadé uréete dim M, je-li:
(a) M :={zxePy: (1) =0},
(b) M :={x € Py: 2(0) =1},
) M :={x € Py: stupein z je 0 nebo 1 nebo 2},
) M :={zePs: Vte[0,1], z(t) =2(1—1)},
) M :={xePs: VteR, x(t) =z(1)},
) M :={rePs: (1) —22(-1)=0 A z(0) 4+ z(1) = 0}.

ad (a)

Nulovy polynom 0 zfejmé spliiuje 0(1) = 0. Mdme-li dva polynomy z,y € P4 spliujic{ (1) =0 a y(1) =0,
potom rovnéz (z + y)(1) = (1) + y(1) = 0, tudiz mnozina M je uzaviend na s¢itdni. Obdobné se ukéze, ze
je uzaviend na nasobeni ¢isly. Mnozina M je tedy podprostorem Py.

Libovolny polynom z € P, ma tvar z(t) = ag + a1t + ast? + ast3, kde ag, aq, a2, az € C jsou koeficienty,
jez jednoznaéné urcéuji polynom z (jednd se o soufadnice vektoru = vzhledem ke standardni bézi eg(t) := 1,
e1(t) = t, ea(t) = t2, e3(t) := t3), a t € C je proménnd. Podminka x(1) = 0 je ekvivalentni vztahu
ag + a1 + as + az = 0, odkud lze vyjadrit napiiklad a3 = —ap — a3 — as. Tedy libovolny vektor z € M ma

tvar
T = apeg + el + ages + (—ap — o — az)es

= ao(eo — 63) + a1(61 — 63) + ag(eg — 63) ,

kde ap, a1, ag, as € C jsou libovolnd. Tedy M = [eg — es, e1 — €3, ea — e3]x. Odtud uz je vidét, ze dim M = 3
(M je nadrovina) a baze M je napiiklad

(60—63,61—63,62—63) C Py xPyxPy.

Explicitné (eg —e3)(t) =1 -2, (e1 —e3)(t) =t —t3 a (ea — e3)(t) = t2 — 3.

POZOR! Opét se najdou studenti, co nevdahaji do pisemky napsat, ze feSenim je baze

1 0\ /0 o0\ /0 0 1 0 0
0 o] [1 ol o ol (] o 1 0 P
ol " Lol o]l Lol || JollT|lo|: o] |1 cC xC xC,
0 1/ \o 1/ \o 1 1) \=1) \41

coz je zfejmy nesmysl.

ad (b)
Nulovy polynom 0 zFejmé nespliuje 0(0) = 1, tudiz M neni podprostor v Py.

ad (c)

Nulovy polynom 0 nemé definovany stupen, tudiz 0 ¢ M, tudiz M neni podprostor v Py.

ad (d)
Libovolny polynom x € M ma tvar x(t) = ap + a1t + ast? + azt®, kde ag, a1, a2, a3 € C a t € C, a splituje
vztah
o+ art +aot? +ast® = ag+ a1 (1 —t) +as(l —t)* +az(1 —t)?
=ap+ a1 — ot + as — 2a0t + a2t2 + ag — 3ast + 3043152 — a3t3

=g+ oy +as +az+ (—ag — 200 — 3a3)t + (az + 3az)t? — azt?.
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Ponévadz tato identita musi byt splnéna pro vsechna t € C, je ekvivalentni skaldrni soustave

o = oo+ o1 + g+ s,
aq :70417204273043,

ap = ag + 303,

a3 = —(Q3 .
Odtud ag =0 a a1 = —a2 (na ap nedostavdme zddnou podminku). Tedy
reM <— dag, a0 € C, x = apgeg — ase; + ages.

Jinymi slovy
M = [60,62 —61])\.

Odtud je vidét, ze M je podprostor v Py, dim M = 2 (M je rovina) a béze je napiiklad (eg, ea — e1).

ad (e)

Libovolny polynom x € M m4 tvar z(t) = ag + a1t + ast? + ast®, kde ag, a1, a2,a3 € C a t € C, a spliiuje
vztah
040+041t+042t2+043t3 :Oé0+Oél +042+043.

Ponévadz tato identita musi byt splnéna pro vsechna t € C, je ekvivalentni skalarni soustave

ap =ap+ a1 +az+asg,

a1 = 07
Qg = 07
Q3 = 0.
Odtud vidime, ze
reM <~ dag € C, x = agep .
Jinymi slovy
M = [60])\ = ?1 .

Odtud je vidét, ze M je podprostor v P4 (je to prostor konstantnich polynoma), dim M =1 (M je piimka)
a béze je napiiklad (eq).
ad (f)

Libovolny polynom x € M m4 tvar z(t) = ag + a1t + ast? + ast®, kde ag, a1, a2,a3 € C a t € C, a splituje
vztahy
Oé()+041+042+043 :2(04070[14*0[27043),
—apg =Qp+ a1 +a2+ as.

Z prvni rovnice vyjadiime ag = 31 — ae + 3as a po dosazeni do druhé rovnice dostaneme
2(30&1 70[24*3043)4’0414*0424*043 =701 —as+ Tazg =0,
odkud vyjadiime g = Tay 4+ Tas. Po zpétném dosazeni ag = 3 — (Tag + Tas) + 3as = —4ag + 4as. Tedy

x = (—4doq +4as)ey + arer + (Tag + Tag)es + azes

reM <— Jaq, a3 € C,
= 041(7460 +e1 + 762) + 043(460 + Tea + 63) .

Jinymi slovy
M = [~4eq +e1 + Tea, deg + Teg + €3] .

Odtud je vidét, ze M je podprostor v Py, dim M = 2 (M je rovina) a béze je napiiklad

(—4eg + €1 + Tea, 4eq + Tea +e3) .
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Cviceni 4

Necht P,@Q C P4. Najdéte doplnék P do P, a doplnék Q do P4. Naleznéte dimenzi a bazi podprostort
P,Q,P+QaPnQ,jeli

P:={xePy: z(0)+x(1) =0} a Q :=[a,b,clx,

kde pro kazdé t € C plati

at):=1—t—#, bt):=1+t+#, c(t):=2+2t.

Podobné jako v piedchozim pifkladu, libovolny polynom z € P ma tvar x(t) = ag + a1t + ast? + ast?, kde
ap,a1,az,a3 € CateC, aspliuje vztah

20&0+O&1+O&2+0&3 :0
Pokud z této rovnice vyjadiime naptiklad ag = —209 — a1 — a2, dostavame

T = qpeg + areq + ases + (—2a9 — i — a e
reM — Jag, a1, ag € C, 00 o 22+ 0 ! 2)es
= Oé()(eo — 263) + 041(61 — 63) + 042(62 — 63),

kde eg(t) := 1, e1(t) :=t, ea(t) := 12, e3(t) := 3 je standardni baze v P4. Jinymi slovy
P = [60 — 263,61 — €3,€2 — 63])\.

Snadno se presvédcime, ze vektory eg — 2es, e1 — e3, ea — e3 jsou linedrné nezdvislé (ndvod, viz hned nize).
Odtud je vidét, ze P je podprostor v P4, dim P = 3 (P je nadrovina) a bédze je napiiklad

(60 — 2e3,e1 —e3,e2 — 63) = (P1,P2,P3)-

Podprostor @ je rovnou definovan jako linearni obal, podivejme se vSak, jestli generujici vektory jsou linearné
nezavislé. Plati a = eg—e; —ea, b = ey + €1 +e2 a ¢ = 2e9 + 2e;. Rovnice aa + b+ ~vc =0, kde «, 8,7 € C,
je ekvivalentni vektorové rovnici (a+ 8+ 27y)eg + (—a+ S+ 2y)e; + (—a+ f)es = 0. Z linedrni nezdvislosti
vektort eg, e1,es dostaneme soustavu tii skaldrnich rovnic o tfech nezndmych (a, 3,7), kterou muzeme
maticové zapsat takto

1 1 2 11 2 11 2

-1 1 2] ~ |0 2 4] ~ |0 2 4

-1 1 0 0 2 2 0 0 -2
Odtud je rovnou vidét, ze nezbytné a = § = v = 0. Vektory a, b, c jsou tedy linedrné nezavislé. Tudiz
dim @ = 3 (Q je nadrovina) a bdze je napiiklad

(a,b,c) = (eg — e1 — ez, e0 + €1 + ez, 2e0 + 2e1) =: (q1, q2, G3) -

Podle definice sou¢tu podprostortu, P+ Q = [p1, P2, P3, 41, G2, 93] . Pro uréeni dimenze P+ @ je tedy potieba
vySetiit linearni nezavislost generujicich vektoru p1, p2, ps, q1, g2, ¢3. To vede na systém

1 0 0 1 1 2 1 0 0 1 1 2 10 0 1 1 2
0 1 0 -1 1 2 0 1 0 -1 1 2 01 0 -1 1 2
o 0o 1 -1t 10l 1o o 1 -1 1o " foo 1 —-110
2 1 -1 0 00 0 -1 -1 2 2 4 00 -1 1 3 6

100 1 1 2

010 -1 1 2

“lo o1 -1 10

000 0 4 6

Odtud je vidét, ze dim(P + Q) = 4, P + Q = P4 a béze je napiiklad (p1, p2, ps, ¢2). Ponévadz P + Q = Py,
1ze za bazi zvolit i jakoukoli jinou bazi v P4, naptiklad standardni (eg, e1, €2, e3). Avsak volba (p1, p2, s, g2)
je vhodnd pro okamzité odvozeni, ze doplnék P do P4 je podprostor [ga]x.
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Z obecného vztahu ([G2) dopoéitdme dim(PNQ) = 2 (PNQ je rovina). Z upravené matice vyse navic vidime,

ze pro libovolny vektor u = f1q1 4 f2q2 + B3qs € PN Q plati B3 = —20,, tedy u = Siq1 + P2(q2 — 243),
odkud

PNQ=q,q — 2a¢)x = [01,3q2 — 2¢3] -
Béze PN Q je napiiklad (¢1,3g2 — 2¢3). Explicitné
at)=at)=1—-t—t> a  (3q2—2q3)(t) = 3b(t) — 2c(t) = —1 —t + 3t*.
Zbyvé najit doplnek @ do P4. Jak uz vime, staci doplnit soubor (g1, g2, ¢gs) na bdzi P4. To bychom mohli
napiiklad tak, ze bychom soubor (q1,¢2,4qs,€o,e1,e2,e3) (nebo (q1,qe,qs,p1,p2,p3)) 2z0zili na bézi Py.

Namisto standardniho vypoctu si lze uvédomit, ze vektory q¢i,qe,q3 jsou polynomy stupné nejvyse dva.
Tudiz chybégjici polynom do béze je ziejmé es. Tedy doplnék @ do P, je podprostor [es]x.

Cviceni 5

Necht M cc C% (t.j. C? nad R),

[ () () (79,

(a) Vyberte bdzi M z generdtoru.
(b) Doplitte — je-li to mozné — na bazi M nésledujici vektory

w (4w ()

Pfipomeiime, Ze dim C3 = 4 (protoZe se ndsobi pouze redlnymi ¢isly). Oznaéme

e (12 o [ I 1 e (2
L= 1 : 27 \2+1i) 37 \1+2i ) 4=\
(i (1 (14
n .= —’i y 0 .= _1 y p.— 1_@ .

ad (a)

Zéroven s vybranim béze muzeme prozkoumat, zda vektory n,o,p lezi v M, coz je postacujici a nutna
podminka pro to, aby problém (b) mél feseni. Pisme

V11 + V12
v (021 +w22) ) V11, V12, V21, V22 € R,
pro libovolny vektor v C2. Vektor v lezi v M, tehdy a jen tehdy, pokud existuji &fsla aq, a2, a3, 4 € R
takova, ze aymi + asmao + agms + agmy = v, tedy

041(1+2Z)+042’L+043+044(2+Z) _ U11+iU12
a1+ ag(2+14) + az(l 4+ 2i) + aqi Vo1 + v )

Porovnanim redlnych a imagindrnich ¢dst{ dostaneme systém ¢tyt rovnic o ¢tyfFech nezndmych (aq, s, ag, ),
jenz muzeme maticové zapsat takto

1 0 1 2 V11
2 1 0 1 V12
1 2 10 V21
01 2 1 V22



46

LAAT - teseni prikladu

Za v muzeme dosadit n, o nebo p, nebo také vse tesit najednou:

O = N

_ N = O

N = O =

_ e S

SO O o O o

oS oo

-2
0

Odtud vidime v8e. Zapomeneme-li na pridané pravé strany n, o, p, vidime, ze dim M = 3 (M je nadplocha)
a béze je napiiklad (mq, ma, ms). Zaroven vidime, ze n,p € M, avsak o ¢ M. Tudiz (bl) mé feSeni, avSak

(b2) fesit nelze.

ad (b)

Uz vime, ze m4 smysl fesit pouze (bl). Postup je standardni, jednd se o zizeni souboru (n,mi, ms, ms) na
bazi C%. Porovndnim redlnych a imaginarnich ¢dsti jako vyse to vede na soustavu

o = O

-1

S = N =

— N = O

N = O =

2

o oo

N O =N

NN O

N O = O

Odtud vidime, ze hledand béze je napiiklad (n,mi, ma).

oS o o

SO~ N

NN D =

S O = O

oS o o

SO = N

o O

(e )
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8 Linearni funkcional a linearni zobrazeni

Necht V, W jsou vektorové prostory nad T.

Linedrni zobrazeni z V do W je zobrazeni T : V — W spliiujici tyto vlastnosti:
(1) Yu,v €V, T(u+v)=T(u)+ T(v); (aditivita)
(2) VaeT, vew, T(ow) = o1 (v). (homogenita)

Namisto standardniho zna¢eni T'(v) pro funkéni hodnotu zobrazeni T' v bodé v, pouzivdme i zjednodusujici
znaceni Tw. Mnozinu vsech linedrnich zobrazeni z V do W zna¢ime £ (V,W). Pokud W = V, zkracujeme
L(V,V) =: £ (V). Pokud W =T, iikdme T funkciondl a v linedrnim piipadé znaéime .Z(V, T) =: V#.

Jddro linearniho zobrazeni T : V — W je podmnozina vychoziho V prostoru definovana pfedpisem
kerT:={veV: Tv=0}.

Pro linedrni(!) zobrazeni plati, ze T je injektivni (=prosté) tehdy a jen tehdy, pokud kerT" = {0}. Obor
hodnot linedrniho zobrazeni T : V — W je podmnozina cilového prostoru W definovand ptredpisem

TOV):={TveW: veV}

Podle definice plati (pro jakékoli zobrazeni, ne nezbytneé linedrni), ze T' je surjektivn{ (=na) tehdy a jen tehdy,
pokud T'(V) = W. Zobrazeni, jez je zaroven injektivni a surjektivni se nazyva bijektivni (nebo isomorfismus,
pokud je T navic linedrni).

Pokud prostory V, W jsou koneéné(!) dimenzionélni, plat{ naprosto fundamentalni vysledek:

defekt hodnost
dimV = 4(T) + h(7T), kde d(T) :=dimker T, h(T):=dimT(V), (8.1)

Odtud vidime, ze pokud navic V = W (vychozi a cilovy prostor jsou identické!), T je injektivni tehdy a

jen tehdy, pokud T je surjektivni. Jakakoli z téchto dvou vlastnosti je navic postacujici proto, aby T bylo
bijektivni (nutnost je samoziejma).

Cviceni 1

Necht je definovan funkciondl ¢ : C3 — C pro kazdé z = ( @5

@ ) € C3 nésledujicim zpisobem
3
(a) o(z) = wl + 2z5 + 3a3,

(b) ¢(z) =
(©) p(x) := |301|
(d) ¢(x) := Re(z1),
(e) p(x) := a1+ az — as, kde (x)x = (%%) a X je baze prostoru C? definovand nésledovné
1 1 1
o= =1],(1]),[-2]],
1 2 1

(f) o(x) := x1 4 200 — 22 + a3 za stejnych piedpokladu jako v predchozim bodé.

Zjistéte, zda ¢ € (C?)#. V kladném pifpadé najdéte hodnost h(yp), defekt d(¢) a bazi ker .

ad (a)
Necht z,y € C? jsou libovolné vektory. Ponévadz
plz+y) =@+y1+2x+y)+3x+y)s
=z +y1 + 2(z2 +y2) + 3(z3 + y3)
= (z1 4 222 + 3x3) + (y1 + 2y2 + 3y3)
= o(x) + ¢(y),
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je zobrazeni ¢ aditivni. Homogenita se ukaze analogicky. ¢ je tedy linearni funkcional.

Pokud hleddme jddro zobrazeni ¢, nepfemyslime a rovnou polozime p(x) = 0, kde vektor x lezici ve

vychozim prostoru hleddme. V nagem piipadé x = (%é) a vztah ¢(z) = 0 je ekvivalentn{ jedné rovnici

1 + 229 + 3x3 = 0 o tfech nezndmych z1, z9, x3 € C. Vyjadiime napiiklad 1 = —2x9 — 3x3 a odtud
—2$2 — 3$3
ker p = To : x9,x3 € C
z3
-2 -3
= < T2 1 + x3 0 : x9,x3 € C
0 1
-2 -3
= [u,v]x, kde u=|11], vi=|0
0 1

Ponévadz vektory u, v jsou o¢ividné linedrné nezgvislé, dostdvame d(¢) = 2 a baze ker ¢ je napiiklad (u,v).
Hodnost dopo¢itame ze vztahu &), tedy h(p) = dimC? — d(p) =3 -2 =1.

Jelikoz ker ¢ je netrividlni, ¢ neni injektivni. Jelikoz h(p) = 1, coz je dimenze cilového prostoru C, plati
©(C3) = C a ¢ je surjektivni.
ad (b)

Snadno ovéfime, ze ¢ je linedrni (nulovy) funkciondl. Ponévadz ¢(x) = 0 je podle definice pravda pro
jakykoli vektor x € C3, plati ker o = C?. Tedy d(p) = 3 a za bazi ker ¢ mizeme vzit jakoukoli bazi C3
(napiiklad standardnf). Ze vztahu 8] dopoécitdme h(p) = 0, tudiz p(C3) = 0 (coz je ziejmé od zacatku,
tudiz jsme mohli postupovat i obrdcené). ¢ neni injektivn{ ani surjektivni.

ad (c)

¢ nenf aditivni ani homogenni. Aditivita neplati proto, ze existuji vektory z,y € C* (napiiklad z := (é) a
Y= ( 0 )) takové, ze p(z +y) # p(z) + ¢(y) (jelikoz p(z + y) = p(0) = 0] = 0, avsak p(z) =[1| =1 a
o(z) = |1 =1, tudiz ¢(z) + p(y) = 2 # 0 = p(x + y)). Snadno se najde i protipfiklad k homogenité.

ad (d)

¢ je sice aditivni (dokazte si), avsak neni homogenni. Homogenita neplati proto, ze existuje vektory z € C?

(
(naptiklad x := (é)) a ¢islo a € C (napiiklad « := i) takové, ze p(ax) # ap(z) (jelikoz p(ax) = Re(i) =
Re(1) =

avak p(z) = =1, tudiz ap(z) =i # 0 = p(ax)).

ad (e)

Ozna¢me X =: (a, b, ¢). Pfimoc¢ard moznost, jak postupovat, je explicitné vyjadfit souradnice oy, ag, ag coby
funkce x. Plati x = aja + asb + asc, coz je ekvivalentni soustave

1 1 1 |z 1 1 1 1
-1 1 =2 i) ~ 0 2 -1 xr1 + X2
1 2 1 T3 0 1 0 —T1 + X3

pro neznamé oy, as, a3 € C, kde x1, x9, x5 € C uvazujeme coby zadand ¢isla. Odtud

Qg = —T1 + T3,
ag =2ag — (21 + x2) = 2(—x1 + 23) — (21 + 22) = =321 — T2 + 223, (8.2)
] =1 — Qg — Q3 =2 —(—$1 +$3)—(—3$1—l‘2+21‘3) =bxr1 +x9 — 323
Tedy
olx) =01 + az — ag
= (51‘1 + T2 — 3$3) + (—.Tl + .T3) — (—3$1 — X9 + 2$3)
=Tx1 + 222 — 4x3.



Krejéifik LAAT1 - fesSeni ptikladu 49

Nyni, stejné jako v piikladu (a), ovéiime, ze ¢ je linedrni.

Podminka ¢(z) = 0 pro nalezeni jadra je ekvivalentni vztahum 1 = 4¢1, xo = 4ty a x5 = (Tx1 + 229)/4 =
Tt1 + 2ts, kde t1,t5 € C jsou libovolna ¢isla. Odtud

4t 4 0
ker ¢ = 4to D t1,ta € C p = [u,v]n, kde u:=|0], v:=1[4
Tt1 + 2to 7 2

Ponévadz vektory u, v jsou o¢ividné linedrné nezévislé, dostdvame d(¢) = 2 a baze ker ¢ je napiiklad (u,v).
Hodnost dopoc¢itdme ze vztahu (81, tedy h(¢) = 1. ¢ neni injektivni, avsak je surjektivni.

ad (f)
Vyuzitim obecnych vztaht (82) dostdvame

(x) = x1 + 2000 — T2 + 3
=z + 2(—1‘1 + $3) — 9 + (—3$1 — o + 2$3)
= 74561 — 21‘2 + 4:63 .

Z tohoto vyjadreni se pak snadno ovéri, ze ¢ je linedrni. Z podminky ¢(x) = 0 pro nalezeni jadra vyjadiime
ro = —2x1 + 223, odkud néasledné

X1 1 0
ker o = =21 +2x3 |+ x1,253 € CH = [u,v]y, kde ui=\|-21, vi=1|2
3 0 1

Ponévadz vektory u,v jsou ocividneé linedrné nezdvislé, dostavame d(¢) = 2 a baze ker ¢ je naptiklad (u, v).
Hodnost dopoéitdme ze vztahu ([81]), tedy h(¢) = 1. ¢ neni injektivni, avsak je surjektivni.

Cviceni 2

Nechf je definovén funkcional ¢ € (C3)# pomoci obrazii bazickych vektori
1 1 -1
pll]:=3, pll]:=-3, el 1 | :=6.
1 0 1
(a) Najdéte explicitni pfedpis pro ¢, t.j. ¢ (;é) = qoc
3
(b) Najdéte hodnost h(y), defekt d(¢) a bazi ker p.
ad (a)
Oznac¢me bazické vektory nasledovné:
1 1 -1
a:=1|1], b=11], ci=11
1 0 1

Libovolny vektor z = (%é) € C3 rozlozme do baze (a, b, c), tedy pisme x = a1a+azb+azc, kde oy, az, as €
3

C jsou hledané soutadnice. Jako ve Cviceni 1(e) je nalezneme vyfesenim soustavy

-1 X1 1 -1 X1

1
1 |z ~ |10 O 2 | —r1+ 22
1 I3 0 —1 2 —x1 + X3

)

1
1
1

O ==

tedy
a3 = %(7$1 + $2),
ay =2a3 — (—x1 +23) = (—x1 + 22) — (—21 + 23) = 22 — 23,

041:SC170&24’0&3:$17($27$3)+%(7$1+$2):%1‘17%$2+$3.
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Plati
o(x) = p(ara + azb + ase)
= a1p(a) + az2p(b) + asp(c)
= (531 — 322 + x3) 34 (22 — 23) (—3) + §(—21 + 22) 6
3

— 3
= 751'1 — 5502 + 61'37

kde druhd rovnost plati diky linearité ¢ a tieti rovnost jsou zadané definiéni vztahy na prvcich baze.

ad (b)

Nejdiive si pov§imnéme, ze explicitni tvar z ¢asti (a) pro uréeni defektu a hodnosti nepofebujeme. Vskutku,
ponévadz napifklad ¢(a) = 3 # 0, z linearity ¢ okamzité dostavame ¢([a])) = C. Tedy rozhodné p(C?) = C,
odkud h(¢) = 1. Defekt pak dopocitame z [T, tedy d(p) = 2. ¢ neni injektivni, avsak je surjektivni.

Explicitn{ tvar nicméné potiebujeme pro urceni jadra. Podminka ¢(x) = 0 pro nalezeni jadra je ekvivalentni
vztahum x1 = 12¢1, x5 = 12t5 a x3 = (%xl + %xg)/ﬁ = 3t1 + 3to, kde t1,t2 € C jsou libovolna ¢isla. Odtud

12t 4 0
ker p = 12t Dt te €C ) = [u, vy, kde ui=\|0], v:i=1[4
3ty + 3to 1 1

Ponévadz vektory u, v jsou o¢ividné linedrné nezévislé, baze ker ¢ je napiiklad (u,v).

Cviceni 3

Necht je definovéno zobrazeni A : R3 — R? pro kazdé ¢ = (%) € R? nasledovné
3

 [x3 — 31  (xe—2
(a)Ax.<$2_$3), (c)Az.( ) ),

. 2:0%  2z3+ 20
(b) Az := <x1 2 +$3) , (d) Az = <4$3 . 2$2) .

Zjistéte, zda A € Z(R3,R?). V pozitivnim pifpadé vysetiete obor hodnot A(R?), hodnost h(A4), jadro
ker A a defekt d(A). V negativnim piipadé vysvétlete, pro¢ A nenf linedrni.

ad (a)

Necht z = (%i ) ay = (%é ) jsou libovolné vektory v R3. Potom
2 :

Al+y) = <((gic:yy))32—3((;67ir yy));> - <((363632:yy32))—3((36:15317ir yy;))) - <$x32—3:c$31>+<yy32—3yy31) = A@+AW),

tudiz A je aditivni. Homogenita se ovéii obdobné.

Podle definice

A(R?) = {Ax: x €R3} = {(1‘3 3z1) D X1,T2,%3 € R}

To — I3

o () v () v (1) ¢ meons )
e we we (D) e (O), we (1),

=R2.

Odtud h(A) = 2. Ze vztahu BJ]) dopocitdme d(A) = 1. Abychom nasli jddro A, uvédomime si, ze pozadavek
Az = 0 je ekvivalentni dvéma rovnicim

:L'373$1:0 A $2*$3:0
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o tfech neznamych 1, x2, x3 € R. Z prvni vyjadiime z3 = 3z a z druhé dopocitame o = x3 = 3z, zatimco
z1 € R je volny parametr. Tedy

I 1
ker A = 3x1 | 2 1 €RH =Ja]a, kde a:= |3
3$1 3

Odtud vidime, ze baze ker A je napiiklad (a).

A je surjektivni, avsak neni injektivni.

ad (b)

oo

)

ay = (%1) plati A(z +y) = A(0) = 0, zatimco A(z) = (2) a A(y) = (%), tudiz A(z) + A(y) = (§) #
(5) = Az +y).

Nejednd se o linedrn{ zobrazeni, ponévadz neni aditivn{ (ani homogenni). Skute¢né, pro vektory z := (

ad (c)

oo

)

ay = (%1) plati A(z +y) = A(0) = (?), zatimco A(z) = () a A(y) = (Z3), tudiz A(z) + A(y) =
(%) # () =A@ +).

ad (d)

Nejednd se o linedrni zobrazeni, ponévadz neni aditivn{ (ani homogenni). Skute¢né, pro vektory x := (

Jako v ¢ésti (a) snadno ovéiime, ze se jednd o linedrni zobrazeni. Podle definice

AR?) = {Az: 2 eR%} = {(4223j21§2) D T1,T2,T3 € R}

1 2
= {zl <8> + 2o <2> + 3 <4) T X1,Ta,x3 € R}
0

Odtud h(A) = 1. Ze vztahu BJ]) dopocitdme d(A) = 2. Abychom nasli jddro A, uvédomime si, ze pozadavek
Ax = 0 je ekvivalentni dvéma rovnicim

203 +x2=0 A 4dax3+225=0

o tfech neznamych x1, x2, x3 € R. Okamzité vidimeé, ze rovnice jsou zavislé. Tudiz mame jedinou podminku

To = —2x3, zatimco z1, 3 € R jsou volné parametry. Tedy
X1 1 0
ker A = —2z3 |+ 21,23 €R » = [a,b]x, kde a:=(0|, b:=|-2
T3 0 1

Odtud vidime, zZe béze ker A je napiiklad (a,b).

A neni surjektivni ani injektivni.

Cviceni 4

Necht o1, @ € (R?)#, kde pro kazdé x = (%%) € R3 plati 1 (z) := 1 a funkciondl ¢3 je zadany pomoci

obrazil bazickych vektort prostoru R? nésledovné:

1 1 1
P2 1 :15 P2 1 :15 P2 0 =-1
1 0 1

Najdéte bézi priniku jader funkciondlit ¢; a @o, t.j. 7 ({0}) N w5 ({0}).
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Oznacme
1 1 1 1 0 0
a=11]1], b:=11]1, c:=101], er:=1(0], es:=|1], es:= |0
1 0 1 0 0 1

Ponévadz ¢1(e1) = 1 # 0, z linearity dostavdme ¢ ([e1]x) = R. Tedy urcité ¢; (R?) = R, odkud h(e1) = 1.
Ze vztahu ([BJ) pak dopocitdme d(y1) = 2, tudiz ker 1 je rovina (dvojdimenzionalni podprostor) v R2.
Obdobné rovnou vidime, Ze ker o je rovina v R2?. Prinik dvou rovin (prochézejicich poédtkem) je bud
rovina (pokud ker o1 = ker 2), nebo piimka (pokud ker ¢ # ker pq).

Z jednoduchého zadéni ;1 rovnou vidime, ze ¢1(e2) = 0 = ¢1(e3), tudiz [eq, e3]y C ker 1. Ponévadz uz
vime, ze d(y1) = 2, nezbytné plati rovnost [ea, e3]x = ker ¢1. Tedy béze ker 1 je napiiklad (eq, e3).
Podobné, rovnou ze zadéni ¢o, vidime, ze pa(a—b) =0 = p1(a+c), tudiz [a — b, a+ c]x C ker p2. Ponévadz
uz vime, ze d(y2) = 2, a a — b, a + ¢ jsou linedrné nezavislé, nezbytné plati rovnost [a — b, a + ¢y = ker pa.
Tedy béze ker 2 je napiiklad (a — b, a + ¢).
Jelikoz ker o 3 a + ¢ € ker¢y (prvni soufadnice vektoru a 4 ¢ je nenulovd), vidime, ze ker p; # ker o,
tudiz ker ¢1 Nker o je piimka (prochézejici pocdtkem). Zbyva si viimnout, ze ker pa 3 a — b = e3 € ker ¢.
Tudiz

ker 1 Nker o = [es]x .

Béze pruniku je naptiklad (es).
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9 Linearni funkcional a zobrazeni (2. ¢ast)

Necht T' € Z(V,' W), kde V,' W jsou libovolné vektorové prostory. Operdtorovd rovnice Tv = w , kde w € W
je zadany vektor a v € V je hledany vektor (nezndmd), ma podle definice oboru hodnot feseni tehdy a jen
tehdy, pokud w € T(V). Pokud w € T(V), potom pro nalezeni celé mnoziny feSeni staci znat jadro T a
pouze jedno (tzv. partikuldrn?) feSeni:

T w):= {veV: Tv=w}={u} +kerT, kde Tu=w.

Jak ostatné samo tvrzeni napovidd, partikularnich feseni muze existovat mnoho. Prakticky se postupuje
tak, ze se najdou vSechna feSeni homogenni rovnice Tv = 0 (ta urcuji jddro zobrazeni T') a uhddne jedno
(libovolné) partikuldrni feseni w.

Cviceni 1

Necht A € Z(R3,R?) je pro kazdé x = (%é) € R? definované nasledovné:

[ x3— 3z L 2x3 + 1o
(a) Az := (3@—303) , (b) Az := <4x3—|—2x2> .

Najdéte vsechna fesen{ rovnice Az = (1).

ad (a)

Nejdifve ovétime, zda w := (}) nélez{ A(R?). Obor hodnot A nelezneme, jak jsme zvykli:

A(R3) = {(?2321) © Ty, 29,73 € R}
o () e () e (1) e v)
@6-C) =

V dalsim kroku nalezneme jadro, jak jsme zvykli:

T
ker A = xl ER3: Ty — 311 = 0
’ o — T3 0

Z3

Tedy otividné w € A(R3).

[

Z1

= o €R3Z$3:3$1/\l’2:1}3
€3

Z1

= 3z cx1 €R

3$1

1
3
3/ 15

Ponévadz je jadro netrividlni, bude existovat nekone¢né mnoho feSeni rovnice Az = w.
Nakonec staci nalézt jedno feSeni soustavy

.113—3.171:1,

IEQ*IL'g:l,



54 LAAT1 - fesSeni ptikladu Krejéifik

kde x1, 2,3 € R jsou neznamé. Naptiklad prvni rovnici zaru¢ime volbou z1 := 1 a x3 := 4, z druhé rovnice
pak dopocitdme zo = 1 4+ z3 = 5. Tedy partikularni feseni Au = w je napiiklad

1
u:=15
4
Nakonec
1 1
At w)y= 5]+ |3
4 3 N
ad (b)

Nejdifve ovéfime, zda w ndlez{ A(R?). Obor hodnot A nelezneme, jak jsme zvykli:
203+
3y _ 3+x2 ),
A(R ){<4$3+2$2) : £E1,$2,$3€R}
0 1 2
= {171 (0) + 29 (2) + 3 (4) DT, %2,T3 € R}
0/)°\2)"\4)], 2)],

Ponévadz o¢ividné w = (1) nedostaneme jako ndsobek (1), plati w ¢ A(R?). Tudiz

Al w)=2.

Cviceni 2

Necht A € £ (P3,C3) a necht pro kazdé x € P3, kde z(t) = ap + a1t + aat? pro kazdé t € C, plati

2040 — 2(11
Az = | —o1 + an
g — (g
Najdéte
(a) h(A) a d(4),
(b) ker A,

WD

).

(¢) vSechna feseni rovnice Az = (

ad (a)

Podivejme se na obor hodnot (zde g, a1, @ € C jsou libovolnd &isla, protoze polynom x € Pj je libovolny):

20&0 - 20&1
A(Ps) = —a1+as | ag,a1,a €C
g — (1
2 -2 0
=Sag |0+ | -1 4+a|1]: ap,a1,a0 € C
1 -1 0
2 -2 0
= [u,v,w]y, kde vw:=\10], vi=[-1], w:=|1],
1 -1 0
= [’LL, w]A 3
kde posledni rovnost plati, protoze v = —u — w. Vektory u,w jsou linedrné nezavislé, tudiz baze A(Ps) je

soubor (u,w) a h(A4) = 2. Odtud dopocitdme defekt d(4) = dimP3 —h(A) =3 -2 =1.
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ad (b)

V ¢ésti (a) jsme nasli obor hodnot a hodnost, nasledné dopocitali defekt. Mohli bychom postupovat i
obracené: nalézt jadro a defekt, nasledné dopocitat hodnost. V kazdém piipadé nyni jsme zadani jadro
nalézt. Oznaéme eg(t) := 1, e1(t) :=t, e1(t) := t? vektory standardni baze v P3. Potom

2(10 — 2041 0
ker A = < ageg + a1eq + ases : —a1+ay | =10 A ag,a1,as €C
ap — 0

={apeg+arer tages: ap=a; AN aga=a1 A ap=a1 A ap,ai,as € C}
= {apeg + aper + agez 1 ag € C}

={ap(eo+e1 +e2): ap€C}h

=[eg +e1 +ez]x.

Odtud vidime, 7e baze ker A je generovana polynomem eg+ €1 + ez (explicitné (eg +e1 +e2)(t) = 1+t +12).

ad (c)

Vektor z := g nélez{ oboru hodnot zobrazeni A, ponévadz z = 3u+ 2w, kde (u, w) je uz diive, v ¢asti (a),

nalezend béze A(P3). Tudiz feseni rovnice Az = z existuje. Ponévadz uz jsme nasli jadro, abychom zjitili, jak
vypadaji vSechna feSeni, staci najit jedno partikularni feseni. To odpovida nalezeni jenoho feSeni soustavy

20&0 - 2@1 = 6,
-1+ =2,
Qp — 1 = 3.
Staci se koukat na posledni dvé rovnice, protoze prvni a tieti rovnice jsou zavislé. Abychom zaruéili posledni

rovnici, zvolime napiiklad ag := 4 a a3 := 1. Z druhé rovnice pak dopocitame s =24+ a3 =2+ 1 = 3.
Partikularni feSeni rovnice Az = z je tedy polynom x := 4eq + e; + 3es. Nakonec tedy

A7(z) = {4eg + e1 + 3ea} + [eo + €1 + e2] -

Cviceni 3

Necht 4 € £ (P5,C?) je zadané

1 1 0
A.’L‘l = (1) , A.’L‘Q o= (1) 5 AZEg = (1) s

kde X := (1, 22, z3) je bdze P3 takovd, ze pro kazdé ¢ € C plati

x1(t) :=1—1t, zo(t) =12, x3(t) :=1+t¢.

Naleznéte mnozinu vsech reSeni rovnice Ax = (:% )

Obor hodnot zobrazen{ A je o¢ividné celé R? (protoze A(P3) = [(1),(9)]x = R?), tudiz feSeni urciteé existuje.
Zaroven rovnou vidime, ze jich bude nekone¢né mnoho, jelikoz d(4) = dimP3 —h(A) =3 —-2=1> 0.

Z posledniho vypoétu rovnéz vidime, ze jadro A je jednodimenziondlni podprostor. Ponévadz, z linearity,
A(z1 — z2) = (), rovnou dostdvame, ze ker A = [z1 — z2]).

Zbyva nalézt partikuldrni feseni. Ponévadz, opét z linearity, A(—xzy — x3) = (:%), partikuldrni feseni je
napiiklad polynom —zs — x3. Nakonec tedy

ATH(Z3)) = {22 — 23} + [11 — 22]s.
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Cviceni 4

Necht D je operdtor derivovan{ a nechf A € £ (P3) je pro kazdé x € P3 a pro kazdé t € C definované
(Az)(t) == x(—2t+1).

(a) Vysetiete jddro, defekt a hodnost slozeného zobrazeni DA,
(b) najdéte vSechna feseni rovnice (DA)x = b, kde b(t) := —1 4 4t pro kazdé t € C.

Obecny vektor € P3 mé tvar x = ageg + are; + agea, kde eo(t) := 1, e1(t) :=t, e1(t) := t? jsou vektory
standardn{ baze v P35 a ag, a1, as € C jsou ¢isla (soutadnice vzhledem ke standardni bézi), jez vektor uréuji.

Podle definice
(Az)(t) = g + (=2t + 1) + ap(—2t +1)?

= (040 + o1 + 042) + (—2(11 — 4042)t + 4042t2 .

Odtud
(DAac)(t) = (—2(11 — 4042) + 8ant

= (=2a1 — 4az)eo(t) + Bazer(t).

Nebo struénéji DA = (—2a; — 4as)ep + 8ases.

ad (a)

Z odvozeného explicitniho vztahu pro slozené zobrazeni rovnou vidime, ze (DA)(P3) = [eo, e1]x = P2. Tudiz
h(DA) = 2. Odtud dopocitdme d(DA) = dimPs —h(DA) =3 —2 = 1. Jiddro A je tedy jednodimenzionalni
podprostor Ps. Plati, Vayg, a1, s € C,

apeo + aeq + ages € ker DA <— (—2041 — 405 =0 A 8ag = 0)
< (Oq:O/\OéQ:O).
Tedy ker A = [eo]a.

ad (b)

Ponévadz uz jsme zjistili, ze (DA)(Ps) = Py a b= —eg + 4e; € Py, vime, Ze Teen{ existuje. Jelikoz jadro A
uz jsme nagli, zbyva najit jedno partikuldrni feseni rovnice (DA)x = b, jez je ekvivalentni soustave

720[1 740&2 = 71,
8@2 =4.

Tomu odpovida jednoznacné uréené feseni as = % aa = f%, avSak koeficient oy € C je stale libovolny;
pro partikularni feseni miuzeme zvolit ay = 0. Tedy

(DA)il(b) = { — %61 =+ %62} + [60])\ .



Krejéifik LAAT1 - fesSeni ptikladu 57

Cviceni 5

Necht o € P¥ takovy, ze ¢(z) := z(—1) pro kazdé 2 € P4, a nechf P CC Py, kde
P:={zePy: Vie[-3,4], z(t) ==(1 —-1)}.

Najdéte bazi p=1(0) N P.

Podle definice je ¢ linedrni zobrazeni ¢ : Py — C takové, ze p(z) = x(—1). Ponévadz, rovnéz podle definice,
e 10) = {2 € Py : xz(—1) = 0}, mnozina ¢~ 1(0) je tvoiena polynomy nejvyse tiettho stupné (véetné
nulového polynomu), jez maji —1 za kofen.

Podle definice, polynom x € ¢~1(0) N P tehdy a jen tehdy, pokud z(—1) = 0 a zdroveir x € P. Z druhé
podminky dostdvdme x(—1) = z(1—(—1)) = x(2), tudiz x(2) = 0 (protoze z(—1) = 0). Mnozina ¢~1(0)N P
je tedy tvofend polynomy nejvyse tfetiho stupné (véetné nulového polynomu), jez maji —1 a 2 za kofen, a
navic spliuji symetrii 2(t) = 2(1 — t) pro vSechna t € [—3,4].

Pro libovolny prvek = € ¢ =1(0) N P tedy existujf ¢fsla ¢, tg € C a m € {0,1} takovd, ze
vt e C, x(t) =ct+ 1)t —2)(t—ty)™,

(m = 0 odpovidd moznosti, Ze x je polynom druhého stupné nebo nulovy polynom, zatimco m > 2 neni
mozné, protoze x € Py) a zaroven

vt € [-3,4], ct+1)t=2)t—t) " =c2-t)(-1—1)(1 —to—t)™.

Dosazenim 0 za t dostdvdme identitu ¢(—tg)™ = ¢(1 — o)™, odkud nezbytné ¢ = 0 pro m = 1, nebo ¢ € C
libovolné pro m = 0. Tudiz prinik ¢ =1(0) N P je tvofen pouze jednim polynomem:

e 1 0)NP = [p], kde  p(t):=(0+1)(t—-2).

Béze je napiiklad soubor (p).
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10 Matice linearniho zobrazeni (1. ¢ast)

Matice zobrazeni T € £ (V, W) vzhledem k bdzim (vy,...,v,) € V" a (wy,...,wy,) € W™ je tabulka

a1 ... Qin
(V14eeey vn)T(wl ,,,,, Won) :
Am1 -+ Qmn
jejiz prvky jsou (jednoznaéné) urceny rozklady
T = a1pwi + - - + QW , k=1,...,n.

Jako pomucku pro zapamatovéani si, jak je matice ze zobrazeni zkonstruovéna, si muzete napsat vektory
béaze vychoziho prostoru vy, ..., v, nahoru a vektory baze cilového prostoru wi,...,w,, doleva tabulky
takovymto zpusobem:

V1 ... Vg ... Up
w1y a1k
W Amk

Zde zobrazujeme pouze k-ty sloupec matice, a ten se sklada prave z ¢isel, kterd potiebujeme, abychom mohli
zapsat T'vg coby linearni kombinaci vektoru wy, ..., Wy,.

Jediné, co je potieba si zapamatovat, je, ze soutadnice z rozkladu sklddame do sloupecku matice.

Cviceni 1

Nechf A € .Z(R%,R3), kde pro kazdé = = (%1) € R? plati Az := (ifiii) € R2. Nechf X béze

T1+T2
prostoru R? a Y baze R? jsou definoviny

(60 o (()-(3)-(4

Sestavte (a) 2483 (b) 249 (c) X A% (d) * AY.

ad (a)
Pisme 82 =: (61,62) a 83 =: (fl,fg,fg). Potom

-1
Aex=| 1 | =—-fit+fatfs,
1
1
Aea= (-1 =fi—fa+[5.
1
Odtud (skldddme do sloupecku!)
-1 1
A% =1 -1
1 1

Vsimnéte si, ze
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ad (b)
Pisme Y =: (y1, y2,ys3). Potom
-1
Aeg = | 1 = ay1 + asy2 + agys,
1
1
Aes = | =1 | = Bryr + Bay2 + B3ys,
1
odkud
ay P
82Alj — a9 62
az 3

Abychom uréili koeficienty aq, as, a3 € R a f1, 82, 83 € R, zbyvé vektory Ae; a Ae; rozlozit do baze Y, coz
odpovidé feseni soustavy

1 1 0 |—-1 1 1 1 0 |—-1 1
o -1 -1}1|(-1}) ~ |0 -1 —-1]1|-1
1 1 1 1] 1 0 O 1 210

Odtuda3:2,042:704371:73,041:717042:2a53:0,52:753+1:1,51:1752:0.Tedy

2 0
E249 = [ -3 1
2 0
ad (c)
Pisme X =: (x1,z2). Potom
1
Avy= -1 =f—-fa—f3,
-1
0
Azo = | 0] =0f1 +0fa + 2f3,
2
odkud
1 0
YA = | -1 0
-1 2

Vsimnéte si, ze ¢ast (c) je jednodussi nez ¢ast (b), ponévadz do standardni béze se snadnéji rozklada.

ad (d)

Bez nutnosti premyslet postupujeme jako vyse:

1
Az = | =1 | = m1y1 + v2y2 + 73y3,
-1
0
Axo = [ 0] = d1y1 + doy2 + I3y3,
2

kde koeficienty ~1,72,7v3 € R a d1, d2, I3 € R uréime ze soustavy

1 1 0 110 1 1 0 110
0o -1 -1|{-140) ~ O -1 —-1|-1|0],
1 1 1 |-1]2 0 O 1 |-2|2
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kde’y3:—2,72:—73+1:3,71:1—72:—22163:2,52:—532—2,61:—62:2.Tedy

-2 2
Xpgd = 3 -2

Alternativné si napiSeme
DCAB _ DC(IAI)‘d — 53]‘3 82A83 DCIEQ )

Zde matice €2 A% je ziejm4 pifmo ze zadani zobrazeni A (viz konec &asti (a)). Zarovén

1

Iy = (0| =fi+0f2+ f3,
1
Iz, = <_01) = —ey + Oeg, 1

i Iyp=|-1)=fi—fa+ f3,
I$2<1>61+€2, 1
0

Iys=|-1) =0f1— fa+ f3,

1

odkud rovnou

e, 11 "6l 1 1 0
I:O1 a I** =10 -1 -1

Nakonec

0o 1 1 -1 1 11 -2 2
XYg9=(1 -1 -1 1 -1 (0 1) =3 -2,
-1 0 1 11 -2 2

coz souhlasi s vyse odvozenym vysledkem.

Cviceni 2

Necht A € £ (C3,C?) je zadané obrazy bazickych vektori prostoru C3 nésledovné

1 1 -1
All] := (g) , All] := (?) , Al 0 | := (}1)
0 1 -1

Sestavte €3 A2,

Pisme X := (z1, 22, z3), kde

1 1 -1
r1:=\|1], xo:=|1], zz:=1 0
0 1 -1

Potom rovnou ze zadani mame

xge (2 01
A‘(314'

33A32 _ 53(A])£2 _ DCAEQ ESIDC

Dale pisme
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61

a protoze X A®2 uz zndme, zbyva najit 3%, Jednodussi je nalézt

11 -1
Xr¢a=11 1 0
0 1 -1
a dopocitat €3T% coby inverzni matici
1 0 -1
EapX — (Xrg) T = [—1 1 1
-1 1
Nakonec
1 0 -1
53A52:201—111:1172
3 1 4 11 0 -2 5 =2/

Cviceni 3

Sestavte A% je-li A € Z(R?,R3) zadané matici 247, kde Y je baze R3 a X je baze R?, plati-li

1 1 1 0

1
C2q9 = [ 2 2], Y. 1), 12).11}], x(@)(f))
-1 0 1 1 1

DCA53 — X(IAI)SS _ ‘3183 EQAB DCIEQ ,
kde ze zaddn{ rovnou zndme €249 a

Pisme

11 0
9rés =11 2 1 a xﬁ?:@ 11).
11 1
Tedy
110 1oL 15 0
X p€s 1 2 1 2 2 <3 1) 23 1
11 1/ \=1 0

13 1

Cviceni 4

Necht A € Z(V3), kde X := (z1,22,73) a Y := (221 + 322 + 23,371 + 422 + 23,71 + 272 + 223) jsou
béze V3. Sestavte 9 A, je-li

15 —11 5
XgA=1(20 -15 8
8 -7 6

Pisme
JA=Y94Y =Y(JADNY? =279 XAX 90 X9 X g 9%
Ze zadédn{ zndme XA a

2 3 1
X =13 4 2
11 2
Zbyvajici matici *IY dopocitame jako inverzi
. -6 5 =2
=09y =4 -3 1
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Nakonec

N

N

Il

=~

[

w

—

[N}

(a=)

\

[

ot

[0e)
— W N
oW
N DN =

I
o O =
SN O
w o o

Cviceni 5

Necht A € Z(C3,C?). Naleznéte A (g), je-li

xA“’:(?’ 2 1), v [2).(-1].(0]]). g;:((l),(‘l)).
5 3 2 S\ 2)\ 3

Pisme X =: (z1,x2,23), Y =: (y1,42) au := (g) Trik je si uvédomit, ze u = x1+x2—x3, tudiz (u)x = ( %1),
3 2 1 1 0
_ X 4Y _ -
(Au)y = ~A? (u)x = (5 3 2> _11 = <6> :

—6
Au = 0y; + 6ys = (18) .

a napsat si

Odtud



Krejéifik LAAT1 - fesSeni ptikladu 63

11 Matice linedrniho zobrazeni (2. ¢ast)

Cviceni 1

Necht 4 € Z(C*,C?) je takové, ze

DC1452:(2 -1 1 0)7 kde X o—

—_— 0
=

Naleznéte
(a) bézi oboru hodnot a bazi jddra zobrazeni A,
(b) hodnost h(A) a defekt d(A),
(c) vsechna feSeni rovnice Az = (1).

ad (b)

Nejjednodussi je zacit druhou ¢asti. Hodnost zobrazeni je definovana jako dimenze oboru hodnot. Hodnost
matice je definovdna jako pocet linedrné nezavislych sloupcu. Plati pozoruhodné tvrzeni, ze hodnost zob-
razen{ je rovna hodnosti matice zobrazeni, a to vzhledem k jakkoli zvolené bazi (pozoruhodnost spoc¢ivé
v tom, Ze bdzi lze vskutku zvolit libovolné).

Dale plati, ze hodnost matice je rovna hodnosti matice transponované. Tudiz hodnost matice je rovnéz pocet

linearné nezavislych fadku.

V tomto zaddni médme rovnou zadanou matici zobrazeni A (vzhledem k bézim X v C? a 5 v C?). M4 étyfi
sloupce, av8ak pouze dva radky, tudiz je jednodussi prozkoumat hodnost skrze fadky: v nasem piipadé jsou
o¢ividné linedrné nezévislé (protoze jeden neni ndsobkme druhého). Tudiz

h(A) =h (DCAEQ) — h((DCAEQ)T) -9
Povsimnéte si, ze i pocet linedrné nezavislych sloupcti matice X A2 je dva. Defekt dopoéitame jako obvykle:

d(4) =dimC* —n(A) =4—-2=2.

ad (a)

Ponévadz z predchozi ¢asti uz vime, ze dimenze oboru hodnot zobrazeni A je dva, zatimco dimenze cilového
prostoru C? je rovnéz dva, nezbytné plati

A(CY) =C?.
Tudiz za bézi oboru hodnot A lze zvolit napiiklad standardni bazi €.

Abychom uréili jddro zobrazeni, postupujeme nejlépe podle nésledujicich ekvivalenci:

u € ker A = Au=0 = YA (u)y =0.
Ul [e5}
Pro libovolny vektor v = (Zi) € C* pisme (u)x =: (gg ), kde a1, as,as,as € C jsou &isla jednoznacné
Ug Qg

urcend rozkladem vektoru u do baze X, tedy
U = 0T + X2 + a3T3 + 424,

kde X =: (w1,22,73,74). Maticova rovnice *A%2 (u)x = 0 je soustava dvou rovnic pro ¢tyii neznadmé
a1, g, i3, g, jiz muzeme rovnou resit. Z prvni rovnice napiiklad vyjadiime as = 2a7 + a3, kde a1, a3 € C
budou volné parametry, a z druhé rovnice pak vyjddiime ay = an+as+as = a1+ (201 +as)+as = 3a1+2as.
Tedy

a1 1 0

2001 + « 2 1

(u)x = 1a3 3l = (v)x + ag (w)x, kde (v)x == ol (w)x = 1
3@1 + 20&3 3 2
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Ponévadz a;(v)x + az(w)x = (@1v + asw)x, plati © € [v,w]x. Tudiz ker A = [v, w]. Baze ker A je soubor
(v, w), protoze souradnicové vektory (v)x, (w)x jsou oc¢ividné linedrné nezdvislé (nebo uzitim toho, ze uz
vime, ze defekt A je dva). Zbyva nalézt explicitni tvar bazickych vektoru:

1 -1 1 2
0 0 1 3
v =1x1 + 229 4+ O0x3 + 324 = 1 +2 1 +3 ol =121
1 1 0 3
-1 0 1 1
0 1 1 3
w=0x1 + lxe + lz3 + 224 = 1 + 0 +2 ol =15
1 0 0 1
ad (c)
Ponévadz uz zname jadro A, zbyva nalézt jedno partikuldrni feSeni x rovnice
Ar=(1) = (Ae =), =) <= A% @x=(1).
Posledni vztah je ekvivalentni soustaveé
2 -1 1 0 1
1 1 1 —-1|1)°
jez méa ziejmé TeSeni napiiklad
0
(@)x = | ]
0
Potom (pozor, z3 je oznaceni pro teti vektor baze X)
0
1
r=1x3 = 0
0
Nakonec A7 (1) =z + [v, w],.
Cviceni 2
Necht A € Z(C* C3) je takové, ze
(0 [ (0 (0
A =111, A =10], A =111, A =11
1 . 0 0 1 . 0 B
1 0 0 0 “
Necht B € .Z(C?) je zadané pomoci matice
1 0 -1
&B:=|-1 2 -3
a 1 1
V zavislosti na parametru « € C urcete hodnost zobrazeni BA.

Opét uzijeme toho, ze hodnost zobrazeni je rovno hodnosti odpovidajici matice vzhledem k libovolné zvo-
lenym bazim. Vzhledem k zaddni, je vhodné se drzet béze 3 v C® a bdze X = (w1, 12,23, 24) v C*, kde

0

&
—
I
— == =
8
(V)
|
O = =

OO =
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Plati
h(BA) — h(DC(BA)Eg) — h((ggBEg DCAgg) — h(£3B erg) .

Matice €3 B je explicitné zaddna a *A®3 v podstaté taky, protoze je zadéna akce A na prvcich baze X:

01 0 0

Xpgés =1 0 1 1

1 0 -1 -«

Potom
1 0 -1\ /O1 0 © -1 1 1 a

€spXpgés — -1 2 —3][1 0 1 1]=[-1 -1 5 2+3a
a 1 1 1 0 -1 —« 2 a 0 1—-«
-1 1 1 a
~l0 -2 4 2+2a

0 24+a 2 14+«
-1 1 1 «

~1 0 -2 4 242
0 a 6 343«

-1 1 1 o
~1 0 =2 4 2+ 2«
0 0 4a+12 2a°>+8a+6
-1 1 1 o
=10 -2 4 2+ 2«

0 0 2a+3) (a+3)(a+1)

Z posledniho tvaru vidime, ze matice €2 B * A% m4 tfi linedrné nezavislé sloupce tehdy a jen tehdy, pokud
a # —3. Pokud @ = —3, matice ma pravé dva linedrné nezavislé sloupce. Nakonec tedy

3 & aeC\{-3},
2 & a=-3.

W(34) = {

Cviceni 3

Necht X, X jsou dvé baze vektorového prostoru C* a necht B € .Z(C?), kde

1 -1 0 0 2 -1 6 -3 0
: Xp.—=14 -2 0
2 ) -1 -1 4 -3 2 -1 0

9 —4 4
(@) Bx=1{6], (b) be=|4], (o) (By:=]|4
3 i 6

Ponévadz o¢ividné h(B) = h(*B) = 1 (matice ma pouze jeden linearné nezavisly sloupec), plati d(B) = 2,
coz znamena, ze jadro B je generovano dvéma linedrné nezavislymi vektory u, v. Ze zadani rovnou vidime,
ze napiiklad

0 1
(u)x := |0 a (v)x =12
1 0
Odtud a z explicitniho zadani baze X dostavame
0 -1
u = 1 a R 3
-1 -2

Potom B~1(b) = w+ [u,v]y, kde w je partikularn{ fesenf rovnice Bw = b, pokud existuje, jinak B=1(b) = @.
Zbyva hledat partikularni feseni.
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ad (a)

Bw = b tehdy a jen tehdy, pokud *B (w)x = (b)x, coz je ekvivalentni soustaveé

6 -3 0|9
4 -2 0]6]|,
2 -1 0|3
jez ma ziejme teSeni
1 2
(wyx=|-1], odkud w=|-3
0 4

ad (b)

Obor hodnot zobrazeni B je jednodimenzionélni podprostor [y]», kde

3 1
(Wx= (2], odkud y=|2
1 1

Ponévadz b ¢ [y]x (zadané b nenf nasobkem y), (partikularn{) fesenf neexistuje a B~1(b) = @.

ad (c)

Jedna moznost, jak postupovat, je si uvédomit, ze
IBw=DBw=b — Y19 %8B (w)x = (b)y .
Matici *IY¥ najdeme (podle definice) tak, ze vektory baze X vyjadifme v bézi Y. Tato tiloha vede na soustavu

-1 2 -1 2
2 -1 1 -1
3 -1 1
-1 2 -1 2
2 -1 1 -1
0 1 -1 3

OO = OO
OO = OO

odkud dostdvédme (pfipomindm, ze hledané koeficienty skldddme do sloupecku)

1 -3 1
Yri—(o0o 1 o0
-1 3 0
Ponévadz
-4 2 0
Xf4Xp=(4 -2 0],
6 -3 0

-4 2 0| -4
4 =2 0] 4],
6 3 0| 6
jez ma ziejmé teSeni
1 1
(wyx=1{0], odkud w= | -1

jen}
[\
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Cviceni 4

Necht A € Z(R3,R?)je definované

T
Ve= |z e R3 Az = azy + s + azs
:ci ’ ' —az1+ Brs )

V zévislosti na parametrech «, 3 € R najdéte ker A a A=1((1)).

e[ B a
SAS_(Q 0 ﬂ),

odkud (prozkouménim, kolik mame linedrné nezavislych fadku) rovnou vidime, ze

h(A) — 0 & a=0A =0,
2 & a#0V B#£0.

Plati

Nésledné dopocitame
3 & =0 AN =0,
a(4) = Coony
1 & a#0Vv g#0.

kerA{N’ & a=0AB=0,
[ulx & a#0V B#0,

Odtud vidime, ze

kde u € R3 je nenulovy vektor splitujici

(0 8 )=0)
—-a 0 pB s 0/
Snadno ovéfime, ze hledany vektor ma (pro vSechny hodnoty parametra aw 20 V [ # 0) tvar
ﬂ?
u=|—-aB—a?|. (11.1)
af

Zbyvé nalézt partikuldrni fesenf 2 € R3 rovnice

(aa g g) E :G) (11.2)

Ponévadz A(R?) = (§) v singuldrnim pifpadé @« = 0 A 3 = 0 (jelikoz h(A) = 0), (partikuldrni) Feseni
v tomto pifpadé nebude existovat a A=1((1)) = @. V ostatnich piipadech lze napiiklad zaruéit druhou

s o _ ._ B 1+a’—af.
rovnici v (II2) volbou z; := T1ET A T3 = g3 BlaTipe); Ve

specidlnim piipadé 8 = 0, kdy volba xe nemé smysl, lze volit 1 := —1/a, 29 :=0 a 23 := 2/a.

zatimco z prvni se pak dopocitd xo :=

Shrnut{ je nasledujici (v roviné («, ) je tfeba dat pozor pouze na soufadnicovou osu «):

1%} < a=0A =0,
—1
Lo [ +T[ulx & a0 A B=0,
AH(1) = 2
—Q
i [ B [+ [uh & a€eR A B#0,
B

kde vektor u je definovén v (IL)).
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12 Projektor

Cviceni 1

Necht P,Q cC R3, kde

3 2 2
Pe=1101),11]], @:=
-1 0/], 1)1,

Sestavte ¢Ap, t.j. matici projektoru A na P podle Q.

Pisme
3 2 2
p1 = (O pei=|1], qg:=12
-1 0 1

Tudiz (p1,p2) je baze P a (q) je baze Q. Vsimnéte si, ze (p1,p2,q) je baze R3. Pro libovolny vektor z € R?
tedy existuji ¢isla a1, as, 8 € R takova, ze

x = ap1 + aeps + fBq. (12.1)
To je ekvivalentni soustavé
3 2 2| x 3 2 2 1 3 2 2 1
0 1 2| x| ~ |0 1 2 ) ~ 10 1 2 2 ,
-1 0 1| z3 0 2 5| 3z3+a 0 0 1| 3z3+ 21— 222

odkud
B =z — 2x3 + 3x3,

oy = x5 — 28 = —2x1 + 5wy — 623, (122)
o] = %(xl — 209 —28) = %(3:“ — 6xo + 6x3) = x1 — 229 + 223 .

Obecné zobrazen{ A na R3 m4 tvar

Az :=%A x, kde ®A:=lam asp aws|, aj€eR, i,j€{1,23},
az1 asz ass

a pravou stranu je nutno chapat jako maticové ndsobeni. Projektor A na P podle ) je charakterizovéan tim,
ze
a11T1 + a1222 + a13T3
Axr = | az171 + a2272 + az23r3 | = a1p1 + asps + 0q,
G31T1 + a32%2 + a33T3

kde x € R? je libovolny vektor a a1, as jsou koeficienty z rozkladu (IZ.1). To je ekvivalentni soustavé rovnic

a1171 + a12x2 + a1373 = —x1 + 4w2 — 623,
(2171 + a22T2 + a23r3 = —2x1 + T2 — B3,
a31T1 + a32%2 + a33r3 = —1 + 2w2 — 273,

odkud z libovolnosti vektoru x dostavime

ajp = -1, a2 =4, a13 = —6,
ag = —2, azz =5, a3 = —6
as = —1, agy =2, ass = —2.
Tedy
-1 4 -6
Ap=|-2 5 —6

-1 2 =2
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Cviceni 4

Necht P,Q cC P3, kde

P:={yePs: VteC, y(t)+y(-t)=0}, Q = [y1,y2)x,

kde y1 (t) =1+tay (t) := 1 —1t2 pro viechna t € C. Necht A je projektor na P podle Q a D je operétor
derivovéani. Reste rovnici 3Ax = 4Dx + z, kde z(t) := 16 — 12¢ pro v8echna t € C.

Plat{ P3 = [eo, €1, ea]x, kde eg(t) := 1, e1(t) :=t a ea(t) := t2. Ponévadz, podle definice, P je podprostor P3
charakterizovdn tim, ze jeho prvky jsou liché polynomy, plati P = [e1]x a (e1) je bdze P. Zdroven Q =
[eo + e1,e0 — ea]a a (eo + e1,e0 — €2) je baze Q. Jelikoz P & Q = Ps (jinymi slovy (e1, e + e1,e0 — €2)
je baze P3), pro libovolny polynom x € P3, jenz muzeme psit ve tvaru & = «apeg + are; + ageq, kde
g, a1, an € C, existuji ¢isla a, 81, B2 € C takovd, ze

x = aer + Pi(eo +e1) + Ba(eg — e2)
= (B1 + B2)eo + (a+ B1)er — Baea,

odkud
52:70427
B1=0ag— P2 =09+ a2,
a=o01— 1 =—ag+oa; —as.

Projektor A je charakterizovan tim, ze

Az = aey + 0(eg + €1) + 0(eg — €2)

= (—ao + o] — a2)61 .

Specialné
AeO = —€1, Ael = €1, A€2 = —€1,

odkud

0 0 0

A=-1 1 -1],

0 0 0

kde & := (e, €1, e2). Zaroven
DSOZO, D€1:€0, D€2:261,

tudiz
01 0
ED=10 0 2
0 0 0

Definujme B := 3A — 4D. Potom rovnice 3Az = 4Dx + z je ekvivalentni rovnici Bx = z a mnozina vSech
feSeni je ddna obvyklym vztahem B~!(z) = x, + ker B, kde z,, je partikuldrni feSenf rovnice Bz = 2. Jelikoz

0 -4 0
tB=3%A—-4D=|-3 3 -11|,
0 0 0

snadno nahlédneme, Ze
ker B = [11leg — 3ea]y -

Ponévadz z = 16ey — 12e1, pro nalezeni partikuldrniho feSeni je potieba se podivat na soustavu

0 -4 0 16
-3 3 11| —-12
0 0 0 0

3

odkud nalezneme naptiklad
Tp 1= —4eq .

Nakonec tedy
(34 —4D) Y (2) = —4e; + [11eg — 3ea]y -
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