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9 Lineárńı funkcionál a zobrazeńı (2. část) 53
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1 Soustavy lineárńıch algebraických rovnic

V celé kapitole budeme uvažovat pouze reálná č́ısla.

Z teorie je třeba znát pojmy: soustava m lineárńıch algebraických rovnic o n neznámých, (rozš́ı̌rená) matice
soustavy, homogenńı soustava, triviálńı a netriviálńı řešeńı homogenńı soustavy, ekvivalentńı úpravy. Dále
je třeba umět rozhodnout, zda je soustava řešitelná, a pokud ano, naj́ıt jedno řešeńı.

Cvičeńı 1

Rozhodněte, zda je soustava řešitelná, a pokud ano, najděte jedno řešeńı.
(a)

x −y = 1

2x −2y = 2

y −3z = 0

(1.1)

(b)
x −y = 1

2x −2y = 3

y −3z = 0

(1.2)

(c)
x −y = 1

y −3z = 0
(1.3)

ad (a)

Zde máme tři rovnice (m = 3) o třech neznámých (n = 3, neznámé jsou x, y, z ∈ R). Jedná se o nehomogenńı
soustavu, poněvadž pravá strana





1
2
0





neńı nulová uspořádaná trojice. Demonstrujme si na tomto př́ıkladu r̊uzné metody řešeńı. Značme množinu
řešeńı takovýmto zp̊usobem:

Ř =











x
y
z



 ∈ R
3 : x, y, z řeš́ı (1.1)







.

Metoda substituce. Ze školy znáte elementárńı metodu, kdy se z jedné rovnice vyjádř́ı jedna neznámá
pomoćı ostatńıch neznámých a dosad́ı do ostatńıch rovnic. Tı́mto zp̊usobem se zmenš́ı počet neznámých i
počet rovnic. Iteraćı tohoto postupu se nakonec dojde k úplnému vyřešeńı soustavy.

Např́ıklad z třet́ı rovnice (1.1) vyjádř́ıme y = 3z a dosazeńım do zbývaj́ıćıch rovnic dostaneme soustavu
dvou rovnic o dvou neznámých

x −3z = 1

2x −6z = 2

V daľśım kroku z prvńı rovnice vyjádř́ıme x = 1+3z a dosazeńım do druhé rovnice dostaneme jednu rovnici
o jedné neznámé

2(1 + 3z)− 6z = 2 .

Roznásobeńım závorky se snadno přesvědč́ıme, že levá strana je rovna č́ıslu 2 (nezáviśı na z), jež zároveň
stoj́ı na pravé straně, tud́ıž tato rovnice je vždy splněna (bez ohledu na to, jaké hodnoty neznámá z nabývá).
Tud́ıž z je volný parametr, jehož hodnotu lze zvolit libovolně. Avšak jakákoli tato libovolná volba pak fixuje
hodnotu ostatńıch neznámých pomoćı výše uvedených substitućı:

x = 1 + 3z , y = 3z , z ∈ R .
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Můžeme tedy psát

Ř =











1 + 3z
3z
z



 : z ∈ R







=











1
0
0



+ z





3
3
1



 : z ∈ R







=





1
0
0



+







z





3
3
1



 : z ∈ R







. (1.4)

Jinou substitućı bychom došli k jinak parametrizovanému výsledku (geometricky je toto zřejmé, poněvadž (1.1)
definuje př́ımku v R2 (nakreslete si obrázek), kterou můžeme parametrizovat r̊uzným zp̊usobem).

Gaussova eliminačńı metoda. Jiná možnost, jak se zbavit neznámých, je vynásobit nějakou rovnici nějakým
(nenulovým) č́ıslem a přič́ıst ji k nějaké jiné rovnici. Např́ıklad prvńı rovnici v (1.1) vynásob́ıme č́ıslem −2
a přičteme k druhé rovnici, č́ımž dostaneme novou soustavu

x −y = 1

0 = 0

y −3z = 0

kde posledńı dvě rovnice už neobsahuj́ı neznámou x (v tomto konkrétńım př́ıpadě se z druhé rovnice stane
triviálńı rovnost). Tuto soustavu lze už rovnou řešit: z posledńı rovnice vyjádř́ıme y = 3z a po dosazeńı do
prvńı rovnice dostaneme x = 1+3z, z ∈ R je opět volný parametr. Dostáváme tedy řešeńı ve stejném tvaru
jako (1.4).

Maticová metoda. Tato metoda je pouze zmechanizováńı Gaussovy eliminačńı metody. Povšimněme si, že
pro úpravy v předchoźı metodě nehrála ṕısmenka x, y, z žádnou roli. Soustavu (1.1) tedy reprezentujeme
jako tabulku (zvanou matice)





1 −1 0
2 −2 0
0 1 −3

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1
2
0





a výše uvedené úpravy (zde modře) aplikujeme pouze na č́ısla v tabulce




1 −1 0
2 −2 0
0 1 −3

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1
2
0





.(−2)
+ ∼





1 −1 0
0 0 0
0 1 −3

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1
0
0





l ∼





1 −1 0
0 1 −3
0 0 0

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1
0
0



 . (1.5)

Zde posledńı úprava je pouze prohozeńı řádk̊u (řešeńı soustavy rovnic se nezměńı, pokud nějaké rovnice
prohod́ıme), abychom výslednou matici měli v takzvaném horńım stupňovitém tvaru (pod diagonálou jsou
samé nuly). Proč? Protože odpov́ıdaj́ıćı soustavu

x −y = 1

y −3z = 0

0 = 0

můžeme rovnou řešit jako výše.

Všimněte si, že je výhodné mı́t na prvńım mı́stě tabulky jedničku.

Kromě řádk̊u lze prohazovat i sloupce, ale v tomto př́ıpadě nesmı́me zapomenout, že došlo k prohozeńı
pořad́ı ṕısmenek x, y, z.

Pro velké soustavy je maticová metoda obvykle nejefektivněǰśı.

ad (b)

Levá strana soustavy je stejná jako v př́ıpadě (b), avšak pravá strana se lǐśı. Stejné úpravy jako výše




1 −1 0
2 −2 0
0 1 −3

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1
3
0





.(−2)
+ ∼





1 −1 0
0 0 0
0 1 −3

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1
1
0





l ∼





1 −1 0
0 1 −3
0 0 0

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1
0
1



 .

Když výslednou tabulku přeṕı̌seme zpět do soustavy rovnic, vid́ıme, že v tomto př́ıpadě jsme p̊uvodńı
soustavu převedli na ekvivalentńı soustavu

x −y = 1

y −3z = 0

0 = 1
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Z posledńı rovnice vid́ıme, že soustava je neřešitelná, tedy

Ř = ∅.

ad (c)

Zde jsme v naprosto stejné situaci jako v př́ıpadě (a), protože druhá rovnice v (1.1) je pouze dvojnásobkem
prvńı rovnice (je takzvaně závislá), tud́ıž ji lze ze soustavy vynechat. Ekvivalentně vid́ıme, že matice sou-
stavy (1.3)

(

1 −1 0
0 1 −3

∣

∣

∣

∣

1
0

)

je ekvivalentńı posledńı matici v (1.5) (stač́ı přidat nulový řádek). Řešeńı lze tedy opět psát ve tvaru (1.4).

Cvičeńı 2

Rozhodněte, zda je soustava řešitelná, a pokud ano, najděte jedno řešeńı.
(a)

x +2y = −1

x +y = 2

−2x +y = −1

(b)
x −2y = −1

x +y = 2

−2x +y = −1

ad (a)




1 2
1 1
−2 1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

−1
2
−1





.(−1)
+

.2

+
∼





1 2
0 −1
0 5

∣

∣

∣

∣

∣

∣

−1
3
−3



 .5
+

∼





1 2
0 −1
0 0

∣

∣

∣

∣

∣

∣

−1
3
12



 .

Po těchto úpravách tedy dostáváme ekvivalentńı systém

x +2y = −1

−y = 3

0 = 12

Z posledńı rovnice vid́ıme, že soustava nemá řešeńı, tedy Ř = ∅.

ad (b)




1 −2
1 1
−2 1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

−1
2
−1





.(−1)
+

.2

+
∼





1 −2
0 3
0 −3

∣

∣

∣

∣

∣

∣

−1
3
−3



 : 3
: (−3)

∼





1 −2
0 1
0 1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

−1
1
1



 .(−1)
+

∼





1 −2
0 1
0 0

∣

∣

∣

∣

∣

∣

−1
1
0



 .

Po těchto úpravách tedy dostáváme ekvivalentńı systém

x −2y = −1

y = 1

0 = 0

z něhož rovnou vid́ıme, že soustava má právě jedno řešeńı y = 1 a x = −1 + 2y = 1, tedy

Ř =

{(

1
1

)}

.
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Cvičeńı 3

Rozhodněte, zda má homogenńı soustava i netriviálńı řešeńı, a pokud ano, najděte jedno takové řešeńı.

7x +14y +11u = 0

13x +36y −10z +19u = 0

3x +25y −19z +2u = 0

3x +4y +2z +5u = 0

Zde se jedná o homogenńı soustavu, poněvadž pravá strana je nulová. Homogenńı soustava je vždy řešitelná,
jelikož triviálńı volba x, y, z, u = 0 je vždy řešeńım. Zaj́ımavá otázka však je, jestli existuje i netriviálńı řešeńı
(pokud ano, homogenńı soustava má nezbytně nekonečně mnoho řešeńı).

Poněvadž nulová pravá strana vždy z̊ustane nulovou při jakýchkoli ekvivalentńıch úpravách, je zvykem
v homogenńım př́ıpadě pravou stranu vynechávat a pracovat pouze s matićı levé strany. V prvńım kroku si
porad́ıme s vyloženě ošklivými č́ısly a pak postupujeme standardně









7 14 0 11
13 36 −10 19
3 25 −19 2
3 4 2 5









.2
− +

.(−4)
+

.(−1)

∼









1 −8 10 3
1 20 −18 −1
0 21 −21 −3
3 4 2 5









.(−1)
+
: 3

∼









1 −8 10 3
0 28 −28 −4
0 7 −7 −1
3 4 2 5









.(−3)
: 4

+

∼









1 −8 10 3
0 7 −7 −1
0 7 −7 −1
0 28 −28 −4









.(−1)
+
: 4

.(−1)

+

∼









1 −8 10 3
0 7 −7 −1
0 0 0 0
0 0 0 0









.

Odtud vid́ıme, že existuj́ı netriviálńı řešeńı soustavy. Podrobněji, výsledná matice je ekvivalentńı soustavě

x −8y +10z +3u = 0

7y −7z −u = 0

Řešeńı posledńı rovnice můžeme parametrizovat např́ıklad takto u = 7s a z = t, kde s, t ∈ R, odkud
y = t+ s, a z prvńı rovnice pak dopoč́ıtáme x = 8y − 10z − 3u = 8(t+ s)− 10t− 3(7s) = −2t− 13s. Tedy

Ř =























−2t− 13s
t+ s
t
7s









: s, t ∈ R















=















t









−2
1
1
0









+ s









−13
1
0
7









: s, t ∈ R















.

Cvičeńı 6

Rozhodněte, zda je soustava řešitelná, a pokud ano, najděte jedno řešeńı.

2x +y −z +u −3v = 1

−11x +2y −u +3v = −1
(1.6)

Odpov́ıdaj́ıćı matice soustavy má tvar

x y z u v
(

2 1 −1 1 −3
−11 2 0 −1 3

∣

∣

∣

∣

1
−1

)

∼
z x y u v

(

−1 2 1 1 −3
0 −11 2 −1 3

∣

∣

∣

∣

1
−1

)

,



6 LAA1 - řešeńı př́ıklad̊u Krejčǐŕık

kde ekvivalentńı úprava spoč́ıvá v tom, že jsme třet́ı sloupec dali na prvńı mı́sto. Výsledná matice už je
rovnou v horńım stupňovitém tvaru. Jinými slovy (1.6) je (zcela zřejmě) ekvivalentńı soustavě

−z +2x +y +u −3v = 1

−11x +2y −u +3v = −1

kterou už rovnou můžeme řešit. Z druhé rovnice např́ıklad vyjádř́ıme u = −11x+2y+3v+1, kde x, y, v ∈ R

jsou libovolné parametry, a po dosazeńı do prvńı rovnice dostaneme

z = 2x+ y + (−11x+ 2y + 3v + 1)− 3v − 1 = −9x+ 3y .

Tedy

Ř =



































x
y

−9x+ 3y
−11x+ 2y + 3v + 1

v













: x, y, v ∈ R























=



































0
0
0
1
0













+ x













1
0
−9
−11
0













+ y













0
1
3
2
0













+ v













0
0
0
3
1













: x, y, v ∈ R























.

Cvičeńı 8

V závislosti na parametru λ rozhodněte, zda je soustava řešitelná.
(a)

λx +y +z = 1

x +λy +z = 1

x +y +λz = 1

ad (a)

V prvńım kroku prohod́ıme řádky, abychom neměli parametr v levém horńım rohu (abychom mohli provádět
pouze ekvivalentńı úpravy), a dále postupujeme standardně





λ 1 1
1 λ 1
1 1 λ

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1
1
1



 ∼





1 1 λ
1 λ 1
λ 1 1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1
1
1





.(−1)
+

.(−λ)

+

∼





1 1 λ
0 −1 + λ −λ+ 1
0 −λ+ 1 −λ2 + 1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1
0

−λ+ 1



 .1
+

∼





1 1 λ
0 −1 + λ −λ+ 1
0 0 −λ2 − λ+ 2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1
0

−λ+ 1





=





1 1 λ
0 λ− 1 −(λ− 1)
0 0 (λ− 1)(λ+ 2)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1
0

λ− 1



 := Mλ .

Nyńı rozlǐśıme dva př́ıpady.

λ = 1 V tomto př́ıpadě

M1 =





1 1 1
0 0 0
0 0 0

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1
0
0



 ,

což odpov́ıdá soustavě jedné rovnice x+y+z = 1 o třech neznámých x, y, z, jež je zřejmě řešitelná. V tomto
př́ıpadě má soustava dokonce nekonečně mnoho řešeńı (najděte je). Geometricky se jedná o rovinu v R3.

λ 6= 1 V tomto př́ıpadě můžeme vydělit (nenulovým) výrazem λ− 1, tud́ıž

Mλ ∼





1 1 λ
0 1 −1
0 0 λ+ 2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1
0
1



 ,
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což odpov́ıdá soustavě
x +y +λz = 1

y −z = 0

(λ+ 2)z = 1

Posledńı rovnici lze řešit tehdy a jen tehdy, pokud λ 6= −2. Pokud λ 6= −2, z posledńı rovnice vyjádř́ıme
z = 1/(λ+2) a po dosazeńı do prvńıch dvou rovnic dopoč́ıtáme jednoznačně i x, y (dopočtěte). Geometricky
se jedná o bod v R3.
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2 Vektorový prostor

Vektorový prostor nad č́ıselným tělesem T := R (nebo C) je množina V prvk̊u nazývaných vektory, která
splňuje následuj́ıćı axiomy:

(A) Existuje zobrazeńı (součet vektor̊u) V× V → V : {(u, v) 7→ u+ v} splňuj́ıćı:

(1) ∀u, v ∈ V, u+ v = v + u; (komutativita)

(2) ∀u, v, w ∈ V, u+ (v + w) = (u+ v) + w; (asociativita)

(3) ∃0 ∈ V, ∀u ∈ V, u+ 0 = u; (nulový vektor, počátek)

(4) ∀u ∈ V, ∃ − u ∈ V, u+ (−u) = 0. (opačný vektor)

(B) Existuje zobrazeńı (násobeńı vektor̊u č́ısly) T× V → V : {(α, u) 7→ αu} splňuj́ıćı:

(1) ∀α, β ∈ T, u ∈ V, α(βu) = (αβ)u; (asociativita)

(2) ∀u ∈ V, 1u = u. (identita)

(C) Tato zobrazeńı jsou vzájemně provázána skrze distributivitu:

(1) ∀α ∈ T, u, v ∈ V, α(u + v) = αu+ αv; (distributivita 1)

(2) ∀α, β ∈ T, u ∈ V, (α+ β)u = αu + βu. (distributivita 2)

Někdy se součet vektor̊u znač́ı symbolem ⊕, násobeńı č́ıslem symbolem ⊙ a vektor se zd̊urazňuje přidáńım
šipečky ~v.

Podprostor vektorového prostoru V je podmnožina U ⊂ V, jež je sama o sobě vektorovým prostorem (se
stejnými operacemi sč́ıtáńı vektor̊u a násobeńı č́ısly jako ve V). Znač́ıme U ⊂⊂ V.

Definice podprostoru je elegantńı, avšak nehod́ı se pro konkrétńı ověřováńı, zda daná podmnožina U ve V

je podprostorem ve V, poněvadž jej́ı ověřeńı vyžaduje kontrolu všech axiomů vektorového prostoru výše. Ve
skutečnosti však stač́ı ověřit jen tři věci, zbytek plne z toho, že U je podmnožinou ve V:

U ⊂⊂ V ⇐⇒











(i) 0 ∈ U ; (obsahuje počátek)

(ii) ∀u, v ∈ U, u+ v ∈ U ; (uzavřenost v̊uči součtu)

(iii) ∀α ∈ T, u ∈ U, αu ∈ U . (uzavřenost v̊uči násobeńı)

(Logická spojka mezi vlastnostmi (i), (ii), (iii) je “a” (konjunkce).)

Cvičeńı 1

Necht’ V je množina uspořádaných dvojic reálných č́ısel, těleso T = R. Pro každé α ∈ R a každé ~x = ( x1

x2
)

a ~y = ( y1

y2
) ∈ V definujeme:

(a)

~x⊕ ~y :=

(

x1 + y1
x2 + y2

)

a α⊙ ~x :=

(

αx1

0

)

.

(b)

~x⊕ ~y :=

(

x1 + y1
0

)

a α⊙ ~x :=

(

αx1

αx2

)

.

Je V s takto definovanými operacemi vektorovým prostorem nad R?

V obou př́ıpadech je odpověd’ NE.
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ad (a)

Neplat́ı např́ıklad axiom (B2). Za t́ımto účelem si nejdř́ıve uvědomme, co znamená negace požadovaného
výroku (pro váš komfort nyńı ṕı̌seme šipečku):

¬ (B2) ⇐⇒ ∃~u ∈ V, 1~u 6= ~u .

A skutečně existuje vektor ~u := ( 01 ), pro nějž

1⊙ ~u =

(

0 · 1
0

)

=

(

0
0

)

6=
(

0
1

)

= ~u .

ad (b)

Neplat́ı např́ıklad axiom (A3). Negace požadovaného výroku zńı:

¬ (A3) ⇐⇒ ∀~0 ∈ V, ∃~u ∈ V, ~u+ ~0 6= ~u .

A skutečně pro libovolný vektor ~0 =
(

01
02

)

existuje vektor ~u := ( 01 ), pro nějž

~u⊕ ~0 =

(

u1 + 01
0

)

=

(

01
0

)

6=
(

0
1

)

= ~u .

Zkuste si zjistit, jaké daľśı axiomy nejsou splněny.

Cvičeńı 2

Necht’ V je množina kladných reálných č́ısel, t.j. V := {x > 0 : x ∈ R}, těleso T = R. Pro každé α ∈ R a
~x, ~y ∈ V (t.j. ~x = x > 0, ~y = y > 0) definujeme

~x⊕ ~y := xy a α⊙ ~x := xα .

Je V s takto definovanými operacemi vektorovým prostorem nad R?

Někoho to může šokovat, poněvadž součet vektor̊u (což jsou striktně kladná č́ısla) je definován coby násobeńı(!)
a násobeńı vektoru č́ıslem je definováno coby mocnina(!), avšak odpověd’ je ANO. Zkuste si sami ověřit
všechny axiomy (A), (B), (C). Zde si pouze ukážeme existenci neutrálńıho prvku v̊uči tomuto nestan-
dardńımu součtu a jak muśı vypadat opačný vektor.

ad (A3)

Hledáme striktně kladné č́ıslo ~o = o (aby nedošlo k záměně s č́ıslem nula, ṕı̌seme ~o namı́sto značeńı ~0 výše),
jež pro libovolné jiné striktně kladné č́ıslo ~u = u splňuje (šipečkou zde označujeme axiomatickou rovnost,
kterou chceme, aby platila)

~u⊕ ~o = uo
↓
= u = ~u .

Vyděĺıme-li u-čkem, vid́ıme, že nezbytně ~o = o = 1. Nulový vektor je tedy č́ıslo jedna!

ad (A4)

Pro libovolné dané striktně kladné č́ıslo ~u = u hledáme jiné striktně kladné č́ıslo ~v = v (jež záviśı na volbě u)
takové, aby

~u⊕ ~v = uv
↓
= 1 = ~o .

Vyděĺıme-li u-čkem, vid́ıme, že nezbytně ~v = 1/u. Opačný vektor je tedy převrácená hodnota!
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Cvičeńı 3

Necht’ V je podmnožina C3 složená z vektor̊u
(

x1

x2

x3

)

, pro které plat́ı:

(a) x1 ∈ R,
(b) x1 = 0,
(c) x1 = 0 ∨ x2 = 0,
(d) x1 + x2 = 0,
(e) x1 + x2 = 1,
(f) x1 = x2 ∧ x1 6= x3,
(g) všechny složky jsou reálné,
(h) x1 = x2,
(i) x1 6= x2,
(j) x1 + 2x3 = 0,
(k) x1 + 2x3 = 1.

Která z těchto množin je vektorovým prostorem nad C při zúžeńı operaćı z C
3 na V (t.j. sč́ıtáńı vektor̊u

a násobeńı vektoru komplexńım č́ıslem po složkách)?

Nepozorný student začne ověřovat všech osm axiomů (A), (B), (C). Pozorný student si uvědomı́, že V je
podmnožina C3, tud́ıž otázku lze přeformulovat tak, jestli zadaná množina V je podprostorem C3. Stač́ı
tedy ověřit pouze tři vlastnosti (i)–(iii).

U většiny z těchto zadáńı se lze i ptát, jestli V je podprostorem R3. V tomto př́ıpadě máme názornou
geometrickou interpretaci (kreslete si obrázky). Připomeňme, že v R3 existuj́ı pouze čtyři druhy podprostor̊u:
počátek, př́ımky procházej́ıćı počátkem, roviny procházej́ıćı počátkem a celý prostor.

ad (a)

NE. Neńı splněna uzavřenost v̊uči násobeńı č́ıslem. Skutečně, existuje č́ıslo i ∈ C a vektor u :=
(

1
0
0

)

∈ V

takové, že iu =
(

i
0
0

)

6∈ V.

ad (b)

ANO. Počátek
(

0
0
0

)

zřejmě lež́ı ve V. Pro libovolné dva vektory x :=
(

0
x2

x3

)

∈ V a y :=
(

0
y2

y3

)

∈ V, kde

x2, x3, y2, y3 ∈ C jsou libovolná č́ısla, zřejmě plat́ı

x+ y =
(

0
x2

x3

)

+
(

0
y2

y3

)

=
( 0

x2+y2

x3+y3

)

∈ V ,

č́ımž jsme ověřili uzavřenost v̊uči součtu. Obdobně se ověř́ı uzavřenost v̊uči násobeńı č́ısly (zkuste sami).

V R3 se geometricky jedná o rovinu tvořenou souřadnicovými osami x2, x3.

ad (c)

NE. Naplat́ı uzavřenost v̊uči součtu. Skutečně, např́ıklad vektory x :=
(

0
1
1

)

∈ V a y :=
(

1
0
1

)

∈ V, avšak

x+ y =
(

0
1
1

)

+
(

1
0
1

)

=
(

1
1
2

)

6∈ V .

V R3 se geometricky jedná o sjednoceńı roviny tvořené souřadnicovými osami x2, x3 s rovinou tvořenou
souřadnicovými osami x1, x3. Připomenut́ım toho, jak se sč́ıtaj́ı vektory v eukleidovském prostoru, je zřejmé,
že se lze po součtu dostat mimo toto sjednoceńı.

ad (d)

ANO. Počátek
(

0
0
0

)

zřejmě lež́ı ve V, poněvadž součet jeho prvńı a druhé složky (jež jsou obě nulové), dá

zřejmě nulu. Mějme nyńı libovolný vektor x :=
(

x1

x2

x3

)

∈ V, což znamená, že x1, x2, x3 ∈ C jsou libovolná

č́ısla splňuj́ıćı x1 + x2 = 0, a libovolné č́ıslo α ∈ C. Pak zřejmě

αx = α
(

x1

x2

x3

)

=
(

αx1

αx2

αx3

)

∈ V ,
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poněvadž αx1 + αx2 = α(x1 + x2) = α0 = 0. Tı́m jsme dokázali uzavřenost v̊uči násobeńı č́ısly. Uzavřenost
v̊uči součtu se dokáže obdobně (zkuste sami).

V R3 se geometricky jedná o rovinu tvořenou souřadnicovými osami x2, x3 a pootočenou o 45◦ kolem osy x3

v kladném směru.

ad (e)

NE. Počátek
(

0
0
0

)

nelež́ı ve V, poněvadž součet jeho prvńı a druhé složky (jež jsou obě nulové), dá zřejmě

nulu (což se nerovná jedné).

V R3 se geometricky jedná o rovinu, jež neprocháźı počátkem.

ad (f)

NE. Počátek
(

0
0
0

)

nelež́ı ve V, poněvadž jeho prvńı složka se sice rovná jeho druhé složce (poněvadž obě

složky jsou nulové), avšak jeho třet́ı složka (rovněž nulová) se také rovná prvńı.

ad (g)

NE. Neńı splněna uzavřenost v̊uči násobeńı č́ıslem. Viz (a).

ad (h)

ANO. Ověřte si sami.

V R3 se geometricky jedná o rovinu tvořenou souřadnicovými osami x2, x3 a pootočenou o 45◦ kolem osy x3

v záporném směru.

ad (i)

NE. Počátek
(

0
0
0

)

nelež́ı ve V.

ad (j)

ANO. Ověřte si sami.

V R3 se geometricky jedná o rovinu, jež procháźı počátkem.

ad (k)

NE. Ověřte si sami.

V R3 se geometricky jedná o rovinu, jež neprocháźı počátkem.

Cvičeńı 4

Necht’ V je podmnožina R2,2 tvořená
(a) tzv. symetrickými maticemi, t.j.

V :=

{(

a11 a12
a21 a22

)

: a11, a12, a21, a22 ∈ R, a12 = a21

}

.

(b) tzv. diagonálńımi maticemi, t.j.

V :=

{(

a11 0
0 a22

)

: a11, a22 ∈ R

}

.

Zjistěte, zda V je vektorovým prostorem nad R při zúžeńı operaćı z R2,2 na V (t.j. sč́ıtáńı matic a násobeńı
matice reálným č́ıslem po prvćıch).
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Poněvadž prostor všech matic R
2,2 je vektorovým prostorem, stač́ı opět vyšetřit, zda V je podprostorem.

Tedy pouze ověřit, zda nulová matice ( 0 0
0 0 ) nálež́ı V (což je v obou př́ıpadech zřejmé) a uzavřenost v̊uči

součtu a uzavřenost v̊uči násobeńı č́ısly. Ověřme uzavřenost v̊uči součtu (uzavřenost v̊uči násobeńı č́ısly si
ověřte sami). Necht’ A := ( a11 a12

a21 a22
) , B :=

(

b11 b12
b21 b22

)

jsou libovolné matice z R2,2. Potom

A+B =

(

a11 a12
a21 a22

)

+

(

b11 b12
b21 b22

)

=

(

a11 + b11 a12 + b12
a21 + b21 a22 + b22

)

=: C.

Pokud a12 = a21 a b12 = b21 (př́ıpad (a)), potom rovněž

c12 = a12 + b12 = a21 + b21 = c21 ,

tedy C ∈ V. Obdobně, pokud a12 = 0 = a21 a b12 = 0 = b21 (př́ıpad (b)), potom rovněž

c12 = a12 + b12 = 0 + 0 = 0 a c21 = a21 + b21 = 0 + 0 = 0 ,

tedy C ∈ V.

Cvičeńı 5

Necht’ P je množina polynomů s operacemi definovanými bodově, t.j. pro každé α ∈ C a každý polynom
x ∈ P a y ∈ P definujeme:

(x+ y)(t) := x(t) + y(t) a (αx)(t) := αx(t) pro každé t ∈ C.

Vı́me z přednášky, že P tvoř́ı vektorový prostor nad C. Která z následuj́ıćıch množin tvoř́ı při zúžeńı
operaćı z P vektorový prostor nad C?
(a) {x ∈ P : x(0)− x(i) = 0},
(b) {x ∈ P : ∀t ∈ C, x(t) = x(t+ 1)},
(c) {x ∈ P : x má stupeň tři},
(d) {x ∈ P : 0, 1, 2 jsou kořeny x}.

Stač́ı opět vyšetřit, zda dané podmnožiny jsou podprostory P.

ad (a)

ANO. Nulový polynom 0 definovaný vztahem 0(t) := 0 pro všechna t ∈ C zřejmě splňuje vztah 0(0)−0(i) =
0. Necht’ x, y ∈ P jsou libovolné polynomy, jež zplňuj́ı x(0) − x(i) = 0 a y(0) − y(i) = 0. Potom polynom
z := x+ y splňuje

z(0)− z(i) = [x(0) + y(0)]− [x(i) + y(i)] = [x(0) − x(i)] + [y(0)− y(i)] = 0 + 0 = 0 .

Daná podmnožina je tedy uzavřená v̊uči sč́ıtáńı. Uzavřenost v̊uči násobeńı č́ısly se ověř́ı obdobně.

ad (b)

ANO. Nulový polynom 0 zřejmě splňuje vztah 0(t) = 0(t + 1). Necht’ x ∈ P je libovolný polynom, jenž
zplňuje x(t) = x(t+1) pro všechna t ∈ C, a necht’ α ∈ C je libovolné č́ıslo. Potom polynom z := αx splňuje

∀t ∈ C , z(t) = αx(t) = αx(t + 1) = z(t+ 1) .

Daná podmnožina je tedy uzavřená v̊uči násobeńı č́ısly. Uzavřenost v̊uči sč́ıtáńı se ověř́ı obdobně.

ad (c)

NE. Nulový polynom 0 neńı stupně tři. Mimochodem neplat́ı ani uzavřenost v̊uči sč́ıtańı (x + (−x) = 0),
ani uzavřenost v̊uči násobeńı č́ısly (0x = 0).

ad (d)

ANO. 0, 1, 2 jsou zřejmě kořeny nulového polynomu. Necht’ x, y ∈ P jsou libovolné polynomy, jež zplňuj́ı
x(0) = x(1) = x(2) = 0 a y(0) = y(1) = y(2) = 0. Potom polynom z := x+ y splňuje

z(0) = x(0) + y(0) = 0 + 0 = 0 ,

tedy 0 je rovněž kořenem součtu x+y. To, že 1, 2 jsou rovněž kořenem součtu x+y, se ověř́ı zcela analogicky.
Tı́mto jsme ověřili uzavřenost v̊uči součtu. Uzavřenost v̊uči násobeńı č́ısly se ověř́ı obdobně.
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3 Lineárńı (ne)závislost

Z teorie je třeba znát pojmy: lineárńı kombinace (triviálńı, netriviálńı), lineárńı (ne)závislost, lineárńı obal.
Je nutné umět rozhodnout, zda má soustava lineárńıch algebraických rovnic řešeńı, a pokud má, tak umět
alespoň jedno naj́ıt. Neńı-li uvedeno jinak, uvažujeme těleso komplexńıch č́ısel T = C.

Cvičeńı 1

Rozhodněte, zda jsou vektory x1, x2, x3 z R3 LZ nebo LN.

(a) x1 :=





4
3
2



 , x2 :=





1
3
5



 , x3 :=





3
6
9



.

(b) x1 :=





3
1
5



 , x2 :=





1
2
−2



 , x3 :=





2
3
−1



.

(c) x1 :=





11
−4
−3



 , x2 :=





1
1
−3



 , x3 :=





3
−2
1



.

Pokud máme rozhodnout o lineárńı závislosti či nezávislosti vektor̊u, nepřemýšĺıme a rovnou zkonstruujeme
libovolnou lineárńı kombinaci těchto vektor̊u. Pak se koukáme, jestli, polož́ıme-li ji rovnu nulovému vektoru,
zda nezbytně všechny koeficienty lineárńı kombinace jsou nulové (lineárńı nezávislost), či zda existuje nějaká
netriviálńı lineárńı kombinace (lineárńı závislost).

ad (a)

V tomto př́ıpadě tedy vezmeme libovolná reálná (protože uvažovaný vektorový prostor je nad R) č́ısla
α1, α2, α3 ∈ R a koukáme na řešeńı rovnice

α1x1 + α2x2 + α3x3 = α1





4
3
2



+ α2





1
3
5



+ α3





3
6
9





↓
=





0
0
0



 = 0 .

Tato vektorová rovnice je ekvivalentńı homogenńı soustavě lineárńıch algebraických rovnic

4α1 +α2 + 3α3 = 0

3α1 +3α2 + 6α3 = 0

2α1 +5α2 + 9α3 = 0

Tu pak řeš́ıme standardńım zp̊usobem, např́ıklad takto:




4 1 3
3 3 6
2 5 9





+
.(−1)

+

.(−2)
: 3 ∼





1 −2 −3
1 1 2
0 −9 −15





+
.(−1)
: 3

∼





1 −2 −3
0 −3 −5
0 −3 −5



 ∼





1 −2 −3
0 −3 −5
0 0 0



 .

Posledńı matici odpov́ıdá ekvivalentńı soustava

α1 −2α2 − 3α3 = 0

−3α2 − 5α3 = 0

jež má spoustu netriviálńıch řešeńı, tud́ıž vektory x1, x2, x3 jsou lineárně závislé.

Konkrétně z druhé rovnice vid́ıme, že můžeme zvolit α3 := 3t, α2 := −5t, kde t ∈ R je libovolné č́ıslo, a z
prvńı dopoč́ıtáme α1 = 2α2 + 3α3 = −10t+ 9t = −t. Naše vektory tedy splňuj́ı

−tx1 − 5tx2 + 3tx3 = 0 ,

a to pro libovolné t ∈ R. Volba t = 0 odpov́ıdá triviálńımu př́ıpadu, zat́ımco pro libovolné t 6= 0 dostaneme
netriviálńı lineárńı kombinaci

−x1 − 5x2 + 3x3 = 0 .

V této konečné fázi je vhodné si udělat zkoušku.
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ad (b)

Z předchoźıho př́ıkladu vid́ıme, že postup lze mechanizovat:




3 1 2
1 2 3
5 −2 −1



 ∼





1 2 3
3 1 2
5 −2 −1





.(−3)
+

.(−5)

+
∼





3 1 2
0 −5 −7
0 −12 −16



 ∼





3 1 2
0 5 7
0 3 4



 ∼





3 1 2
0 5 7
0 0 −1



 .

Zde posledńı matici zřejmě odpov́ıdá homogenńı soustava, jež má pouze triviálńı řešeńı, tud́ıž vektory x1,
x2, x3 jsou lineárně nezávislé.

ad (c)

Zkuste si sami.

Cvičeńı 2

Necht’ x, y, z jsou LN vektory z V nad T. Zjistěte, zda vektory

x− 2y + z, 4x− y − z, 4x+ 13y − 11z

jsou LZ nebo LN.

V prvńı řadě si napǐsme, co znamená, že vektory x, y, z jsou lineárně nezávislé:

∀α1, α2, α3 ∈ T , α1x+ α2y + α3z = 0 =⇒ α1 = α2 = α3 = 0 . (3.1)

Nyńı vezměme libovolnou lineárńı kombinaci zadaných vektor̊u a položme ji rovnu nulovému vektoru:

β1(x− 2y + z) + β2(4x− y − z) + β3(4x+ 13y − 11z) = 0 ,

kde β1, β2, β3 ∈ T jsou libovolná č́ısla (schválně voĺıme jiná ṕısmenka, protože alfa jsme použili už výše). Po
přerovnáńı dostaneme

(β1 + 4β2 + 4β3)x+ (−2β1 − β2 + 13β3)y + (β1 − β2 − 11β3)z = 0 .

Užit́ım (3.1) dostáváme z této jedné vektorové rovnice homogenńı soustavu

β1 +4β2 + 4β3 = 0

−2β1 −β2 + 13β3 = 0

β1 −β2 − 11β3 = 0

kterou můžeme řešit např́ıklad pomoćı matic:




1 4 4
−2 −1 13
1 −1 −11



 ∼





1 4 4
0 7 21
0 −5 −15



 ∼





1 4 4
0 1 3
0 −1 −3



 ∼





1 4 4
0 1 3
0 0 0



 .

Z tvaru výsledné matice rovnou vid́ıme, že homogenńı soustava má netriviálńı řešeńı (např́ıklad β3 = 1
β2 = −3 a β1 = −4β2 − 4β3 = 8), tedy zadané vektory jsou lineárně závislé.

Cvičeńı 3

Nalezněte všechna α ∈ C, pro která jsou LZ vektory





α
1
0



 ,





0
1
α



 ,





1
α
1



 z C3.

Jako ve Cvičeńı 1 vektorová rovnice

α1





α
1
0



+ α2





0
1
α



+ α3





1
α
1



 =





0
0
0



 ,
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kde α1, α2, α3 ∈ C jsou libovolná č́ısla, vede na prozkoumáńı matice




α 0 1
1 1 α
0 α 1



 ∼





1 1 α
α 0 1
0 α 1



 ∼





1 1 α
0 −α −α2 + 1
0 α 1



 ∼





1 1 α
0 −α −α2 + 1
0 0 −α2 + 2



 .

Ze tvaru posledńı matice je rovnou vidět, že odpov́ıdaj́ıćı homogenńı soustava má netriviálńı řešeńı (tedy
vektory jsou lineárně závislé), pokud α = ±

√
2; skutečně, např́ıklad,

−1





α
1
0



− 1





0
1
α



+ α





1
α
1



 =





0
0
0



 .

Pokud α 6= ±
√
2, pak z posledńı rovnice výsledné soustavy nezbytně dostáváme α3 = 0 a výsledná soustava

je tedy ekvivalentńı soustavě
α1 +α2 = 0

−αα2 = 0

Pokud α = 0, pak zřejmě existuje netriviálńı řešeńı, např́ıklad α2 = 1 a α1 = −1, tedy

−1





α
1
0



+ 1





0
1
α



+ 0





1
α
1



 =





0
0
0



 .

V ostatńıch př́ıpadech (tedy α ∈ C \ {±
√
2, 0}) jsou vektory lineárně nezávislé.

Cvičeńı 4

Necht’ x1, x2, x3 jsou vektory z C
3. Zjistěte, který z vektor̊u x a z lež́ı v [x1, x2, x3]λ, je-li

x1 :=





1
1
−2



 , x2 :=





7
−8
7



 , x3 :=





3
−2
1



 , x :=





0
5
−7



 , z :=





2
4
−1



 .

Vektor x lež́ı v lineárńım obalu [x1, x2, x3]λ tehdy a jen tehdy, pokud existuj́ı č́ısla α1, α2, α3 ∈ C taková,
že α1x1 +α2x2 +α3x3 = x. Obdobně, vektor z lež́ı v lineárńım obalu [x1, x2, x3]λ tehdy a jen tehdy, pokud
existuj́ı (klidně jiná) č́ısla α1, α2, α3 ∈ C taková, že α1x1 + α2x2 + α3x3 = z. Oba př́ıpady tedy vedou na
nehomogenńı soustavy lineárńıch algebraických rovnic, které můžeme maticově řešit zároveň:





1 7 3
1 −8 −2
−2 7 1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

0
5
−7

∣

∣

∣

∣

∣

∣

2
4
−1





.(−1)
+

.2

+
∼





1 7 3
0 −15 −5
0 21 7

∣

∣

∣

∣

∣

∣

0
5
−7

∣

∣

∣

∣

∣

∣

2
2
3



 : 5
: 7

∼





1 7 3
0 −3 −1
0 3 1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

0
1
−1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

2
2
5
3
7



 .1
+

∼





1 7 3
0 −3 −1
0 0 0

∣

∣

∣

∣

∣

∣

0
1
0

∣

∣

∣

∣

∣

∣

2
2
5
29
35



 .

Výsledná soustava odpov́ıdaj́ıćı vektoru z očividně nemá řešeńı (protože posledńı rovnice vyžaduje 0 = 29
35 ),

tud́ıž z 6∈ [x1, x2, x3]λ. Soustava odpov́ıdaj́ıćı vektoru x má (nekonečně mnoho) řešeńı (např́ıklad α3 = −1,
α2 = 0 a α1 = 3), tud́ıž x ∈ [x1, x2, x3]λ (např́ıklad x = 3x1 + 0x2 − 1x3).

Cvičeńı 6

Necht’ x1, x2, x3 a x jsou vektory z R3. Nalezněte všechny hodnoty α ∈ R, pro které x ∈ [x1, x2, x3]λ,
je-li

(a) x1 :=





−1
2
1



 , x2 :=





1
1
2



 , x3 :=





−5
8
3



 , x :=





0
1
α



 .



16 LAA1 - řešeńı př́ıklad̊u Krejčǐŕık

Jako v předchoźım cvičeńı se ptáme, pro které hodnoty α ∈ R existuj́ı č́ısla α1, α2, α3 ∈ R taková, že
α1x1 + α2x2 + α3x3 = x. Tento problém je ekvivalentńı soustavě





−1 1 −5
2 1 8
1 2 3

∣

∣

∣

∣

∣

∣

0
1
α



 ∼





−1 1 −5
0 3 −2
0 3 −2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

0
1
α



 ∼





−1 1 −5
0 3 −2
0 0 0

∣

∣

∣

∣

∣

∣

0
1

1− α



 .

Posledńı rovnice znamená 0 = 1 − α, což je řešitelné tehdy a jen tehdy, pokud α = 1. V kladném př́ıpadě
pak vyřeš́ıme i ostatńı rovnice (např́ıklad α2 = α3 = 1 a α1 = −4), tedy x ∈ [x1, x2, x3]λ (např́ıklad
x = −4x1 + x2 + x3).

Cvičeńı 7

Necht’ x, y, z jsou LN vektory z V nad T. Nalezněte všechna α ∈ T taková, aby vektory x + 2y + 3z,
−x+ αz, x+ 2αy + 8z byly LZ a zároveň vektor αx+ 2y + z ležel v jejich lineárńım obalu.

V prvńı řadě si napǐsme, co znamená, že vektory x, y, z jsou lineárně nezávislé:

∀α1, α2, α3 ∈ T , α1x+ α2y + α3z = 0 =⇒ α1 = α2 = α3 = 0 . (3.2)

Podmı́nka αx + 2y + z ∈ [x + 2y + 3z,−x + αz, x + 2αy + 8z]λ znamená, že existuj́ı č́ısla β1, β2, β3 ∈ T

taková, že

β1(x+ 2y + 3z) + β2(−x+ αz) + β3(x+ 2αy + 8z) = αx+ 2y + z .

Po přerovnáńı dostáváme

(β1 − β2 + β3 − α)x+ (2β1 + 2αβ3 − 2)y + (3β1 + αβ2 + 8β3 − 1)z = 0 ,

což d́ıky (3.2) odpov́ıdá nehomogenńı soustavě





1 −1 1
2 0 2α
3 α 8

∣

∣

∣

∣

∣

∣

α
2
1





.(−2)
+

.(−3)

+
∼





1 −1 1
0 2 −2 + 2α
0 3 + α 5

∣

∣

∣

∣

∣

∣

α
−2α+ 2
−3α+ 1



 : 2

∼





1 −1 1
0 1 −1 + α
0 3 + α 5

∣

∣

∣

∣

∣

∣

α
−α+ 1
−3α+ 1



 .(−1)(3 + α)
+

∼





1 −1 1
0 1 −1 + α
0 0 −(α− 2)(α+ 4)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

α
−α+ 1

(α− 2)(α+ 1)



 .

Tato soustava má řešeńı tehdy a jen tehdy, pokud α ∈ T \ {−4}.

Podmı́nka, že x+2y+3z,−x+αz, x+2αy+8z jsou lineárně závislé znamená, že existuj́ı č́ısla γ1, γ2, γ3 ∈ T

taková, že ne všechna jsou rovna nule a

γ1(x+ 2y + 3z) + γ2(−x+ αz) + γ3(x+ 2αy + 8z) = 0 .

Po přerovnáńı a s využit́ım (3.2) tato vektorová rovnice odpov́ıdá homogenńı soustavě (již můžeme ekviva-
lentně upravovat jako výše)





1 −1 1
2 0 2α
3 α 8

∣

∣

∣

∣

∣

∣

0
0
0



 ∼





1 −1 1
0 1 −1 + α
0 0 −(α− 2)(α+ 4)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

0
0
0



 .

Tato soustava má netriviálńı řešeńı tehdy a jen tehdy, pokud α = 2 nebo α = −4

Obě podmı́nky jsou tedy splněny tehdy a jen tehdy, pokud α = 2.
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Cvičeńı 8

Připomeňme nejprve, že P3 je vektorový prostor polynomů stupně nejvýše dva s přidáńım nulového
polynomu. Necht’ x a x1, x2, x3 jsou polynomy z P3 tak, že pro každé t ∈ C plat́ı

x1(t) := 1 + t− 2t2, x2(t) := 7− 8t+ 7t2, x3(t) := 3− 2t+ t2, x(t) := 2 + 4t− t2 .

Zjistěte, zda x ∈ [x1, x2, x3]λ.

Ptáme se, zda existuj́ı č́ısla α1, α2, α3 ∈ C taková, že x = α1x1+α2x2+α3x3, což je ekvivalentńı funkcionálńı
rovnosti

α1(1 + t− 2t2) + α2(7 − 8t+ 7t2) + α3(3− 2t+ t2) = 2 + 4t− t2 ,

jež muśı platit pro všechna t ∈ C. Po přerovnáńı dostaneme

(α1 + 7α2 + 3α3 − 2) + (α1 − 8α2 − 2α3 − 4)t+ (−2α1 + 7α2 + α3 + 1)t2 = 0 . (3.3)

Poněvadž tato rovnost muśı platit pro všechna t ∈ C, speciálně muśı platit pro t = 0, což dá rovnici
α1 + 7α2 + 3α3 = 2. Zderivujeme-li (3.3) podle proměnné t a do výsledku dosad́ıme t = 0, dostaneme
druhou rovnici α1 − 8α2 − 2α3 = 4. Nakonec zderivujeme (3.3) podle proměnné t dvakrát a do výsledku
dosad́ıme t = 0, č́ımž obdrž́ıme posledńı rovnici −2α1+7α2 +α3 = −1. (Namı́sto derivováńı bychom mohli
využ́ıt znalosti toho, že polynomy e0(t) := 1, e1(t) := t a e2(t) := t2 jsou lineárně nezávislé v P3.) Tyto tři
rovnice vedou na nehomogenńı soustavu





1 7 3
1 −8 −2
−2 7 1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

2
4
−1



 ∼





1 7 3
0 −15 −5
0 21 7

∣

∣

∣

∣

∣

∣

2
2
3



 ∼





1 7 3
0 −3 −1
0 3 1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

2
2
5
3
7



 ∼





1 7 3
0 −3 −1
0 0 0

∣

∣

∣

∣

∣

∣

2
2
5
29
35



 ,

jež očividně neńı řešitelná. Tedy x 6∈ [x1, x2, x3]λ.

Cvičeńı 9

Jsou vektory x1, x2, x3, x4 z P LN nebo LZ?

∀t ∈ C , x1(t) := 3t− 1, x2(t) := 5t, x3(t) := t+ 8, x4(t) := t2 − t+ 1 .

Je vhodné si uvědomit, že

x1 = −e0 + 3e1, x2 = 5e1, x3(t) := 8e0 + e1, x4(t) := e0 − e1 + e2,

kde e0(t) := 1, e1(t) := t a e2(t) := t2 jsou lineárně nezávislé vektory z P. Pokud tedy zkoumáme rovnost

α1x1 + α2x2 + α3x3 + α4x4 = (−α1 + 8α3 + α4)e0 + (3α1 + 5α2 + α3 − α4)e1 + α4e2
↓
= 0 ,

kde α1, α2, α3, α4 ∈ C jsou libovolná č́ısla, lineárńı nezávislost vektor̊u e0, e1, e2 nezbytně implikuje homo-
genńı soustavu





−1 0 8 1
3 5 1 −1
0 0 0 1



 ∼





−1 0 8 1
0 5 25 2
0 0 0 1



 ,

jež je samozřejmě netriviálně řešitelná. Obecně je to tak proto, že máme v́ıc neznámých než rovnic. Speciálně
v tomto př́ıpadě dostáváme obecné řešeńı α4 = 0, α3 = s, α2 = −5s, α1 = 8s, kde s ∈ C je libovolný
parametr. Plat́ı tedy 8x1− 5x2+x3+0x4 = 0. Vektory x1, x2, x3, x4 jsou lineárně závislé. Vlastně i vektory
x1, x2, x3 jsou lineárně závislé.

Cvičeńı 12

Jsou vektory A1, A2, A3, A4 z C2,2 LN nebo LZ?

A1 :=

(

2 3
−1 −1

)

, A2 :=

(

1 4
4 0

)

, A3 :=

(

−3 7
5 −1

)

, A4 :=

(

0 1
1 −2

)

.
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Opět nepřemýšĺıme, vezmeme libovolnou lineárńı kombinaci zadaných vektor̊u a polož́ıme ji rovnou nule

α1A1 + α2A2 + α3A3 + α4A4 = α1

(

2 3
−1 −1

)

+ α2

(

1 4
4 0

)

+ α3

(

−3 7
5 −1

)

+ α4

(

0 1
1 −2

)

=

(

2α1 + α2 − 3α3 3α1 + 4α2 + 7α3 + α4

−1α1 + 4α2 + 5α3 + α4 −1α1 − α3 − 2α4

)

↓
=

(

0 0
0 0

)

= 0 .

Tı́m dostaneme homogenńı soustavu

2α1 +α2 − 3α3 = 0

3α1 +4α2 + 7α3 + α4 = 0

−α1 +4α2 + 5α3 + α4 = 0

−α1 + − α3 − 2α4 = 0

Standardńım postupem zjist́ıme, že soustava má pouze triviálńı řešeńı, tedy vektory A1, A2, A3, A4 jsou
lineárně nezávislé.

Cvičeńı 13

Jsou vektory x1, x2, x3 z C2
R
LN nebo LZ?

x1 :=

(

i
1

)

, x2 :=

(

1
i

)

, x3 :=

(

1
1

)

.

Připomeňme, že C2
R
je vektorový prostor komplexńıch č́ısel nestandardně uvažovaný nad reálnými č́ısly.

Opět tedy uvažujeme

α1x1 + α2x2 + α3x3 = α1

(

i
1

)

+ α2

(

1
i

)

+ α3

(

1
1

)

=

(

iα1 + α2 + α3

α1 + iα2 + α3

)

↓
=

(

0
0

)

= 0,

avšak α1, α2, α3 ∈ R jsou pouze reálná č́ısla. Tı́m obdrž́ıme homogenńı soustavu dvou komplexńıch rovnic
o třech neznámých

iα1 +α2 + α3 = 0

α1 +iα2 + α3 = 0

Poněvadž však α1, α2, α3 jsou reálná a komplexńı č́ıslo je rovno (komplexńı) nule tehdy a jen tehdy, pokud
reálná a imaginárńı čast jsou rovny (reálné) nule, soustava výše je ekvivalentńı soustavě čtyř reálných rovnic

α2 + α3 = 0

α1 = 0

α1 + α3 = 0

+α2 + = 0

Tato soustava má zřejmě pouze triviálńı řešeńı, tedy x1, x2, x3 jsou tedy lineárně nezávislé coby vektory
z C2

R
.

To je zaj́ımavé, poněvadž ty samé vektory uvažované na standardńım prostoru C2 (nad komplexńımi č́ısly)
jsou lineárně závislé.
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4 Báze a dimenze vektorového prostoru

Potřebné pojmy z teorie: báze, dimenze, standardńı báze prostor̊u Tn, Tm,n a Pn, d̊usledky Steinitzovy věty,
věta o doplněńı LN vektor̊u na bázi, věta o výběru báze z generátor̊u. Neńı-li uvedeno jinak, uvažujeme
těleso komplexńıch č́ısel T = C.

Cvičeńı 1

Necht’

x1 :=









1
0
0
−1









, x2 :=









2
1
1
0









, x3 :=









1
1
1
1









, x4 :=









1
2
3
4









, x4 :=









0
1
2
3









,

jsou vektory z C4. Nalezněte nějakou bázi [x1, x2, x3, x4, x5]λ. Vyjádřete vektory x1, x2, x3, x4, x5 jako
lineárńı kombinace nalezené báze.

Podle definice, vektory x1, x2, x3, x4, x5 generuj́ı prostor [x1, x2, x3, x4, x5]λ ⊂⊂ C4. Zbývá tedy rozhodnout,
kolik z nich je lineárně nezávislých, a lineárńı kombinace ostatńıch vektor̊u vyházet. Jedná se tedy o zúžeńı
vektor̊u na bázi.

Určitě alespoň jeden vektor budeme muset vyhodit, protože máme 5 vektor̊u, zat́ımco jakýkoli podprostor C4

může mı́t bázi skládaj́ıćı se z maximálně 4 prvk̊u. Na druhou stranu, na prvńı pohled vid́ıme, že báze bude
mı́t alespoň 2 prvky, protože jakýkoli pár z daných vektor̊u je lineárně nezávislý (poněvadž jakýkoli vektor
neńı očividně násobkem libovolného jiného).

Vhodný konstrukčńı algoritmus (vhodný i pro naprogramováńı) je následuj́ıćı. Obecně, pokud máme za-
daných m vektor̊u v1, . . . , vm a chceme z nich vybrat lineárně nezávislé, začneme s počátečńı volbou souboru
B := (v1, . . . , vm).

Krok 1

• Pokud v1 = 0, vyjmeme v1 z B.

• Pokud v1 6= 0, ponecháme soubor B netknutý.

Krok j ≥ 2

• Pokud vj ∈ [v1, . . . , vj−1]λ, vyjmeme vj z B.

• Pokud vj 6∈ [v1, . . . , vj−1]λ, ponecháme soubor B netknutý.

Zastavme algoritmus pom-tém kroku, č́ımž źıskáme (potenciálně změněný) souborB, jehož prvky si můžeme
označit (vk1

, . . . , vkp
). Stále plat́ı [vk1

, . . . , vkp
]λ = [v1, . . . , vm], jelikož jsme vyjmuli pouze prvky, jež už byly

v lineárńım obalu předešlých prvk̊u. Algoritmus zaručuje, že žádný z vektor̊u vk1
, . . . , vkp

nelež́ı v lineárńım
obalu těch předešlých. Tedy vektory vk1

, . . . , vkp
jsou lineárně nezávislé.

Tento algoritmus můžeme zmechanizovat, uvědomı́me-li si, že prozkoumáńı lineárńı nezávislosti vektor̊u
v1, . . . , vm znamená prozkoumáńı, zda rovnice α1v1 + · · · + αmvm = 0, kde α1, . . . , αm ∈ T, má pouze
triviálńı řešeńı. Pokud drž́ıme αl+1 = · · · = αm = 0, pak stejnou rovnićı vlastně prozkoumáváme lineárńı
nezávislost menš́ıho počtu vektor̊u v1, . . . , vl. Můžeme tedy všechny kroky provést jakoby najednou.

V konkrétńım př́ıpadě tohoto cvičeńı vede rovnice α1x1 + · · ·+α5v5 = 0, kde α1, . . . , α5 ∈ C, na maticovou
úlohu









1 2 1 1 0
0 1 1 2 1
0 1 1 3 2
−1 0 1 4 3









∼









1 2 1 1 0
0 1 1 2 1
0 0 0 1 1
0 2 2 5 3









∼









1 2 1 1 0
0 1 1 2 1
0 0 0 1 1
0 0 0 1 1









∼









1 2 1 1 0
0 1 1 2 1
0 0 0 1 1
0 0 0 0 0









. (4.1)

Jakmile matici převedeme do horńıho stupňovitého tvaru, z výsledného tvaru ekvivalentńı matice zjist́ıme
vše. Na začátku voĺıme B := (x1, x2, x3, x4, x5).
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Krok 1 Pokud zvoĺıme α2 = α3 = α4 = α5 = 0, čemuž odpov́ıdá, že bychom ignorovali čtyři posledńı
sloupce výsledné matice, vid́ıme, že vektor x1 je lineárně nezávislý (to bylo zřejmé hned, protože je nenulový).
Tedy po prvńım kroku stále B := (x1, x2, x3, x4, x5).

Krok 2 Pokud zvoĺıme α3 = α4 = α5 = 0, čemuž odpov́ıdá, že bychom ignorovali tři posledńı sloupce
výsledné matice, vid́ıme, že vektory x1, x2 jsou lineárně nezávislé (to bylo zřejmé hned). Tedy po druhém
kroku stále B := (x1, x2, x3, x4, x5).

Krok 3 Pokud zvoĺıme α4 = α5 = 0, čemuž odpov́ıdá, že bychom ignorovali dva posledńı sloupce výsledné
matice, vid́ıme, že vektory x1, x2, x3 jsou lineárně závislé (to zřejmé v̊ubec nebylo). Podle algoritmu vektor x3

je ze souboru B potřeba vyjmout, tedy po třet́ım kroku B := (x1, x2, x4, x5).

Zároveň vid́ıme, že α2 = −α3 a α1 = −2α2−α3 = α3, tedy volbou α3 = −1 dostáváme vztah x3 = −x1+x2.

Krok 4 Pokud zvoĺıme α5 = 0, čemuž odpov́ıdá, že bychom ignorovali posledńı sloupec výsledné matice
(třet́ı sloupec už nyńı rovněž ignorujeme), vid́ıme, že vektory x1, x2, x4 jsou lineárně nezávislé. Tedy B :=
(x1, x2, x4, x5).

Krok 5 Vid́ıme (třet́ı sloupec ignorujeme, čemuž odpov́ıdá α3 = 0), že vektory x1, x2, x4, x5 jsou lineárně
závislé. Podle algoritmu vektor x5 je ze souboru B potřeba vyjmout, tedy po pátém (posledńım) kroku
B := (x1, x2, x4).

Zároveň vid́ıme, že α4 = −α5, α2 = −2α4−α5 = α5, a α1 = −2α2−α4 = −α5 tedy volbou α5 = −1 (pořád
drž́ıme α3 = 0) dostáváme vztah x5 = x1 − x2 + x4.

Abychom to shrnuli, užit́ım algoritmu výše, za bázi lineárńıho obalu [x1, x2, x3, x4, x5]λ lze volit soubor
(x1, x2, x4). Vyjádřeńı jednotlivých vektor̊u coby lineárńı kombinace prvk̊u báze je jasné z výše popsaného:

x1 = 1x1 + 0x2 + 0x4 ,

x2 = 0x1 + 1x2 + 0x4 ,

x4 = 0x1 + 0x2 + 1x4 ,

x3 = −1x1 + 1x2 + 0x4 ,

x5 = 1x1 − 1x2 + 1x4 .

Poznámka. Z tvaru výsledné matice v (4.1) je jasné, že lze za bázi zvolit i alternativńı soubory (x1, x2, x5)
nebo (x1, x3, x4) nebo (x1, x3, x5). To odpov́ıdá r̊uzným volbám souboru B před aplikaćı algoritmu, kdy
pořad́ı vektor̊u r̊uzně permutujeme. (Daľśı volby alternativńıch báźı, v kterých nevystupuje vektor x1, jsou
rovněž možné.) Zkuste si pak vyjádřit jednotlivé vektory coby lineárńı kombinace prvk̊u těchto alternativńıch
báźı.

Cvičeńı 2

V závislosti na parametru α ∈ C určete dimenzi následuj́ıćıho lineárńıho obalu vektor̊u z C4:

















α
1
1
1









,









1
α
1
1









,









1
1
α
1









,









1
1
1
α

















λ

.

Opět jde jen o to zjistit, kolik z těchto vektor̊u je lineárně nezávislých. Z předchoźıho cvičeńı v́ıme, že tento
problém vyřeš́ıme převedeńım matice, jež odpov́ıdá libovolné lineárńı kombinaci rovné nule, do horńıho
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stupňovitého tvaru:









α 1 1 1
1 α 1 1
1 1 α 1
1 1 1 α









∼









1 1 1 α
1 1 α 1
1 α 1 1
α 1 1 1









∼









1 1 1 α
0 0 1− α α− 1
0 1− α 0 α− 1
0 1− α 1− α 1− α2









∼









1 1 1 α
0 0 1− α α− 1
0 1− α 0 α− 1
0 0 1− α 2− α2 − α









∼









1 1 1 α
0 1− α 0 α− 1
0 0 1− α α− 1
0 0 0 3− α2 − 2α









=









1 1 1 α
0 1− α 0 α− 1
0 0 1− α α− 1
0 0 0 (1− α)(α + 3)









.

Všimněte si technicky užitečného triku, kdy jsme na počátku zpřeházeli řádky, abychom na prvńıch mı́stech
měli jedničky, a následuj́ıćı úpravy tak byly skutečně ekvivalentńı. Z výsledného tvaru už je počet lineárně
nezávislých vektor̊u, a tedy dimenze lineárńıho obalu, jasná:

α ∈ C \ {−3, 1} V tomto př́ıpadě je dimenze 4.

α = 1 V tomto speciálńım př́ıpadě je zřejmě dimenze 1 (všechny vektory jsou si rovny).

α = −3 V tomto speciálńım př́ıpadě má výsledná matice tvar









1 1 1 α
0 4 0 −4
0 0 4 −4
0 0 0 0









,

z čehož vid́ıme, že dimenze je 3.

Cvičeńı 3

Necht’

x1 :=









1
2
3
4









, x2 :=









1
0
1
0









, x3 :=









3
−1
2
2









jsou vektory z C4. Nalezněte bázi [x1, x2, x3]λ, která obsahuje

(a) vektor x :=









1
−5
−4
−6









, (b) vektory x :=









1
1
2
2









, y :=









−1
3
2
2









, (c) vektor u :=









1
0
2
3









.

Ze zadáńı implicitně chápeme, že x ∈ [x1, x2, x3]λ v př́ıpadě (a); x, y ∈ [x1, x2, x3]λ v př́ıpadě (b); u ∈
[x1, x2, x3]λ v př́ıpadě (c). Nezávisle si můžete ověřit, že tomu tak skutečně je v př́ıpadech (a) a (b), jakož
i to, že v př́ıpadě (c) to tak neńı! Nakonec toto vše bude jasné i z řešeńı ńıže.
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ad (a)

Myšlenka řešeńı je zúžit soubor (x, x1, x2, x3) na bázi lineárńıho obalu [x1, x2, x3]λ. Jak už v́ıme ze Cvičeńı 1,
stač́ı se pod́ıvat na matici









1 1 1 3
−5 2 0 −1
−4 3 1 2
−6 4 0 2









∼









1 1 1 3
0 7 5 14
0 7 5 14
0 10 6 20









∼









1 1 1 3
0 7 5 14
0 0 0 0
0 5 3 10









∼









1 1 1 3
0 1 1 2
0 5 3 10
0 0 0 0









∼









1 1 1 3
0 1 1 2
0 0 −2 0
0 0 0 0









.

Z konečné matice vid́ıme, že hledaná báze je např́ıklad (x, x1, x2) nebo (x, x2, x3).

ad (b)

Opět stač́ı zúžit soubor (x, y, x1, x2, x3) na bázi lineárńıho obalu [x1, x2, x3]λ.









1 −1 1 1 3
1 3 2 0 −1
2 2 3 1 2
2 2 4 0 2









∼









1 −1 1 1 3
0 4 1 −1 −4
0 4 1 −1 −4
0 4 2 −2 −4









∼









1 −1 1 1 3
0 4 1 −1 −4
0 0 0 0 0
0 0 1 −1 0









∼









1 −1 1 1 3
0 4 1 −1 −4
0 0 1 −1 0
0 0 0 0 0









.

Z konečné matice vid́ıme, že hledaná báze je např́ıklad (x, y, x1) nebo (x, y, x2).

ad (c)

Zkusme opět zúžit soubor (u, x1, x2, x3) na bázi lineárńıho obalu [x1, x2, x3]λ podle algoritmu výše.









1 1 1 3
0 2 0 −1
2 3 1 2
3 4 0 2









∼









1 1 1 3
0 2 0 −1
0 1 −1 −4
0 1 −3 −7









∼









1 1 1 3
0 2 0 −1
0 0 2 7
0 0 6 13









∼









1 1 1 3
0 2 0 −1
0 0 2 7
0 0 0 −8









.

Odtud vid́ıme, že vektory u, x1, x2, x3 jsou lineárně nezávislé. Tud́ıž u 6∈ [x1, x2, x3]λ, což znamená, že zadáńı
nemá smysl (neexistuje báze lineárńıho obalu [x1, x2, x3]λ, jež by obsahovala vektor u).

Cvičeńı 4

Necht’ x1, x2, x3, x4, x5 jsou vektory z P. Najděte bázi [x1, x2, x3, x4, x5]λ, pokud pro každé t ∈ C plat́ı

x1(t) = 3− 4t+ t2 + 2t3,

x2(t) = 5 + 26t− 9t2 − 12t3,

x3(t) = 2− 5t+ 8t2 − 3t3,

x4(t) = 2 + 3t− 4t2 + t3,

x5(t) = 1 + 2t+ 3t2 − 4t3.

Máme pět polynomů stupně tři (tedy prvky čtyřdimenzionálńıho podprostoru P4), tud́ıž dimenze lineárńıho
obalu je maximálně čtyři (polynomy x1, x2, x3, x4, x5 jsou nezbytně lineárné závislé). Na druhou stranu je
rovnou vidět, že např́ıklad polynomy x1, x2 jsou lineárně nezávislé (x2 nedostanu coby násobek x1). Tud́ıž,
aniž bychom cokoli poč́ıtali, rovnou v́ıme, že dimenze lineárńıho obalu je minimálně dva a maximálně čtyři.

Jedná se o zúžeńı vektor̊u x1, x2, x3, x4, x5 na bázi. Z funkcionálńı rovnice α1x1+α2x2+α3x3+α4x4+α5x5 =
0, kde α1, α2, α3, α4, α5 ∈ C, dostaneme s využit́ım lineárńı nezávislosti monomů e0(t) := 1, e1(t) := t,
e2(t) := t2, e3(t) := t3 homogenńı soustavu čtyř rovnic pro pět neznámých α1, α2, α3, α4, α5, kterou můžeme
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zapsat do maticového tvaru








3 5 2 2 1
−4 26 −5 3 2
1 −9 8 −4 3
2 −12 −3 1 −4









∼









−1 31 −3 5 3
0 2 −11 5 −6
1 −9 8 −4 3
0 6 −19 9 −10









∼









−1 31 −3 5 3
0 2 −11 5 −6
0 22 5 1 6
0 6 −19 9 −10









∼









−1 31 −3 5 3
0 2 −11 5 −6
0 0 −252 108 −144
0 0 14 −6 8









∼









−1 31 −3 5 3
0 2 −11 5 −6
0 0 −14 6 −8
0 0 0 0 0









.

(Určitě vymysĺıte elegantněǰśı maticové úpravy.) Z konečné matice vid́ıme, že báze je např́ıklad soubor
(x1, x2, x3) nebo (x1, x2, x4) nebo (x1, x2, x5), a tedy dimenze je tři.

Cvičeńı 5

Necht’ x1, x2, x3 ∈ P5. Najděte α, β, γ ∈ C tak, aby dim[x1, x2, x3]λ < 3, pokud pro každé t ∈ C plat́ı

x1(t) = 1 + 4t− 2t2 + 3t3 + t4,

x2(t) = 2 + 4t− 3t2 − 2t3 + 3t4,

x3(t) = α+ βt+ γt2 + 11t4.

Ze zadáńı, bez ohledu na hodnoty parametr̊u α, β, γ je jasné, že 2 ≤ dim[x1, x2, x3]λ ≤ 3. Dolńı odhad plyne
z toho, že vektory x1, x2 jsou zcela zřejmě lineárné nezávislé (x2 neńı násobkem x1), zat́ımco horńı odhad
plyne z toho, že se jedná o lineárńı obal tř́ı vektor̊u. Naš́ım úkolem je tedy naj́ıt hodnoty parametr̊u α, β, γ,
pro něž jsou vektory x1, x2, x3 lineárně závislé, čili x3 je lineárńı kombinaćı x1, x2.

Z funkcionálńı rovnice a1x1+a2x2+a3x3 = 0, kde a1, a2, a3 ∈ C, dostaneme s využit́ım lineárńı nezávislosti
monomů e0(t) := 1, e1(t) := t, e2(t) := t2, e3(t) := t3, e4(t) := t4 homogenńı soustavu pěti rovnic pro tři
neznámé a1, a2, a3, kterou můžeme zapsat do maticového tvaru













1 2 α
4 4 β
−2 −3 γ
3 −2 0
1 3 11













∼













1 2 α
0 −4 −4α+ β
0 1 2α+ γ
0 −8 −3α
0 1 11− α













∼













1 2 α
0 −4 −4α+ β
0 0 4α+ β + 4γ
0 0 5α− 2β
0 0 3α+ γ − 11













.

Z konečné matice vid́ıme, že vektory x1, x2, x3 jsou lineárně závislé (⇔ existuje netriviálńı řešeńı) tehdy a
jen tehdy, pokud

4α+ β + 4γ = 0 ∧ 5α− 2β = 0 ∧ 3α+ γ − 11 = 0 .

To je nehomogenńı soustava tř́ı rovnic o třech neznámých α, β, γ, kterou můžeme zapsat to maticového
tvaru




4 1 4
5 −2 0
3 0 1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

0
0
11



 ∼





4 1 4
0 −13 −20
0 −3 −8

∣

∣

∣

∣

∣

∣

0
0
44



 ∼





4 1 4
0 −13 −20
0 0 −44

∣

∣

∣

∣

∣

∣

0
0

572



 ∼





4 1 4
0 −13 −20
0 0 1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

0
0

−13



 .

Z posledńı matice dostáváme jednoznačné řešeńı

γ = −13 , β =
20γ

−13
= 20 , α =

−β − 4γ

4
= 8 .
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Cvičeńı 6

Nalezněte dvě báze X a Y prostoru R4 tak, aby neměly žádný společný vektor, přičemž X bude obsahovat

vektory









1
0
0
0









,









1
1
0
0









a Y vektory









1
1
1
0









,









1
1
1
1









.

Nejdř́ıve zafixujme bázi X takto

X :=

















1
0
0
0









,









1
1
0
0









,









0
0
1
0









,









0
0
0
1

















,

což je asi ten nejjednodušš́ı zp̊usob, poněvadž jsme pouze přidali zbývaj́ıćı vektory standardńı báze. Podobně
jednoduše bychom za druhou bázi chtěli zvolit

Y′ :=

















1
0
0
0









,









0
1
0
0









,









1
1
1
0









,









1
1
1
1

















,

avšak prvńı vektor už je obsažen ve fixované bázi X. Nicméně tento soubor stač́ı jen jemně modifikovat
např́ıklad takto

Y :=

















2
0
0
0









,









0
1
0
0









,









1
1
1
0









,









1
1
1
1

















,

aby soubory X a Y neobsahovaly žádný společný vektor.

Cvičeńı 7

Necht’ x1, x2, x3, x4 jsou vektory z prostoru C2 nad R. Určete dimenzi a najděte bázi [x1, x2, x3, x4]λ, je-li

x1 :=

(

3 + 2i
2− 3i

)

, x2 :=

(

2− i
3 + i

)

, x3 :=

(

3 + 4i
−1− 5i

)

, x4 :=

(

1− 2i
1 + 3i

)

.

Rovnou ze zadáńı vid́ıme, že 2 ≤ [x1, x2, x3, x4]λ ≤ 4, protože alespoň dva vektory jsou lineárné nezávislé
(např́ıklad x2 neńı reálným násobkem x1), zat́ımco lineárńı obal je generován čtyřmi vektory (pozor: di-
menze C2 nad R je čtyři, zat́ımco dimenze standardńıho prostoru C2 nad C je dva).

Jedná se o zúžeńı vektor̊u x1, x2, x3, x4 na bázi [x1, x2, x3, x4]λ. Z vektorové rovnice α1x1 + α2x2 + α3x3 +
α4x4 = 0, kde α1, α2, α3, α4 ∈ R, dostaneme porovnáńım reálných a imaginárńıch část́ı homogenńı soustavu
osmi rovnic o čtyřech neznámých α1, α2, α3, α4, kterou můžeme zapsat maticově takto









3 2 3 1
2 −1 4 −2
2 3 −1 1
−3 1 −5 3









∼









1 3 −1 3
2 −1 4 −2
0 −4 5 −3
0 3 −2 4









∼









1 3 −1 3
0 −7 6 −8
0 −4 5 −3
0 3 −2 4









∼









1 3 −1 3
0 0 −1 −1
0 −4 5 −3
0 0 7 7









∼









1 3 −1 3
0 −4 5 −3
0 0 1 1
0 0 0 0









.

Z posledńı matice vid́ıme, že dim[x1, x2, x3, x4]λ = 3. Báze je např́ıklad (x1, x2, x3) nebo (x1, x2, x4).

(Kolik je dimenze [x1, x2, x3, x4]λ, pokud bychom chápali x1, x2, x3, x4 coby vektory z prostoru C2 nad C?)
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5 Báze, souřadnice vektor̊u v bázi

Matićı vektoru v ∈ V vzhledem k bázi V := (v1, . . . , vn) ∈ Vn je matice typu n× 1

(v)V :=







α1

...
αn






,

jej́ıž prvky jsou (jednoznačně) určeny rozkladem

v = α1v1 + · · ·+ αnvn . (5.1)

Jediné, co je třeba si pamatovat, že č́ısla (souřadnice) α1, . . . , αn z rozkladu (5.1) se skládaj́ı do sloupečku.
Každému vektoru z n-dimenzionálńıho prostoru V tedy přǐrazujeme vektor (v)V ze souřadnicového pro-
storu Tn. Toto přǐrazeńı je vzájemně jednoznačné, jinými slovy indukuje isomorfismus (= bijektivńı lineárńı
zobrazeńı) mezi V a Tn.

Cvičeńı 1

Necht’ X := (x1, x2, x3) je soubor vektor̊u z C3 a x ∈ C3 takové, že

x1 :=





1
1
1



 , x2 :=





1
2
1



 , x3 :=





0
0
1



 , x :=





1
0
4



 .

Dokažte, že X je báze C3, a nalezněte (x)X.

Pro d̊ukaz, že X je báze C3, stač́ı ukázat, že vektory x1, x2, x3 jsou lineárně nezávislé, poněvadž soubor X
je tvořen třemi vektory a dimenze prostoru C3 je tři. Z úpravy (pozor, prohazujeme i sloupce)





1 1 0
1 2 0
1 1 1



 ∼





1 1 1
0 1 2
0 1 1



 ∼





1 1 1
0 1 2
0 0 1





je však lineárńı nezávislost zcela zřejmá.

Podle definice

(x)X =





α1

α2

α3



 , kde x = α1x1 + α2x2 + α3x3 , α1, α2, α3 ∈ C .

To vede na nehomogenńı soustavu, jej́ıž matice je dána





1 1 0
1 2 0
1 1 1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1
0
4



 ∼





1 1 0
0 1 0
0 0 1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1
−1
3



 .

Odtud rovnou dostáváme α3 = 3, α2 = −1 a α1 = 1 − α2 = 2 (mimochodem odtud také vid́ıme, že X je
báze). Tedy

(x)X =





2
−1
3



 .

(Proved’te si kontrolu, že skutečně x = 2x1 − x2 + 3x3.)
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Cvičeńı 2

Necht’ X := (x1, x2, x3) a Y := (y1, y2, y3) jsou dvě báze C3, kde

x1 :=





1
1
1



 , x2 :=





1
2
1



 , x3 :=





0
0
1



 , y1 :=





1
1
1



 , y2 :=





−2
0
1



 , y3 :=





2
−1
−1



 .

Nalezněte (x)X, je-li (x)Y =





3
4
3



.

Ze zadáńı v́ıme, že

x = 3y1 + 4y3 + 3y3 =





1
0
4



 .

Tento vektor je potřeba rozložit do báze X, tedy

x = α1x1 + α2x2 + α3x3 , (5.2)

kde α1, α2, α3 ∈ C, a pak

(x)X =





α1

α2

α3



 .

Vektorová rovnice (5.2) je ekvivalentńı nehomogenńı soustavě




1 1 0
1 2 0
1 1 1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1
0
4



 ∼





1 1 0
0 1 0
0 0 1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1
−1
3



 ,

odkud rovnou dostáváme α3 = 3, α2 = −1 a α1 = 1− α2 = 2. Tedy

(x)X =





2
−1
3



 .

(Udělejte si zkoušku, že skutečně 2x1 − x2 + 3x3 = x.)

Cvičeńı 3

Necht’ V3 je vektorový prostor nad tělesem T. Necht’ X := (x1, x2, x3) je báze V3 a Y := (y1, y2, y3) je
soubor vektor̊u z V3 a x ∈ V3. Dokažte, že Y je také báze V3, a najděte (x)Y, je-li

(y1)X :=





−3
2
−1



 , (y2)X :=





1
1
−3



 , (y3)X :=





2
3
−2



 , (x)X :=





−6
5
2



 .

Pro d̊ukaz, že Y je báze ve V3, stač́ı využ́ıt isomorfismu V3 ∋ y 7→ (y)X ∈ T3 a ověřit, že ((y1)X, (y2)X, (y3)X)
je báze v T3. Poněvadž máme tři vektory a prostor je trojdimenzionálńı, stač́ı ověřit lineárńı nezávislost,
což vede na prozkoumáńı homogenńı soustavy





−3 1 2
2 1 3
−1 −3 −2



 ∼





1 3 2
−3 1 2
2 1 3



 ∼





1 3 2
0 10 8
0 −5 −1



 ∼





1 3 2
0 10 8
0 0 6



 .

Z posledńı matice je zřejmě, že vektory (y1)X, (y2)X, (y3)X jsou skutečně lineárně nezávislé.

Pro nalezeńı souřadnic vektoru x v bázi Y, pǐsme

(x)Y =:





α1

α2

α3



 , kde x = α1y1 + α2y2 + α3y3 ,
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kde α1, α2α3 ∈ T jsou hledané souřadnice. Z posledńıho vztahu (s využit́ım toho, že X je báze) dostáváme

(x)X = α1(y1)X + α2(y2)X + α3(y3)X ,

což je ekvivalentńı nehomogenńı soustavě





−3 1 2
2 1 3
−1 −3 −2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

−6
5
2



 ∼





1 3 2
−3 1 2
2 1 3

∣

∣

∣

∣

∣

∣

−2
−6
5



 ∼





1 3 2
0 10 8
0 −5 −1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

−2
−12
9



 ∼





1 3 2
0 10 8
0 0 6

∣

∣

∣

∣

∣

∣

−2
−12
6





pro neznámé α1, α2α3. Z posledńı matice okamžitě dostáváme α3 = 6/6 = 1, α2 = (−12− 8α3)/10 = −2 a
α1 = −2− 3α2 − 2α3 = 2 (a nav́ıc, že (y1)X, (y2)X, (y3)X je báze v T

3). Tedy

(x)Y =:





2
−2
1



 .

Cvičeńı 4

Necht’ X := (x1, x2, x3) a Y := (y1, y2, y3) jsou báze C3 a x, y ∈ C3, kde

x1 :=





2
2
−1



 , x2 :=





2
−1
2



 , x3 :=





−1
2
2



 , (x)Y :=





1
−2
−1



 ,

(y1)X :=





3
1
−1



 , (y2)X :=





0
1
0



 , (y3)X :=





1
1
1



 , (y)X :=





1
3
1



 .

Určete (x− 2y)E a (x− 2y)X.

Zde E :=









1
0
0



 ,





0
1
0



 ,





0
0
1







 je standardńı báze v C3.

Určeńı (x− 2y)X je jednodušš́ı. Poněvadž (x − 2y)X = (x)X − 2(y)X a souřadnice (y)X jsou zadané, zbývá
určit (x)X. Ze zadaných souřadnic (x)Y v́ıme, že

x = y1 − 2y2 − y3 ,

odkud

(x)X = (y1)X − 2(y2)X − (y3)X =





3
1
−1



− 2





0
1
0



−





1
1
1



 =





2
−2
−2



 .

Tedy

(x− 2y)X = (x)X − 2(y)X =





2
−2
−2



− 2





1
3
1



 =





0
−8
−4



 .

Vektor x−2y = (x−2y)E = (x)E−2(y)E bychom mohli určit tak, že bychom zjistili, jak vypadaj́ı jednotlivé
vektory (x)E = x a (y)E = y. Alternativně však můžeme rychleji využ́ıt toho, že už známe souřadnice
hledaného vektoru x− 2y vzhledem k bázi X, jež je zadaná explicitně:

(x − 2y)E = x− 2y = 0x1 − 8x2 − 4x3 = 0





2
2
−1



− 8





2
−1
2



− 4





−1
2
2



 =





−12
0

−24



 .
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Cvičeńı 5

Necht’ X :=

((

−1 0
0 1

)

,

(

0 i
i 0

)

,

(

1 −2
0 0

)

,

(

1 0
0 i

))

je báze C2,2.

(a) Doplňte vektory

(

0 2
1 −1

)

a

(

0 0
1 −1

)

na bázi Y prostoru C
2,2.

(b) Nalezněte (X)Y, je-li (X)X =









0
2
1
−1









.

Pǐsme X =: (x1, x2, x3, x4) a y1 :=

(

0 2
1 −1

)

a y2 :=

(

0 0
1 −1

)

. Standardńı bázi prostoru C2,2 označme

standardně E := (e1, e2, e3, e4), kde e1 :=

(

1 0
0 0

)

, e2 :=

(

0 1
0 0

)

, e3 :=

(

0 0
1 0

)

, e4 :=

(

0 0
0 1

)

.

ad (a)

Postup je standardńı: Soubor (y1, y2, e1, e2, e3, e4) zúž́ıme na bázi (alternativně bychom mohli zúžit soubor
(y1, y2, x1, x2, x3, x4)). Maticová rovnice α1y1 + α2y2 + α3e1 + α4e2 + α5e3 + α6e4 = 0, kde α1, . . . , α6 ∈ C,
je ekvivalentńı homogenńı soustavě









0 0 1 0 0 0
2 0 0 1 0 0
1 1 0 0 1 0
−1 −1 0 0 0 1









∼









−1 −1 0 0 0 1
0 0 1 0 0 0
2 0 0 1 0 0
1 1 0 0 1 0









∼









−1 −1 0 0 0 1
0 0 1 0 0 0
0 −2 0 1 0 2
0 0 0 0 1 1









∼









−1 −1 0 0 0 1
0 −2 0 1 0 2
0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 1 1









.

Z posledńı matice je zřejmé, že hledaná báze je např́ıklad Y = (y1, y2, e1, e3).

ad (b)

Ze zadáńı nejdř́ıve spočteme

X = 0x1 + 2x2 + x3 − x4 =

(

0 −2 + 2i
2i −i

)

.

Podle definice (X)Y =









β1

β2

β3

β4









, kde

X = β1y1 + β2y2 + β3e1 + β4e3
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a β1, β2, β3, β4 ∈ C jsou hledané souřadnice. Tato maticová rovnice je ekvivalentńı nehomogenńı soustavě









0 0 1 0
2 0 0 0
1 1 0 1
−1 −1 0 0

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

0
−2 + 2i

2i
−i









∼









−1 −1 0 0
0 0 1 0
2 0 0 0
1 1 0 1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

−i
0

−2 + 2i
2i









∼









−1 −1 0 0
0 0 1 0
0 −2 0 0
0 0 0 1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

−i
0
−2
i









∼









−1 −1 0 0
0 −2 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

−i
−2
0
i









,

odkud β4 = i, β3 = 0, β2 = 1 a β1 = −(−i+ β2) = −1 + i. Tedy

(X)Y =









−1 + i
1
0
i









.

Cvičeńı 6

Necht’ Y :=

((

1 1
1 1

)

,

(

0 1
1 1

)

,

(

0 0
1 1

)

,

(

0 0
0 1

))

je báze R
2,2. Necht’ X1, X2, X3, X4 jsou vektory

z R2,2, kde

(X1)Y =









1
−1
1
−1









, (X2)Y =









2
2
1
1









, (X3)Y =









1
1
−2
−2









, (X4)Y =









3
1
2
0









.

(a) Rozhodněte, zda X := (X1, X2, X3, X4) je báze R2,2. Vysvětlete.
(b) Vyberte bázi z generátor̊u [X1, X2, X3, X4]λ.

(c) Doplňte Z :=

(

2 3
−2 −3

)

na bázi [X1, X2, X3, X4]λ, je-li to možné.

(d) Necht’ (U)Y =









2
3
−2
−3









. Doplňte U,Z na bázi R2,2, je-li to možné.

ad (a)

Stač́ı využ́ıt isomorfismu R2,2 ∋ X 7→ (X)Y ∈ R4 a ověřit, že ((X1)Y, (X2)Y, (X3)Y, (X4)Y) je báze v R4. Za
t́ımto účelem stač́ı prozkoumat, zda vektory (X1)Y, (X2)Y, (X3)Y, (X4)Y jsou lineárně nezávislé. Tato otázka
vede na homogenńı soustavu









1 2 1 3
−1 2 1 1
1 1 −2 2
−1 1 −2 0









∼









1 2 1 3
0 4 2 4
0 −1 −3 −1
0 3 −1 3









∼









1 2 1 3
0 0 −10 0
0 −1 −3 −1
0 0 −10 0









∼









1 2 1 3
0 −1 −3 −1
0 0 −10 0
0 0 0 0









,

jež má však zřejmě netriviálńı řešeńı. Tud́ıž X neńı báze R2,2.

ad (b)

Po maticových úpravách v bodě (a) je zřejmé, že hledaná báze je např́ıklad (X1, X2, X3).
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ad (c)

V prvńım kroku najdeme souřadnice vektoru Z vzhledem k bázi Y. Pǐsme (Z)Y =:









β1

β2

β3

β4









, kde

Z = β1y1 + β2y2 + β3y3 + β4y4 ,

znač́ıme (y1, y2, y3, y4) := Y a β1, β2, β3, β4 ∈ R jsou hledané souřadnice. Tato maticová rovnice je ekviva-
lentńı nehomogenńı soustavě









1 0 0 0
1 1 0 0
1 1 1 0
1 1 1 1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

2
3
−2
−3









,

jež už je v dolńım stupňovitém tvaru, tud́ıž rovnou nacháźıme β1 = 2, β2 = 3−β1 = 1, β3 = −2−β1−β2 = −5
a β4 = −3− β1 − β2 − β3 = −1. Tedy

(Z)Y =









2
1
−5
−1









.

V druhém kroku se standardně pokuśıme zúžit soubor (Z,X1, X2, X3) na bázi lineárńıho obalu

[X1, X2, X3, X4]λ = [X1, X2, X3]λ ⊂⊂ R
2,2

(rovnost plat́ı d́ıky bodu (b)). To je ekvivalentńı pokusu zúžit soubor ((Z)Y, (X1)Y, (X2)Y, (X3)Y) na bázi
lineárńıho obalu

[(X1)Y, (X2)Y, (X3)Y]λ ⊂⊂ R
4 .

Tato procedura vede na prozkoumáńı homogenńı soustavy









2 1 2 1
1 −1 2 1
−5 1 1 −2
−1 −1 1 −2









∼









1 −1 2 1
2 1 2 1
−5 1 1 −2
−1 −1 1 −2









∼









1 −1 2 1
0 3 −2 −1
0 −4 11 3
0 −2 3 −1









∼









1 −1 2 1
0 −1 9 2
0 −2 8 4
0 −2 3 −1









∼









1 −1 2 1
0 −1 9 2
0 0 −10 0
0 0 −5 −6









∼









1 −1 2 1
0 −1 9 2
0 0 −10 0
0 0 0 12









.

Z konečné matice vid́ıme, že vektory Z,X1, X2, X3 jsou lineárně nezávislé. Tud́ıž Z 6∈ [X1, X2, X3]λ, a Z
tud́ıž nelze doplnit na bázi [X1, X2, X3]λ.

ad (d)

Standardně se pokuśıme zúžit soubor (U,Z, e1, e2, e3, e4) na bázi R
2,2. To je ekvivalentńı pokusu zúžit soubor

((U)Y, (Z)Y, (e1)Y, (e2)Y, (e3)Y, (e4)Y) na bázi R4. Souřadnice (U)Y jsou zadané a (Z)Y jsme našli v části (c),
zbývá tedy zjistit souřadnice standardńı báze R2,2 vzhledem k bázi Y. To můžeme učinit stejným postupem
jako v části (c). Př́ıměǰśı je využ́ıt jednoduchého tvaru zadáńı báze Y a kanonicky jednoduchého tvaru
standardńı báze E. Vskutku, rovnou vid́ıme, že

e4 = y4 , e3 = y3 − y4 , e2 = y2 − y3 , e1 = y1 − y2 ,

odkud

(e4)Y =









0
0
0
1









, (e3)Y =









0
0
1
−1









, (e2)Y =









0
1
−1
0









, (e1)Y =









1
−1
0
0









.
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Vektorová rovnice γ1(U)Y + γ2(Z)Y + γ3(e1)Y + γ4(e2)Y + γ5(e3)Y + γ6(e4)Y = 0, kde γ1, . . . , γ6 ∈ R, je
ekvivalentńı homogenńı soustavě









2 2 1 0 0 0
3 1 −1 1 0 0
−2 −5 0 −1 1 0
−3 −1 0 0 −1 1









∼









2 2 1 0 0 0
0 4 5 −2 0 0
0 −3 1 −1 1 0
0 0 −1 1 −1 1









∼









2 2 1 0 0 0
0 4 5 −2 0 0
0 0 19 −10 4 0
0 0 −1 1 −1 1









∼









2 2 1 0 0 0
0 4 5 −2 0 0
0 0 19 −10 4 0
0 0 0 9 −15 19









.

Z posledńı matice vid́ıme, že hledaná báze je např́ıklad (Z,U, e1, e2).
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6 Podprostor

Pojem podprostoru jsme zavedli už v kapitolce 2. Připomeňme, že pro ověřeńı toho, že podmnožina U ⊂ V

je podprostor, stač́ı ověřit, že podmnožina U obsahuje nulový vektor a že je uzavřená v̊uči sč́ıtáńı vektor̊u
a v̊uči násobeńı č́ısly.

Daľśı potřebné pojmy z teorie jsou součet a pr̊unik podprostor̊u P,Q ⊂⊂ V:

P +Q := {p+ q : p ∈ P, q ∈ Q} ⊂⊂ V ,

P ∩Q := {p : p ∈ P ∧ p ∈ Q} ⊂⊂ V .

Poněvadž se jedná opět o podprostory, má smysl mluvit o dimenzi a bázi.

Cvičeńı 1

Zjistěte, zda množina M ⊂ C
3 je podprostor C3, a pokud je, určete bázi a dimenzi M .

(a) M :=











x1

x2

x3



 ∈ C3 : ∀j ∈ {1, 2, 3}, xj ∈ Z







,

(b) M :=











x1

x2

x3



 ∈ C3 : x1 − 2x2 + x3 = 0







,

(c) M :=











x1

x2

x3



 ∈ C
3 : x1 − 2x2 + x3 = 0 ∧ x1 − x3 = 0







,

(d) M :=











x1

x2

x3



 ∈ C3 : x1 − 2x2 + x3 = 1







.

ad (a)

Existuje vektor x ∈ M a č́ıslo α ∈ C (např́ıklad x :=
(

1
1
1

)

a α := 1
2 ) takové, že αx 6∈ M . Tud́ıž množina M

neńı uzavřená v̊uči násobeńı č́ısly, a M neńı podprostor C3.

ad (b)

Z geometrické interpretace množiny M v́ıme, že se jedná o rovinu procházej́ıćı počátkem. Tud́ıž M je
podprostor C3 a dimM = 2. Báze je dána libovolnými dvěma lineárně nezávislými vektory, jež jsou kolmé

na normálový vektor n :=
(

1
−2
1

)

, tedy např́ıklad
((

2
1
0

)

,
(

0
1
2

))

.

Alegebraicky bychom postupovali takto. Nulový vektor
(

0
0
0

)

zřejmě splňuje rovnici x1 − 2x2 + x3 = 0.

Mějme dva libovolné vektory x :=
(

x1

x2

x3

)

a y :=
(

y1

y2

y3

)

, jež lež́ı v M , což znamená, že x1 − 2x2 + x3 = 0 a

y1 − 2y2 + y3 = 0. Jejich součet splňuje x+ y =

(

x1+y1

x2+y2

x3+y3

)

, tud́ıž

(x+ y)1 − 2(x+ y)2 + (x+ y)3 = (x1 + y1)− 2(x2 + y2) + (x3 + y3)

= (x1 − 2x2 + x3) + (y1 − 2y2 + y3)

= 0 + 0 = 0 .

Tedy množina M je uzavřená v̊uči sč́ıtáńı vektor̊u. To, že je M uzavřená i v̊uči násobeńı (komplexńımi)
č́ısly, se ověř́ı analogicky (zkuste si). Čistě algebraicky jsme tedy ověřili, že M je podprostor C3.

Abychom našli nějakou bázi M , z rovnice x1−2x2+x3 = 0, jež definuje podprostor M , vyjádř́ıme např́ıklad
x1 = 2x2 − x3 a dosad́ıme:

M =











2x2 − x3

x2

x3



 : x2, x3 ∈ C







=







x2





2
1
0



+ x3





−1
0
1



 : x2, x3 ∈ C







=









2
1
0



 ,





−1
0
1









λ

.

Odtud vid́ıme, že báze M je např́ıklad soubor
((

2
1
0

)

,
(

−1
0
1

))

a dimM = 2.
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ad (c)

Zřejmě plat́ı, že M = M1 ∩M2, kde

M1 :=











x1

x2

x3



 ∈ C
3 : x1 − 2x2 + x3 = 0







a M1 :=











x1

x2

x3



 ∈ C
3 : x1 − x3 = 0







.

Z předchoźıho bodu (b) už v́ıme, že M1 je podprostor (rovina). Stejným zp̊usobem bychom ověřili, že i M2

je podprostor (opět rovina). Tud́ıž M je podprostor. Z geometrické interpretace v́ıme, že se muśı jednat o
př́ımku (protože M1 6= M2), tud́ıž dimM = 1. Skutečně, i algebraicky, užit́ım obou rovnic x1−2x2+x3 = 0
a x1 − x3 = 0 dostáváme

M =











x2

x2

x2



 : x2 ∈ C







=







x2





1
1
1



 : x2 ∈ C







=









1
1
1









λ

.

Odtud rovněž vid́ıme, že dimM = 1, a nav́ıc že báze M je např́ıklad soubor
((

1
1
1

))

.

ad (d)

Geometricky se jedná o rovinu, jež neprocháźı počátkem, tud́ıž M neńı podprostor C3. Algebraicky bychom

to ověřili např́ıklad tak, že si všimneme, že nulový vektor
(

0
0
0

)

zřejmě nesplňuje rovnici x1 − 2x2 + x3 = 1.

Cvičeńı 2

Necht’ P ⊂⊂ R3, Q ⊂⊂ R3. Nalezněte dimenzi a bázi P +Q a P ∩Q, je-li

P :=









1
1
−1



 ,





1
2
1



 ,





1
3
3









λ

a Q :=









2
3
−1



 ,





1
2
2



 ,





1
1
−3









λ

.

Nejdř́ıve prozkoumejme samotné prostory P a Q:

P :





1 1 1
1 2 3
−1 1 3



 ∼





1 1 1
0 1 2
0 2 4



 ∼





1 1 1
0 1 2
0 0 0



 ,

Q :





2 1 1
3 2 1
−1 2 −3



 ∼





0 5 −5
0 8 −8
−1 2 −3



 ∼





−1 2 −3
0 5 −5
0 0 0



 .

Odtud vid́ıme, že dimP = 2 = dimQ a báze P je např́ıklad soubor (p1, p2) a báze Q je např́ıklad soubor
(q1, q2)

p1 :=





1
1
−1



 , p2 :=





1
2
1



 , q1 :=





2
3
−1



 , q2 :=





1
2
2



 .

Geometricky se tedy v obou př́ıpadech jedná o roviny. Poněvadž normálové vektory

p1 × p2 =





3
−2
1



 a q1 × q2 =





8
−5
1





nejsou kolineárńı, P 6= Q. Tedy nezbytně P + Q = R3, odkud dim(P + Q) = 3 a báze součtu je jakákoli
báze R3 (např́ıklad standardńı); a P ∩Q je př́ımka, odkud dim(P ∩Q) = 1.

Algebraické řešeńı, včetně nalezeńı báze pr̊uniku, je následuj́ıćı. Podle definice součtu, plat́ı P + Q =
[p1, p2, q1, q2]λ. Bázi prostoru takovéhoto typu jsme už hledali mnohokrát (jedná se o zúžeńı na bázi):





1 1 2 1
1 2 3 2
−1 1 −1 2



 ∼





1 1 2 1
0 1 1 1
0 2 1 3



 ∼





1 1 2 1
0 1 1 1
0 0 −1 1



 , (6.1)
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odkud dostáváme, že dim(P +Q) = 3 (tedy nezbytně P +Q = R
3) a báze P +Q je např́ıklad (p1, p2, q1)

(nebo jakákoli jiná báze R3). Pro nalezeńı báze pr̊uniku si stač́ı uvědomit, že u ∈ P ∩ Q tehdy a jen
tehdy, pokud existuj́ı č́ısla α1, α2, β1, β2 ∈ R taková, že u = α1p1 + α2p2 a zároveň u = β1q1 + β2q2, odkud
α1p1+α2p2 = β1q1+β2q2 neboli α1p1+α2p2+(−β1)q1+(−β2)q2 = 0, což je opět ekvivalentńı soustavě (6.1),
avšak s jinou interpretaćı, a to následuj́ıćı. Z konečné matice v (6.1) dostáváme −β1+β2 = 0, což implikuje

u = β1(q1 + q2) = β1





3
5
1



 ,

odkud vid́ıme, že báze P ∩Q je např́ıklad soubor (q1 + q2) =
((

3
5
1

))

a dim(P ∩Q) = 1.

Zkušenost z opravováńı zkouškových ṕısemek je, že nalezeńı báze a dimenze součtu P +Q je pro studenty
obvykle jednodušš́ı. Pokud si zoufalý student nev́ı v ṕısemce s pr̊unikem P ∩Q rady, lze nějaké daľśı body
nasb́ırat alespoň identifikaćı dimenze P ∩Q, k čemuž lze využ́ıt obecný dimenzionálńı vztah

dim(P +Q) = dimP + dimQ− dim(P ∩Q) , (6.2)

a to aniž bychom samotnou bázi pr̊uniku našli.

Cvičeńı 3

Necht’ P ⊂⊂ C3, Q ⊂⊂ C3. Nalezněte dimenzi a bázi P +Q a P ∩Q, je-li

P :=











x1

x2

x3



 ∈ C
3 : 2x1 + 4x2 − 3x3 = 0







a

(a) Q :=









5
−1
1



 ,





3
0
1









λ

, (b) Q :=









1
1
2



 ,





5
−1
2









λ

.

ad (a)

Rovnou vid́ıme, že P je rovina, tud́ıž dimP = 2. Zároveň rovnou vid́ıme, že dimQ = 2 (jelikož vektory
q1, q2, jež generuj́ı Q, jsou jasně lineárně nezávislé), tud́ıž Q je rovněž rovina. Normálový vektor Q je

q1 × q2 =





−1
−2
3



 , kde q1 :=





5
−1
1



 , q2 :=





3
0
1



 ,

zat́ımco normálový vektor P je
(

2
4
−3

)

, tud́ıž P 6= Q. Tedy nezbytně P +Q = C3, odkud dim(P +Q) = 3 a

báze součtu je jakákoli báze C3 (např́ıklad standardńı); a P ∩Q je př́ımka, odkud dim(P ∩Q) = 1.

Alegebraické řešeńı je následuj́ıćı. Nejdř́ıve vyjádř́ıme P jako lineárńı obal

P =











x1

x2

x3



 : x1 = 3s ∧ x2 = 3t ∧ x3 =
2x1 + 4x2

3
= 2s+ 4t ∧ s, t ∈ C







=











3s
3t

2s+ 4t



 : s, t ∈ C







=







s





3
0
2



+ t





0
3
4



 : s, t ∈ C







= [p1, p2]λ , kde p1 :=





3
0
2



 , p2 :=





0
3
4



 .

Jak už v́ıme, pro nalezeńı báze P +Q i P ∩Q se stač́ı pod́ıvat na soustavu




3 0 5 3
0 3 −1 0
2 4 1 1



 ∼





3 0 5 3
0 3 −1 0
0 12 −7 −3



 ∼





3 0 5 3
0 3 −1 0
0 0 −3 −3



 .
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Odtud vid́ıme, že dim(P +Q) = 3 (tedy nezbytně P +Q = C
3) a báze P +Q je např́ıklad (p1, p2, q1) (nebo

jakákoli jiná báze C3). Zároveň vid́ıme, že u ∈ P ∩ Q tehdy a jen tehdy, pokud u ∈ [q1 − q2]λ, tedy báze

P ∩Q je např́ıklad soubor (q1 − q2) =
((

2
−1
0

))

a dim(P ∩Q) = 1.

ad (b)

Už v́ıme, že P je rovina, tud́ıž dimP = 2, a báze P je (p1, p2). Zároveň stejně jako v př́ıpadě (a) vid́ıme, že
dimQ = 2, tud́ıž Q je rovněž rovina. Normálový vektor Q je

q1 × q2 =





4
8
−6



 , kde q1 :=





1
1
2



 , q2 :=





5
−1
2



 ,

což je dvojnásobek normálového vektoru P , který je roven
(

2
4
−3

)

, tud́ıž P = Q. Tedy nezbytně P +Q = P =

Q (rovina), odkud dim(P+Q) = 2 a báze součtu je např́ıklad (p1, p2) nebo (q1, q2). Zároveň P ∩Q = P = Q,
odkud dim(P ∩Q) = 2 a báze pr̊uniku je opět např́ıklad (p1, p2) nebo (q1, q2).

Ke stejnému výsledku přijdeme i čistě algebraicky. Jak už v́ıme, pro nalezeńı báze P +Q i P ∩ Q se stač́ı
pod́ıvat na soustavu





3 0 1 5
0 3 1 −1
2 4 2 2



 ∼





3 0 1 5
0 3 1 −1
0 12 4 −4



 ∼





3 0 1 5
0 3 1 −1
0 0 0 0



 . (6.3)

Odtud vid́ıme, že dim(P + Q) = 2 a báze P + Q je např́ıklad (p1, p2). Užit́ım obecného vztahu (6.2)
dostáváme, že rovněž dim(P ∩Q) = 2, a poněvadž dimP = 2 = dimQ, nezbytně P = Q, tud́ıž báze P ∩Q
je rovněž např́ıklad (p1, p2). Alternativně, z posledńı matice v (6.3) vid́ıme, že u ∈ P ∩Q tehdy a jen tehdy,
pokud

u = β1q1 + β2q2 ∧ u =
β1 − 5β2

3
p1 +

β1 − β2

3
p2 ,

kde β1, β2 ∈ C jsou libovolná č́ısla, a zároveň vektory q1, q2 lze vyjádřit jako lineárńı kombinace p1, p2, tud́ıž
báze P ∩Q je (p1, p2) nebo (q1, q2).

Cvičeńı 4

Necht’ P ⊂⊂ R4, Q ⊂⊂ R4. Nalezněte dimenzi a bázi P +Q a P ∩Q, je-li

P :=























x1

x2

x3

x4









∈ R
4 : x2 + 3x3 + x4 = 0 ∧ 2x1 + x2 + 3x3 − x4 = 0















,

Q :=























x1

x2

x3

x4









∈ R
4 : −2x1 + x2 + 5x3 + 5x4 = 0 ∧ 4x1 + 3x2 + 5x3 − 5x4 = 0















.

Jsme sice ve čtyřech dimenźıch, avšak možné geometrické scénáře nejsou o moc pestřeǰśı. Prostor P je
definován coby pr̊unik dvou r̊uzných nadrovin (což jsou trojdimenzionálńı prostory), tud́ıž se muśı jednat
o rovinu (dvojdimenzionálńı prostor); dimP = 2. Stejná tvrzeńı plat́ı o Q; dimQ = 2. Pokud P = Q, pak
P ∩Q = P = Q je rovina, a tud́ıž dim(P ∩Q) = 2; jinak P ∩Q je př́ımka, a tud́ıž dim(P ∩Q) = 1. V prvńım
př́ıpadě (P = Q) by platilo, že P +Q je rovina, a tud́ıž dim(P +Q) = 2; zat́ımco v druhém (P 6= Q) je to
nezbytně nadrovina, a tud́ıž dim(P + Q) = 3. Snadno se přesvědč́ıme, že nastává druhý scénář (P 6= Q),
poněvadž např́ıklad









1
−1
0
1









∈ P ∧









1
−1
0
1









6∈ Q .

Tud́ıž dim(P ∩ Q) = 1 a dim(P + Q) = 3. Ověřme nyńı tuto čistě geometrickou úvahu algebraickým
výpočtem, který se od vás očekává a nav́ıc dá požadované báze.
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Z druhé rovnice definuj́ıćı P vyjádř́ıme např́ıklad x4 = 2x1 + x2 + 3x3 a dosad́ıme do prvńı rovnice, č́ımž
dostaneme rovnici x1 + x2 + 3x3 = 0, z které vyjádř́ıme např́ıklad x1 = −x2 − 3x3 = 0. Tento výsledek
můžeme zpětně dosadit do x4 = 2(−x2 − 3x3) + x2 + 3x3 = −x2 − 3x3. Nakonec lze tedy psát

P =























−x2 − 3x3

x2

x3

−x2 − 3x3









: x2, x3 ∈ R















= [p1, p2]λ , kde p1 :=









−1
1
0
−1









, p2 :=









−3
0
1
−3









.

Vektory p1, p2 jsou očividně lineárně nezávislé, tud́ıž tvoř́ı bázi P a dimP = 2.

Obdobně, z prvńı rovnice definuj́ıćı Q vyjádř́ıme např́ıklad x2 = 2x1 − 5x3 − 5x4 a dosad́ıme do druhé
rovnice, č́ımž dostaneme rovnici x1 − x3 − 2x4 = 0, z které vyjádř́ıme např́ıklad x1 = x3 + 2x4. Tento
výsledek můžeme zpětně dosadit do x2 = 2(x3 + 2x4)− 5x3 − 5x4 = −3x3 − x4. Nakonec lze tedy psát

Q =























x3 + 2x4

−3x3 − x4

x3

x4









: x2, x3 ∈ R















= [q1, q2]λ , kde q1 :=









1
−3
1
0









, q2 :=









2
−1
0
1









.

Vektory q1, q2 jsou očividně lineárně nezávislé, tud́ıž tvoř́ı bázi Q a dimQ = 2.

Daľśı postup už dobře známe. Ze soustavy









−1 −3 1 2
1 0 −3 −1
0 1 1 0
−1 −3 0 1









∼









−1 −3 1 2
0 −3 −2 1
0 1 1 0
0 0 −1 −1









∼









−1 −3 1 2
0 −3 −2 1
0 0 1 1
0 0 −1 −1









∼









−1 −3 1 2
0 −3 −2 1
0 0 1 1
0 0 0 0









okamžitě dostáváme, že dim(P +Q) = 3 a báze součtu je např́ıklad (p1, p2, q1). Zároveň vid́ıme, že jakýkoli
vektor u ∈ P ∩Q splňuje u ∈ [q1 − q2]λ, tud́ıž dim(P ∩Q) = 1 a báze pr̊uniku je např́ıklad soubor (q1 − q2),
tedy explicitně

















−1
−2
1
−1

















.
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7 Podprostor (2. část)

Cvičeńı 1

Necht’ P ⊂⊂ R4, Q ⊂⊂ R4, kde

P :=

















1
−1
1
3









,









1
−2
1
2









,









3
−1
3
1

















λ

a Q :=

















2
1
2
−1









,









0
5
0
0









,









1
0
0
−1

















λ

(a) Najděte dimenzi a bázi proprostor̊u P +Q a P ∩Q.
(b) Najděte doplněk P +Q do R4.

ad (a)

Pǐsme P =: [p1, p2, p3]λ a Q =: [q1, q2, q3]λ, kde pořad́ı vektor̊u je jako v zadáńı. Ze soustavy








1 1 3
−1 −2 −1
1 1 3
3 2 1









∼









1 1 3
0 −1 2
0 0 0
0 −1 −8









∼









1 1 3
0 −1 2
0 0 −10
0 0 0









vid́ıme, že vektory p1, p2, p3 jsou lineárně nezávislé, tud́ıž dimP = 3 (nadplocha). Obdobně, ze soustavy








2 0 1
1 5 0
2 0 0
−1 0 −1









∼









2 0 1
1 5 0
2 0 0
1 0 0









∼









1 0 2
0 5 1
0 0 2
0 0 0









vid́ıme, že rovněž vektory q1, q2, q3 jsou lineárně nezávislé, tud́ıž dimQ = 3 (nadplocha). Z velké soustavy








1 1 3 2 0 1
−1 −2 −1 1 5 0
1 1 3 2 0 0
3 2 1 −1 0 −1









∼









1 1 3 2 0 1
0 −1 2 3 5 1
0 0 0 0 0 −1
0 −1 −8 −7 0 −4









∼









1 1 3 2 0 1
0 −1 2 3 5 1
0 0 −10 −10 −5 −5
0 0 0 0 0 −1









vid́ıme, že báze součtu P + Q je např́ıklad (p1, p2, p3, q3), tud́ıž dim(P + Q) = 4 a P + Q = R4 (tud́ıž za
alternativńı bázi lze zvolit i jakoukoli jinou bázi v R4, např́ıklad standardńı). Podle obecného vztahu (6.2)
předem v́ıme, že dim(P ∩Q) = 2 (rovina). Z velké soustavy výše nav́ıc vid́ıme, že libovolný vektor u ∈ P ∩Q,
jenž muśı být tvaru u = β1q1 + β2q2 + β3q3, kde β1, β2, β3 ∈ R, nezbytně splňuje β3 = 0, tud́ıž u ∈ [q1, q2]λ.
Tedy báze pr̊uniku P ∩Q je např́ıklad (q1, q2).

ad (b)

Poněvadž součet P +Q je celý prostor R4, jeho doplněk je nulový podprostor

{0} =























0
0
0
0























.

Cvičně můžeme nalézt i doplněk pr̊uniku P ∩ Q do R4. Libovolný vektor v ∈ R4 lze psát jako v = α1q1 +
α2q2 + α3r + α4s, kde α1, α2, α3, α4 ∈ R a vektory r, s ∈ R4 jsou takové, že (q1, q2, r, s) je báze v R4.
Tedy doplněk P ∩ Q do R4 je dvojdimenzionálńı podprostor (rovina) [r, s]λ. Abychom nalezli vektory r, s,
stač́ı doplnit vektory q1, q2 na bázi v R4. Alternativně stač́ı soubor (q1, q2, e1, e2, e3, e4) zúžit na bázi R4.
Z odpov́ıdaj́ıćı soustavy









2 0 1 0 0 0
1 −5 0 1 0 0
2 0 0 0 1 0
−1 0 0 0 0 1









∼









2 0 1 0 0 0
0 10 1 −2 0 0
0 0 1 0 −1 0
0 0 1 0 0 2









∼









2 0 1 0 0 0
0 10 1 −2 0 0
0 0 1 0 −1 0
0 0 0 0 1 2
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vid́ıme, že báze R4, jež obsahuje vektory q1, q2, je např́ıklad soubor (q1, q2, e1, e3), tedy můžeme zvolit r := e1
a s := e3 (to, že vektor e2 muśı být vyhozen, je jasné už z toho, že q2 = 5e2). Doplněk P ∩Q do R4 je tedy
podprostor

[e1, e3]λ =

















1
0
0
0









,









0
0
1
0

















λ

.

Cvičeńı 2

Necht’ P ⊂⊂ C2,2, Q ⊂⊂ C2,2. Určete dimenzi, nalezněte bázi P +Q a P ∩Q a dále najděte doplněk P
do C

2,2, je-li:

(a) P :=

[(

1 2
1 0

)

,

(

−1 1
1 −1

)]

λ

, Q :=

[(

2 −1
0 1

)

,

(

1 −1
3 7

)]

λ

,

(b) P :=

[(

1 2
1 −2

)

,

(

2 3
1 0

)

,

(

1 2
2 −3

)]

λ

, Q :=

[(

1 1
1 1

)

,

(

1 0
1 −1

)]

λ

,

(c) P :=

[(

1 1
1 1

)

,

(

1 −1
1 −1

)

,

(

1 3
1 3

)]

λ

, Q :=

[(

1 2
0 2

)

,

(

1 2
1 2

)

,

(

3 1
3 1

)]

λ

,

(d) P :=

{(

x1 x2

x3 x4

)

∈ C2,2 : x1 − x2 + x3 − x4 = 0

}

, Q :=

[(

1 0
1 0

)

,

(

0 2
1 1

)

,

(

1 2
1 2

)]

λ

,

(e)
P :=

{(

x1 x2

x3 x4

)

∈ C
2,2 : x1 − x2 − x3 − x4 = 0 ∧ 2x1 − x3 − 3x4 = 0 ∧ x2 + x3 − 2x4 = 0

}

,

Q :=

{(

x1 x2

x3 x4

)

∈ C
2,2 : 3x1 = 2x2 ∧ x2 + x3 + x4 = 0

}

.

ad (a)

Je zřejmé, že dimP = 2 = dimQ, tud́ıž geometrický význam obou podprostor̊u P,Q je rovina. Báze P je
(p1, p2) a báze Q je (q1, q2), kde

p1 :=

(

1 2
1 0

)

, p2 :=

(

−1 1
1 −1

)

, q1 :=

(

2 −1
0 1

)

, q2 :=

(

1 −1
3 7

)

.

Soustava odpov́ıdaj́ıćı rovnici α1p1 + α2p2 + α3q1 + α4q2 = 0, kde α1, α2, α3, α4 ∈ C, má tvar








1 −1 2 1
2 1 −1 −1
1 1 0 3
0 −1 1 7









∼









1 −1 2 1
0 3 −5 −3
0 2 −2 2
0 −1 1 7









∼









1 −1 2 1
0 0 −2 18
0 0 0 16
0 −1 1 7









∼









1 −1 2 1
0 −1 1 7
0 0 −1 9
0 0 0 1









.

Odtud vid́ıme, že vektory p1, p2, q1, q2 jsou lineárně nezávislé, tud́ıž dim(P +Q) = 4 a P +Q = C2,2. Báze
P +Q je např́ıklad soubor (p1, p2, q1, q2) (nebo jakákoli jiná báze C2,2, např́ıklad standardńı). Z upravené
soustavy výše rovněž vid́ıme, že jediný vektor lež́ıćı v pr̊uniku P ∩Q je nulový vektor, tud́ıž

P ∩Q = {0} =

{(

0 0
0 0

)}

,

dim(P ∩ Q) = 0 a báze je prázdný soubor (). (Alternativně bychom ke stejnému výsledku došli užit́ım
rovnice (6.2)).

Poněvadž P ∩Q = {0}, plat́ı P +Q = P ⊕Q (direktńı součet), tud́ıž doplněk P do C2,2 je Q.

Poznámka. Za bázi nulového prostoru {0} se definotoricky bere prázdný soubor (), což je výhodné pro
konzistentńı formulaci obecných tvrzeńı (s touto konvenćı např́ıklad plat́ı, že pro každý vektorový pro-
stor existuje báze, což se v konečně dimenzionálńıch vektorových prostorech dá ukázat právě rozš́ı̌reńım
prázdného souboru () na bázi). Jindy se konvenčně řekne, že pro nulový prostor {0} báze neexistuje. Držte
se konvence, kterou máte ve skriptech.

Pozor! Správná odpověd’ ohledně báze P +Q ⊂⊂ C
2,2 je, že báze je (např́ıklad) soubor (p1, p2, q1, q2), tedy

((

1 2
1 0

)

,

(

−1 1
1 −1

)

,

(

2 −1
0 1

)

,

(

1 −1
3 7

))

⊂ C
2,2 × C

2,2 × C
2,2 × C

2,2.
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V ṕısemkách se každý rok setkáváme se studenty, kteř́ı neváhaj́ı napsat, že báze P +Q je soubor
















1
2
1
0









,









−1
1
1
−1









,









2
−1
0
1









,









1
−1
3
7

















⊂ C
4 × C

4 × C
4 × C

4.

To je špatně a zbytečně se za to strhávaj́ı body.

ad (b)

Analýzou soustavy








1 2 1
2 3 2
1 1 2
−2 0 −3









∼









1 2 1
0 −1 0
0 −1 1
0 4 −1









∼









1 2 1
0 0 −1
0 −1 1
0 0 3









∼









1 2 1
0 −1 1
0 0 −1
0 0 0









vid́ıme, že dimP = 3 (P je nadrovina) a báze P je soubor (p1, p2, p3), kde

p1 :=

(

1 2
1 −2

)

, p2 :=

(

2 1
1 0

)

, p3 :=

(

1 2
2 −3

)

.

Rovněž je rovnou vidět, že dimQ = 2 (Q je rovina) a báze Q je soubor (q1, q2), kde

q1 :=

(

1 1
1 1

)

, q2 :=

(

1 0
1 −1

)

.

Z rozš́ı̌rené soustavy








1 2 1 1 1
2 3 2 1 0
1 1 2 1 1
−2 0 −3 1 −1









∼









1 2 1 1 1
0 −1 0 −1 −2
0 −1 1 0 0
0 4 −1 3 1









∼









1 2 1 1 1
0 0 −1 −1 −2
0 −1 1 0 0
0 0 3 3 1









∼









1 2 1 1 1
0 −1 1 0 0
0 0 −1 −1 −2
0 0 0 0 −5









vid́ıme, že dim(P +Q) = 4, tud́ıž P +Q = C2,2, a báze P +Q je např́ıklad (p1, p2, p3, q2) (nebo jakákoli jiná
báze C

2,2, např́ıklad standardńı). Z obecného vztahu (6.2) dopoč́ıtáme dim(P ∩Q) = 1 (P ∩Q je př́ımka).
Ten samý výsledek dostáváme z výše upravené matice, odkud nav́ıc vid́ıme, že P ∩ Q = [q1]λ, tud́ıž báze
P ∩Q je např́ıklad (q1).

Poněvadž báze P je (p1, p2, p3) a za bázi P + Q = C2,2 lze zvolit (p1, p2, p3, q2), doplněk P do C2,2 je
podprostor [q2]λ.

ad (c)

Analýzou soustavy








1 1 1
1 −1 3
1 1 1
1 −1 3









∼









1 1 1
0 −2 2
0 0 0
0 −2 2









∼









1 1 1
0 −2 2
0 0 0
0 0 0









vid́ıme, že dimP = 2 (P je rovina) a báze P je např́ıklad soubor (p1, p2), kde

p1 :=

(

1 1
1 1

)

, p2 :=

(

1 −1
1 −1

)

.

Obdobně, analýzou soustavy








1 1 3
2 2 1
0 1 3
2 2 1









∼









1 1 3
0 0 −5
0 1 3
0 0 −5









∼









1 1 3
0 1 3
0 0 −5
0 0 0
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vid́ıme, že dimQ = 3 (Q je nadrovina) a báze Q je soubor (q1, q2, q3), kde

q1 :=

(

1 2
0 2

)

, q2 :=

(

1 2
1 2

)

, q3 :=

(

3 1
3 1

)

.

Z rozš́ı̌rené soustavy









1 1 1 1 3
1 −1 2 2 1
1 1 0 1 3
1 −1 2 2 1









∼









1 1 1 1 3
0 −2 1 1 −2
0 0 −1 0 0
0 −2 1 1 −2









∼









1 1 1 1 3
0 −2 1 1 −2
0 0 −1 0 0
0 0 0 0 0









vid́ıme, že dim(P +Q) = 3 (P +Q je nadrovina) a báze P +Q je např́ıklad (p1, p2, q1). Z obecného vztahu
dopoč́ıtáme dim(P ∩ Q) = 2, tud́ıž nezbytně P ⊂ Q a P ∩ Q = P (geometricky to znamená, že pr̊unik
nadroviny a roviny je genericky př́ımka, kromě výjimečného př́ıpadu, že rovina je podmnožinou nadroviny,
což zde nastává). Za bázi P ∩ Q lze zvolit bázi P , což je např́ıklad soubor (p1, p2). Z faktu P ⊂ Q rovněž
plyne, že P +Q = Q, tud́ıž za bázi P +Q lze alternativně zvolit bázi Q, což je soubor (q1, q2, q3).

Abychom našli doplněk P do C2,2, zúž́ıme soubor (p1, p2, e1, e2, e3, e4) na bázi C2,2. Tato procedura vede na
soustavu









1 1 1 0 0 0
1 −1 0 1 0 0
1 1 0 0 1 0
1 −1 0 0 0 1









∼









1 1 1 0 0 0
0 −2 −1 1 0 0
0 0 −1 0 1 0
0 −2 −1 0 0 1









∼









1 1 1 0 0 0
0 −2 −1 1 0 0
0 0 −1 0 1 0
0 0 0 1 0 −1









,

odkud vid́ıme, že doplněk P do C2,2 je např́ıklad podprostor

[e1, e2]λ =

[(

1 0
0 0

)

,

(

0 1
0 0

)]

λ

.

ad (d)

Jak jsme zvykĺı, nejdř́ıve vyjádř́ıme P jako lineárńı obal:

P =

{(

x1 x2

x3 x1 − x2 + x3

)

: x1, x2, x3 ∈ C

}

=

{

x1

(

1 0
0 1

)

+ x2

(

0 1
0 −1

)

+ x3

(

0 0
1 1

)

: x1, x2, x3 ∈ C

}

= [p1, p2, p3]λ , kde p1 :=

(

1 0
0 1

)

, p2 :=

(

0 1
0 −1

)

, p3 :=

(

0 0
1 1

)

.

Následnou analýzou soustavy









1 0 0
0 1 0
0 0 1
1 −1 1









∼









1 0 0
0 1 0
0 0 1
0 −1 1









∼









1 0 0
0 1 0
0 0 1
0 0 1









∼









1 0 0
0 1 0
0 0 1
0 0 0









,

vid́ıme, že dimP = 3 (P je nadrovina) a báze P je soubor (p1, p2, p3). Obdobně, analýzou soustavy









1 0 1
0 2 2
1 1 1
0 1 2









∼









1 0 1
0 2 2
0 1 0
0 0 −2









∼









1 0 1
0 1 1
0 0 1
0 0 −2









∼









1 0 1
0 1 1
0 0 1
0 0 0









,

vid́ıme, že rovněž dimQ = 3 (Q je nadrovina) a báze Q je soubor (q1, q2, q3), kde

q1 :=

(

1 0
1 0

)

, q2 :=

(

0 2
1 1

)

, q3 :=

(

1 2
1 2

)

.
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Z rozš́ı̌rené soustavy








1 0 0 1 0 1
0 1 0 0 2 2
0 0 1 1 1 1
1 −1 1 0 1 2









∼









1 0 0 1 0 1
0 1 0 0 2 2
0 0 1 1 1 1
0 −1 1 −1 1 1









∼









1 0 0 1 0 1
0 1 0 0 2 2
0 0 1 1 1 1
0 0 1 −1 3 3









∼









1 0 0 1 0 1
0 1 0 0 2 2
0 0 1 1 1 1
0 0 0 −2 2 2









,

vid́ıme, že dim(P +Q) = 4, tud́ıž P +Q = C2,2, a za bázi P +Q lze zvolit např́ıklad (p1, p2, p3, q1). Rovněž
vid́ıme, že

P ∩Q = [q1 + q2, q1 + q3]λ =

[(

1 2
2 1

)

,

(

2 2
2 2

)]

λ

,

odkud dim(P ∩Q) = 2 a báze P ∩Q je např́ıklad (q1 + q2, q1 + q3).

Přestože za bázi P +Q = C2,2 lze zvolit jakoukoli bázi C2,2 (např́ıklad standardńı), naše volba (p1, p2, p3, q1)
výše je výhodná, jelikož rovnou ukazuje, že doplněk P do C2,2 je podprostor [q1]λ.

ad (e)

Nejdř́ıve vyjádř́ıme P jako lineárńı obal. P je geometricky pr̊unik tř́ı r̊uzných nadrovin, tud́ıž se jedná
o př́ımku. Algebraicky se jedná o vyřešeńı soustavy





1 −1 −1 −1
2 0 −1 −3
0 1 1 −2



 ∼





1 −1 −1 −1
0 2 1 −1
0 1 1 −2



 ∼





1 −1 −1 −1
0 2 1 −1
0 0 −1 3



 ,

odkud x3 = 3x4, x2 = 1
2 (−x3 + x4) = −x4 a x1 = x2 + x3 + x4 = 3x4. Tedy

P = [p]λ , kde p :=

(

3 −1
3 1

)

.

Báze P je (p). Obdobně

Q =

{(

2
3x2 x2

x3 −x2 − x3

)

: x2, x3 ∈ C

}

=

{

1

3
x2

(

2 3
0 −3

)

+ x3

(

0 0
1 −1

)

: x2, x3 ∈ C

}

= [q1, q2]λ , kde q1 :=

(

2 3
0 −3

)

, q2 :=

(

0 0
1 −1

)

.

Odtud vid́ıme, že dimQ = 2 (Q je rovina) a za bázi lze zvolit soubor (q1, q2). Z rozš́ı̌rené soustavy








3 2 0
−1 3 0
3 0 1
1 −3 −1









∼









0 11 0
−1 3 0
0 9 1
0 0 −1









∼









−1 3 0
0 1 0
0 0 1
0 0 −1









∼









−1 3 0
0 1 0
0 0 1
0 0 0









vid́ıme, že vektory p, q1, q2 jsou lineárně nezávislé. Tud́ıž dim(P +Q) = 3 a báze P +Q je např́ıklad soubor
(p, q1, q2). Z obecného vztahu (6.2) pak rovnou dopoč́ıtáme dim(P ∩Q) = 0, tud́ıž pr̊unik je triviálńı,

P ∩Q =

{(

0 0
0 0

)}

,

a jeho báze je prázdný soubor ().

Abychom našli doplněk P do C2,2, zúž́ıme soubor (p, e1, e2, e3, e4) na bázi C2,2. Tato procedura vede na
soustavu









3 1 0 0 0
−1 0 1 0 0
3 0 0 1 0
1 0 0 0 1









∼









0 1 3 0 0
−1 0 1 0 0
0 0 3 1 0
0 0 1 0 1









∼









−1 0 1 0 0
0 1 3 0 0
0 0 3 1 0
0 0 0 1 −3









,
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odkud vid́ıme, že doplněk P do C
2,2 je např́ıklad podprostor

[e1, e2, e3]λ =

[(

1 0
0 0

)

,

(

0 1
0 0

)

,

(

0 0
1 0

)]

λ

.

Cvičeńı 3

Necht’ M ⊂ P4. Zjistěte, zda M ⊂⊂ P4, a v kladém př́ıpadě určete dimM , je-li:
(a) M := {x ∈ P4 : x(1) = 0},
(b) M := {x ∈ P4 : x(0) = 1},
(c) M := {x ∈ P4 : stupeň x je 0 nebo 1 nebo 2},
(d) M := {x ∈ P4 : ∀t ∈ [0, 1], x(t) = x(1− t)},
(e) M := {x ∈ P4 : ∀t ∈ R, x(t) = x(1)},
(f) M := {x ∈ P4 : x(1)− 2x(−1) = 0 ∧ x(0) + x(1) = 0}.

ad (a)

Nulový polynom 0 zřejmě splňuje 0(1) = 0. Máme-li dva polynomy x, y ∈ P4 splňuj́ıćı x(1) = 0 a y(1) = 0,
potom rovněž (x+ y)(1) = x(1) + y(1) = 0, tud́ıž množina M je uzavřená na sč́ıtáńı. Obdobně se ukáže, že
je uzavřená na násobeńı č́ısly. Množina M je tedy podprostorem P4.

Libovolný polynom x ∈ P4 má tvar x(t) = α0 + α1t + α2t
2 + α3t

3, kde α0, α1, α2, α3 ∈ C jsou koeficienty,
jež jednoznačně určuj́ı polynom x (jedná se o souřadnice vektoru x vzhledem ke standardńı bázi e0(t) := 1,
e1(t) := t, e2(t) := t2, e3(t) := t3), a t ∈ C je proměnná. Podmı́nka x(1) = 0 je ekvivalentńı vztahu
α0 +α1 +α2 +α3 = 0, odkud lze vyjádřit např́ıklad α3 = −α0 −α1 −α2. Tedy libovolný vektor x ∈ M má
tvar

x = α0e0 + α1e1 + α2e2 + (−α0 − α1 − α2)e3

= α0(e0 − e3) + α1(e1 − e3) + α2(e2 − e3) ,

kde α0, α1, α2, α3 ∈ C jsou libovolná. Tedy M = [e0− e3, e1− e3, e2− e3]λ. Odtud už je vidět, že dimM = 3
(M je nadrovina) a báze M je např́ıklad

(e0 − e3, e1 − e3, e2 − e3) ⊂ P4 × P4 × P4 .

Explicitně (e0 − e3)(t) = 1− t3, (e1 − e3)(t) = t− t3 a (e2 − e3)(t) = t2 − t3.

POZOR! Opět se najdou studenti, co neváhaj́ı do ṕısemky napsat, že řešeńım je báze

















1
0
0
0









−









0
0
0
1









,









0
1
0
0









−









0
0
0
1









,









0
0
1
0









−









0
0
0
1

















=

















1
0
0
−1









,









0
1
0
−1









,









0
0
1
−1

















⊂ C
4 × C

4 × C
4 ,

což je zřejmý nesmysl.

ad (b)

Nulový polynom 0 zřejmě nesplňuje 0(0) = 1, tud́ıž M neńı podprostor v P4.

ad (c)

Nulový polynom 0 nemá definovaný stupeň, tud́ıž 0 6∈ M , tud́ıž M neńı podprostor v P4.

ad (d)

Libovolný polynom x ∈ M má tvar x(t) = α0 + α1t+ α2t
2 + α3t

3, kde α0, α1, α2, α3 ∈ C a t ∈ C, a splňuje
vztah

α0 + α1t+ α2t
2 + α3t

3 = α0 + α1(1− t) + α2(1− t)2 + α3(1− t)3

= α0 + α1 − α1t+ α2 − 2α2t+ α2t
2 + α3 − 3α3t+ 3α3t

2 − α3t
3

= α0 + α1 + α2 + α3 + (−α1 − 2α2 − 3α3)t+ (α2 + 3α3)t
2 − α3t

3 .
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Poněvadž tato identita muśı být splněna pro všechna t ∈ C, je ekvivalentńı skalárńı soustavě

α0 = α0 + α1 + α2 + α3 ,

α1 = −α1 − 2α2 − 3α3 ,

α2 = α2 + 3α3 ,

α3 = −α3 .

Odtud α3 = 0 a α1 = −α2 (na α0 nedostáváme žádnou podmı́nku). Tedy

x ∈ M ⇐⇒ ∃α0, α2 ∈ C, x = α0e0 − α2e1 + α2e2 .

Jinými slovy

M = [e0, e2 − e1]λ .

Odtud je vidět, že M je podprostor v P4, dimM = 2 (M je rovina) a báze je např́ıklad (e0, e2 − e1).

ad (e)

Libovolný polynom x ∈ M má tvar x(t) = α0 + α1t+ α2t
2 + α3t

3, kde α0, α1, α2, α3 ∈ C a t ∈ C, a splňuje
vztah

α0 + α1t+ α2t
2 + α3t

3 = α0 + α1 + α2 + α3 .

Poněvadž tato identita muśı být splněna pro všechna t ∈ C, je ekvivalentńı skalárńı soustavě

α0 = α0 + α1 + α2 + α3 ,

α1 = 0 ,

α2 = 0 ,

α3 = 0 .

Odtud vid́ıme, že

x ∈ M ⇐⇒ ∃α0 ∈ C, x = α0e0 .

Jinými slovy

M = [e0]λ = P1 .

Odtud je vidět, že M je podprostor v P4 (je to prostor konstantńıch polynomů), dimM = 1 (M je př́ımka)
a báze je např́ıklad (e0).

ad (f)

Libovolný polynom x ∈ M má tvar x(t) = α0 + α1t+ α2t
2 + α3t

3, kde α0, α1, α2, α3 ∈ C a t ∈ C, a splňuje
vztahy

α0 + α1 + α2 + α3 = 2(α0 − α1 + α2 − α3) ,

−α0 = α0 + α1 + α2 + α3 .

Z prvńı rovnice vyjádř́ıme α0 = 3α1 − α2 + 3α3 a po dosazeńı do druhé rovnice dostaneme

2(3α1 − α2 + 3α3) + α1 + α2 + α3 = 7α1 − α2 + 7α3 = 0 ,

odkud vyjádř́ıme α2 = 7α1 +7α3. Po zpětném dosazeńı α0 = 3α1 − (7α1 +7α3) + 3α3 = −4α1 +4α3. Tedy

x ∈ M ⇐⇒ ∃α1, α3 ∈ C,
x = (−4α1 + 4α3)e0 + α1e1 + (7α1 + 7α3)e2 + α3e3

= α1(−4e0 + e1 + 7e2) + α3(4e0 + 7e2 + e3) .

Jinými slovy

M = [−4e0 + e1 + 7e2, 4e0 + 7e2 + e3]λ .

Odtud je vidět, že M je podprostor v P4, dimM = 2 (M je rovina) a báze je např́ıklad

(−4e0 + e1 + 7e2, 4e0 + 7e2 + e3) .
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Cvičeńı 4

Necht’ P,Q ⊂ P4. Najděte doplněk P do P4 a doplněk Q do P4. Nalezněte dimenzi a bázi podprostor̊u
P , Q, P +Q a P ∩Q, je-li

P := {x ∈ P4 : x(0) + x(1) = 0} a Q := [a, b, c]λ ,

kde pro každé t ∈ C plat́ı

a(t) := 1− t− t2 , b(t) := 1 + t+ t2 , c(t) := 2 + 2t .

Podobně jako v předchoźım př́ıkladu, libovolný polynom x ∈ P má tvar x(t) = α0 + α1t+ α2t
2 + α3t

3, kde
α0, α1, α2, α3 ∈ C a t ∈ C, a splňuje vztah

2α0 + α1 + α2 + α3 = 0 .

Pokud z této rovnice vyjádř́ıme např́ıklad α3 = −2α0 − α1 − α2, dostáváme

x ∈ M ⇐⇒ ∃α0, α1, α2 ∈ C,
x = α0e0 + α1e1 + α2e2 + (−2α0 − α1 − α2)e3

= α0(e0 − 2e3) + α1(e1 − e3) + α2(e2 − e3) ,

kde e0(t) := 1, e1(t) := t, e2(t) := t2, e3(t) := t3 je standardńı báze v P4. Jinými slovy

P = [e0 − 2e3, e1 − e3, e2 − e3]λ .

Snadno se přesvědč́ıme, že vektory e0 − 2e3, e1 − e3, e2 − e3 jsou lineárně nezávislé (návod, viz hned ńıže).
Odtud je vidět, že P je podprostor v P4, dimP = 3 (P je nadrovina) a báze je např́ıklad

(e0 − 2e3, e1 − e3, e2 − e3) =: (p1, p2, p3) .

PodprostorQ je rovnou definován jako lineárńı obal, pod́ıvejme se však, jestli generuj́ıćı vektory jsou lineárně
nezávislé. Plat́ı a = e0− e1− e2, b = e0+ e1+ e2 a c = 2e0+2e1. Rovnice αa+βb+ γc = 0, kde α, β, γ ∈ C,
je ekvivalentńı vektorové rovnici (α+ β+2γ)e0+(−α+ β+2γ)e1 +(−α+ β)e2 = 0. Z lineárńı nezávislosti
vektor̊u e0, e1, e2 dostaneme soustavu tř́ı skalárńıch rovnic o třech neznámých (α, β, γ), kterou můžeme
maticově zapsat takto





1 1 2
−1 1 2
−1 1 0



 ∼





1 1 2
0 2 4
0 2 2



 ∼





1 1 2
0 2 4
0 0 −2



 .

Odtud je rovnou vidět, že nezbytně α = β = γ = 0. Vektory a, b, c jsou tedy lineárně nezávislé. Tud́ıž
dimQ = 3 (Q je nadrovina) a báze je např́ıklad

(a, b, c) = (e0 − e1 − e2, e0 + e1 + e2, 2e0 + 2e1) =: (q1, q2, q3) .

Podle definice součtu podprostor̊u, P +Q = [p1, p2, p3, q1, q2, q3]λ. Pro určeńı dimenze P +Q je tedy potřeba
vyšetřit lineárńı nezávislost generuj́ıćıch vektor̊u p1, p2, p3, q1, q2, q3. To vede na systém









1 0 0 1 1 2
0 1 0 −1 1 2
0 0 1 −1 1 0
−2 −1 −1 0 0 0









∼









1 0 0 1 1 2
0 1 0 −1 1 2
0 0 1 −1 1 0
0 −1 −1 2 2 4









∼









1 0 0 1 1 2
0 1 0 −1 1 2
0 0 1 −1 1 0
0 0 −1 1 3 6









∼









1 0 0 1 1 2
0 1 0 −1 1 2
0 0 1 −1 1 0
0 0 0 0 4 6









.

Odtud je vidět, že dim(P +Q) = 4, P +Q = P4 a báze je např́ıklad (p1, p2, p3, q2). Poněvadž P +Q = P4,
lze za bázi zvolit i jakoukoli jinou bázi v P4, např́ıklad standardńı (e0, e1, e2, e3). Avšak volba (p1, p2, p3, q2)
je vhodná pro okamžité odvozeńı, že doplněk P do P4 je podprostor [q2]λ.
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Z obecného vztahu (6.2) dopoč́ıtáme dim(P ∩Q) = 2 (P ∩Q je rovina). Z upravené matice výše nav́ıc vid́ıme,
že pro libovolný vektor u = β1q1 + β2q2 + β3q3 ∈ P ∩ Q plat́ı β3 = − 2

3β2, tedy u = β1q1 + β2(q2 − 2
3q3),

odkud

P ∩Q = [q1, q2 − 2
3q3]λ = [q1, 3q2 − 2q3]λ .

Báze P ∩Q je např́ıklad (q1, 3q2 − 2q3). Explicitně

q1(t) = a(t) = 1− t− t2 a (3q2 − 2q3)(t) = 3b(t)− 2c(t) = −1− t+ 3t2 .

Zbývá naj́ıt doplněk Q do P4. Jak už v́ıme, stač́ı doplnit soubor (q1, q2, q3) na bázi P4. To bychom mohli
např́ıklad tak, že bychom soubor (q1, q2, q3, e0, e1, e2, e3) (nebo (q1, q2, q3, p1, p2, p3)) zúžili na bázi P4.
Namı́sto standardńıho výpočtu si lze uvědomit, že vektory q1, q2, q3 jsou polynomy stupně nejvýše dva.
Tud́ıž chyběj́ıćı polynom do báze je zřejmě e3. Tedy doplněk Q do P4 je podprostor [e3]λ.

Cvičeńı 5

Necht’ M ⊂⊂ C2
R
(t.j. C2 nad R),

M :=

[(

1 + 2i
1

)

,

(

i
2 + i

)

,

(

1
1 + 2i

)

,

(

2 + i
i

)]

λ

.

(a) Vyberte bázi M z generátor̊u.
(b) Doplňte – je-li to možné – na bázi M následuj́ıćı vektory

(b1)

(

i
−i

)

, (b2)

(

1
−1

)

,

(

1 + i
1− i

)

.

Připomeňme, že dimC2
R
= 4 (protože se násob́ı pouze reálnými č́ısly). Označme

m1 :=

(

1 + 2i
1

)

, m2 :=

(

i
2 + i

)

, m3 :=

(

1
1 + 2i

)

, m4 :=

(

2 + i
i

)

n :=

(

i
−i

)

, o :=

(

1
−1

)

, p :=

(

1 + i
1− i

)

.

ad (a)

Zároveň s vybráńım báze můžeme prozkoumat, zda vektory n, o, p lež́ı v M , což je postačuj́ıćı a nutná
podmı́nka pro to, aby problém (b) měl řešeńı. Pǐsme

v =

(

v11 + iv12
v21 + iv22

)

, v11, v12, v21, v22 ∈ R ,

pro libovolný vektor v C2
R
. Vektor v lež́ı v M , tehdy a jen tehdy, pokud existuj́ı č́ısla α1, α2, α3, α4 ∈ R

taková, že α1m1 + α2m2 + α3m3 + α4m4 = v, tedy

(

α1(1 + 2i) + α2i+ α3 + α4(2 + i)
α1 + α2(2 + i) + α3(1 + 2i) + α4i

)

=

(

v11 + iv12
v21 + iv22

)

.

Porovnáńım reálných a imaginárńıch část́ı dostaneme systém čtyř rovnic o čtyřech neznámých (α1, α2, α3, α4),
jenž můžeme maticově zapsat takto









1 0 1 2
2 1 0 1
1 2 1 0
0 1 2 1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

v11
v12
v21
v22









.
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Za v můžeme dosadit n, o nebo p, nebo také vše řešit najednou:

n o p








1 0 1 2
2 1 0 1
1 2 1 0
0 1 2 1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

0
1
0
−1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1
0
−1
0

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1
1
1
−1









∼









1 0 1 2
0 1 −2 −3
0 2 0 −2
0 1 2 1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

0
1
0
−1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1
−2
−2
0

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1
−1
0
−1









∼









1 0 1 2
0 1 −2 −3
0 0 4 4
0 0 4 4

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

0
1
−2
−2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1
−2
2
2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1
−1
2
0









∼









1 0 1 2
0 1 −2 −3
0 0 4 4
0 0 0 0

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

0
1
−2
0

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1
−2
2
0

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1
−1
2
2









.

Odtud vid́ıme vše. Zapomeneme-li na přidané pravé strany n, o, p, vid́ıme, že dimM = 3 (M je nadplocha)
a báze je např́ıklad (m1,m2,m3). Zároveň vid́ıme, že n, p ∈ M , avšak o 6∈ M . Tud́ıž (b1) má řešeńı, avšak
(b2) řešit nelze.

ad (b)

Už v́ıme, že má smysl řešit pouze (b1). Postup je standardńı, jedná se o zúžeńı souboru (n,m1,m2,m3) na
bázi C2

R
. Porovnáńım reálných a imaginárńıch část́ı jako výše to vede na soustavu









0 1 0 1
1 2 1 0
0 1 2 1
−1 0 1 2









∼









1 2 1 0
0 1 0 1
0 0 2 0
0 2 2 2









∼









1 2 1 0
0 1 0 1
0 0 2 0
0 0 2 0









∼









1 2 1 0
0 1 0 1
0 0 2 0
0 0 0 0









.

Odtud vid́ıme, že hledaná báze je např́ıklad (n,m1,m2).
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8 Lineárńı funkcionál a lineárńı zobrazeńı

Necht’ V, W jsou vektorové prostory nad T.

Lineárńı zobrazeńı z V do W je zobrazeńı T : V → W splňuj́ıćı tyto vlastnosti:

(1) ∀u, v ∈ V, T (u+ v) = T (u) + T (v); (aditivita)

(2) ∀α ∈ T, v ∈ V, T (αv) = αT (v). (homogenita)

Namı́sto standardńıho značeńı T (v) pro funkčńı hodnotu zobrazeńı T v bodě v, použ́ıváme i zjednodušuj́ıćı
značeńı Tv. Množinu všech lineárńıch zobrazeńı z V do W znač́ıme L (V,W). Pokud W = V, zkracujeme
L (V,V) =: L (V). Pokud W = T, ř́ıkáme T funkcionál a v lineárńım př́ıpadě znač́ıme L (V,T) =: V#.

Jádro lineárńıho zobrazeńı T : V → W je podmnožina výchoźıho V prostoru definovaná předpisem

kerT := {v ∈ V : Tv = 0}.

Pro lineárńı(!) zobrazeńı plat́ı, že T je injektivńı (=prosté) tehdy a jen tehdy, pokud kerT = {0}. Obor

hodnot lineárńıho zobrazeńı T : V → W je podmnožina ćılového prostoru W definovaná předpisem

T (V) := {Tv ∈ W : v ∈ V}.

Podle definice plat́ı (pro jakékoli zobrazeńı, ne nezbytně lineárńı), že T je surjektivńı (=na) tehdy a jen tehdy,
pokud T (V) = W. Zobrazeńı, jež je zároveň injektivńı a surjektivńı se nazývá bijektivńı (nebo isomorfismus,
pokud je T nav́ıc lineárńı).

Pokud prostory V, W jsou konečně(!) dimenzionálńı, plat́ı naprosto fundamentálńı výsledek:

dimV = d(T ) + h(T ), kde
defekt

d(T ) := dimkerT ,
hodnost

h(T ) := dim T (V), (8.1)

Odtud vid́ıme, že pokud nav́ıc V = W (výchoźı a ćılový prostor jsou identické!), T je injektivńı tehdy a
jen tehdy, pokud T je surjektivńı. Jakákoli z těchto dvou vlastnost́ı je nav́ıc postačuj́ıćı proto, aby T bylo
bijektivńı (nutnost je samozřejmá).

Cvičeńı 1

Necht’ je definován funkcionál ϕ : C3 → C pro každé x =
(

x1

x2

x3

)

∈ C3 následuj́ıćım zp̊usobem

(a) ϕ(x) := x1 + 2x2 + 3x3,
(b) ϕ(x) := 0,
(c) ϕ(x) := |x1|,
(d) ϕ(x) := Re(x1),

(e) ϕ(x) := α1 + α2 − α3, kde (x)X =
(

α1

α2

α3

)

a X je báze prostoru C3 definovaná následovně

X :=









1
−1
1



 ,





1
1
2



 ,





1
−2
1







 ,

(f) ϕ(x) := x1 + 2α2 − x2 + α3 za stejných předpoklad̊u jako v předchoźım bodě.

Zjistěte, zda ϕ ∈ (C3)#. V kladném př́ıpadě najděte hodnost h(ϕ), defekt d(ϕ) a bázi kerϕ.

ad (a)

Necht’ x, y ∈ C3 jsou libovolné vektory. Poněvadž

ϕ(x+ y) = (x+ y)1 + 2(x+ y)2 + 3(x+ y)3

= x1 + y1 + 2(x2 + y2) + 3(x3 + y3)

= (x1 + 2x2 + 3x3) + (y1 + 2y2 + 3y3)

= ϕ(x) + ϕ(y) ,
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je zobrazeńı ϕ aditivńı. Homogenita se ukáže analogicky. ϕ je tedy lineárńı funkcionál.

Pokud hledáme jádro zobrazeńı ϕ, nepřemýšĺıme a rovnou polož́ıme ϕ(x) = 0, kde vektor x lež́ıćı ve

výchoźım prostoru hledáme. V našem př́ıpadě x =
(

x1

x2

x3

)

a vztah ϕ(x) = 0 je ekvivalentńı jedné rovnici

x1 + 2x2 + 3x3 = 0 o třech neznámých x1, x2, x3 ∈ C. Vyjádř́ıme např́ıklad x1 = −2x2 − 3x3 a odtud

kerϕ =











−2x2 − 3x3

x2

x3



 : x2, x3 ∈ C







=







x2





−2
1
0



+ x3





−3
0
1



 : x2, x3 ∈ C







= [u, v]λ , kde u :=





−2
1
0



 , v :=





−3
0
1



 .

Poněvadž vektory u, v jsou očividně lineárně nezávislé, dostáváme d(ϕ) = 2 a báze kerϕ je např́ıklad (u, v).
Hodnost dopoč́ıtáme ze vztahu (8.1), tedy h(ϕ) = dimC3 − d(ϕ) = 3− 2 = 1.

Jelikož kerϕ je netriviálńı, ϕ neńı injektivńı. Jelikož h(ϕ) = 1, což je dimenze ćılového prostoru C, plat́ı
ϕ(C3) = C a ϕ je surjektivńı.

ad (b)

Snadno ověř́ıme, že ϕ je lineárńı (nulový) funkcionál. Poněvadž ϕ(x) = 0 je podle definice pravda pro
jakýkoli vektor x ∈ C3, plat́ı kerϕ = C3. Tedy d(ϕ) = 3 a za bázi kerϕ můžeme vźıt jakoukoli bázi C3

(např́ıklad standardńı). Ze vztahu (8.1) dopoč́ıtáme h(ϕ) = 0, tud́ıž ϕ(C3) = 0 (což je zřejmé od začátku,
tud́ıž jsme mohli postupovat i obráceně). ϕ neńı injektivńı ani surjektivńı.

ad (c)

ϕ neńı aditivńı ani homogenńı. Aditivita neplat́ı proto, že existuj́ı vektory x, y ∈ C3 (např́ıklad x :=
(

1
0
0

)

a

y :=
(

−1
0
0

)

) takové, že ϕ(x + y) 6= ϕ(x) + ϕ(y) (jelikož ϕ(x + y) = ϕ(0) = |0| = 0, avšak ϕ(x) = |1| = 1 a

ϕ(x) = |1| = 1, tud́ıž ϕ(x) + ϕ(y) = 2 6= 0 = ϕ(x+ y)). Snadno se najde i protipř́ıklad k homogenitě.

ad (d)

ϕ je sice aditivńı (dokažte si), avšak neńı homogenńı. Homogenita neplat́ı proto, že existuje vektory x ∈ C3

(např́ıklad x :=
(

1
0
0

)

) a č́ıslo α ∈ C (např́ıklad α := i) takové, že ϕ(αx) 6= αϕ(x) (jelikož ϕ(αx) = Re(i) = 0,

avšak ϕ(x) = Re(1) = 1, tud́ıž αϕ(x) = i 6= 0 = ϕ(αx)).

ad (e)

Označme X =: (a, b, c). Př́ımočará možnost, jak postupovat, je explicitně vyjádřit souřadnice α1, α2, α3 coby
funkce x. Plat́ı x = α1a+ α2b+ α3c, což je ekvivalentńı soustavě





1 1 1
−1 1 −2
1 2 1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

x1

x2

x3



 ∼





1 1 1
0 2 −1
0 1 0

∣

∣

∣

∣

∣

∣

x1

x1 + x2

−x1 + x3





pro neznámé α1, α2, α3 ∈ C, kde x1, x2, x3 ∈ C uvažujeme coby zadaná č́ısla. Odtud

α2 = −x1 + x3 ,

α3 = 2α2 − (x1 + x2) = 2(−x1 + x3)− (x1 + x2) = −3x1 − x2 + 2x3 ,

α1 = x1 − α2 − α3 = x1 − (−x1 + x3)− (−3x1 − x2 + 2x3) = 5x1 + x2 − 3x3 .

(8.2)

Tedy
ϕ(x) = α1 + α2 − α3

= (5x1 + x2 − 3x3) + (−x1 + x3)− (−3x1 − x2 + 2x3)

= 7x1 + 2x2 − 4x3 .
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Nyńı, stejně jako v př́ıkladu (a), ověř́ıme, že ϕ je lineárńı.

Podmı́nka ϕ(x) = 0 pro nalezeńı jádra je ekvivalentńı vztah̊um x1 = 4t1, x2 = 4t2 a x3 = (7x1 + 2x2)/4 =
7t1 + 2t2, kde t1, t2 ∈ C jsou libovolná č́ısla. Odtud

kerϕ =











4t1
4t2

7t1 + 2t2



 : t1, t2 ∈ C







= [u, v]λ , kde u :=





4
0
7



 , v :=





0
4
2



 .

Poněvadž vektory u, v jsou očividně lineárně nezávislé, dostáváme d(ϕ) = 2 a báze kerϕ je např́ıklad (u, v).
Hodnost dopoč́ıtáme ze vztahu (8.1), tedy h(ϕ) = 1. ϕ neńı injektivńı, avšak je surjektivńı.

ad (f)

Využit́ım obecných vztah̊u (8.2) dostáváme

ϕ(x) = x1 + 2α2 − x2 + α3

= x1 + 2(−x1 + x3)− x2 + (−3x1 − x2 + 2x3)

= −4x1 − 2x2 + 4x3 .

Z tohoto vyjádřeńı se pak snadno ověř́ı, že ϕ je lineárńı. Z podmı́nky ϕ(x) = 0 pro nalezeńı jádra vyjádř́ıme
x2 = −2x1 + 2x3, odkud následně

kerϕ =











x1

−2x1 + 2x3

x3



 : x1, x3 ∈ C







= [u, v]λ , kde u :=





1
−2
0



 , v :=





0
2
1



 .

Poněvadž vektory u, v jsou očividně lineárně nezávislé, dostáváme d(ϕ) = 2 a báze kerϕ je např́ıklad (u, v).
Hodnost dopoč́ıtáme ze vztahu (8.1), tedy h(ϕ) = 1. ϕ neńı injektivńı, avšak je surjektivńı.

Cvičeńı 2

Necht’ je definován funkcionál ϕ ∈ (C3)# pomoćı obraz̊u bazických vektor̊u

ϕ





1
1
1



 := 3 , ϕ





1
1
0



 := −3 , ϕ





−1
1
1



 := 6 .

(a) Najděte explicitńı předpis pro ϕ, t.j. ϕ
(

x1

x2

x3

)

= . . .

(b) Najděte hodnost h(ϕ), defekt d(ϕ) a bázi kerϕ.

ad (a)

Označme bazické vektory následovně:

a :=





1
1
1



 , b :=





1
1
0



 , c :=





−1
1
1



 .

Libovolný vektor x =
(

x1

x2

x3

)

∈ C3 rozložme do báze (a, b, c), tedy pǐsme x = α1a+α2b+α3c, kde α1, α2, α3 ∈
C jsou hledané souřadnice. Jako ve Cvičeńı 1(e) je nalezneme vyřešeńım soustavy





1 1 −1
1 1 1
1 0 1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

x1

x2

x3



 ∼





1 1 −1
0 0 2
0 −1 2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

x1

−x1 + x2

−x1 + x3



 ,

tedy
α3 = 1

2 (−x1 + x2) ,

α2 = 2α3 − (−x1 + x3) = (−x1 + x2)− (−x1 + x3) = x2 − x3 ,

α1 = x1 − α2 + α3 = x1 − (x2 − x3) +
1
2 (−x1 + x2) =

1
2x1 − 1

2x2 + x3 .
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Plat́ı
ϕ(x) = ϕ(α1a+ α2b+ α3c)

= α1ϕ(a) + α2ϕ(b) + α3ϕ(c)

= (12x1 − 1
2x2 + x3) 3 + (x2 − x3) (−3) + 1

2 (−x1 + x2) 6

= − 3
2x1 − 3

2x2 + 6x3 ,

kde druhá rovnost plat́ı d́ıky linearitě ϕ a třet́ı rovnost jsou zadané definičńı vztahy na prvćıch báze.

ad (b)

Nejdř́ıve si povšimněme, že explicitńı tvar z části (a) pro určeńı defektu a hodnosti nepořebujeme. Vskutku,
poněvadž např́ıklad ϕ(a) = 3 6= 0, z linearity ϕ okamžitě dostáváme ϕ([a]λ) = C. Tedy rozhodně ϕ(C3) = C,
odkud h(ϕ) = 1. Defekt pak dopoč́ıtáme z (8.1), tedy d(ϕ) = 2. ϕ neńı injektivńı, avšak je surjektivńı.

Explicitńı tvar nicméně potřebujeme pro určeńı jádra. Podmı́nka ϕ(x) = 0 pro nalezeńı jádra je ekvivalentńı
vztah̊um x1 = 12t1, x2 = 12t2 a x3 = (32x1 +

3
2x2)/6 = 3t1 + 3t2, kde t1, t2 ∈ C jsou libovolná č́ısla. Odtud

kerϕ =











12t1
12t2

3t1 + 3t2



 : t1, t2 ∈ C







= [u, v]λ , kde u :=





4
0
1



 , v :=





0
4
1



 .

Poněvadž vektory u, v jsou očividně lineárně nezávislé, báze kerϕ je např́ıklad (u, v).

Cvičeńı 3

Necht’ je definováno zobrazeńı A : R3 → R2 pro každé x =
(

x1

x2

x3

)

∈ R3 následovně

(a) Ax :=

(

x3 − 3x1

x2 − x3

)

, (c) Ax :=

(

x2 − 2
x1

)

,

(b) Ax :=

(

2x2
2

x1 + x2 + x3

)

, (d) Ax :=

(

2x3 + x2

4x3 + 2x2

)

.

Zjistěte, zda A ∈ L (R3,R2). V pozitivńım př́ıpadě vyšetřete obor hodnot A(R3), hodnost h(A), jádro
kerA a defekt d(A). V negativńım př́ıpadě vysvětlete, proč A neńı lineárńı.

ad (a)

Necht’ x =
(

x1

x2

x3

)

a y =
(

y1

y2

y3

)

jsou libovolné vektory v R3. Potom

A(x+y) =

(

(x+ y)3 − 3(x+ y)1
(x+ y)2 − (x+ y)3

)

=

(

(x3 + y3)− 3(x1 + y1)
(x2 + y2)− (x3 + y3)

)

=

(

x3 − 3x1

x2 − x3

)

+

(

y3 − 3y1
y2 − y3

)

= A(x)+A(y),

tud́ıž A je aditivńı. Homogenita se ověř́ı obdobně.

Podle definice

A(R3) =
{

Ax : x ∈ R
3
}

=

{(

x3 − 3x1

x2 − x3

)

: x1, x2, x3 ∈ R

}

=

{

x1

(

−3
0

)

+ x2

(

0
1

)

+ x3

(

1
−1

)

: x1, x2, x3 ∈ R

}

= [u, v, w]λ , kde u :=

(

−3
0

)

, v :=

(

0
1

)

, w :=

(

1
−1

)

,

= R
2 .

Odtud h(A) = 2. Ze vztahu (8.1) dopoč́ıtáme d(A) = 1. Abychom našli jádro A, uvědomı́me si, že požadavek
Ax = 0 je ekvivalentńı dvěma rovnićım

x3 − 3x1 = 0 ∧ x2 − x3 = 0
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o třech neznámých x1, x2, x3 ∈ R. Z prvńı vyjádř́ıme x3 = 3x1 a z druhé dopoč́ıtáme x2 = x3 = 3x1, zat́ımco
x1 ∈ R je volný parametr. Tedy

kerA =











x1

3x1

3x1



 : x1 ∈ R







= [a]λ , kde a :=





1
3
3



 .

Odtud vid́ıme, že báze kerA je např́ıklad (a).

A je surjektivńı, avšak neńı injektivńı.

ad (b)

Nejedná se o lineárńı zobrazeńı, poněvadž neńı aditivńı (ani homogenńı). Skutečně, pro vektory x :=
(

0
1
0

)

a y :=
(

0
−1
0

)

plat́ı A(x + y) = A(0) = 0, zat́ımco A(x) = ( 21 ) a A(y) =
(

2
−1

)

, tud́ıž A(x) + A(y) = ( 40 ) 6=
( 00 ) = A(x + y).

ad (c)

Nejedná se o lineárńı zobrazeńı, poněvadž neńı aditivńı (ani homogenńı). Skutečně, pro vektory x :=
(

1
0
0

)

a y :=
(

−1
0
0

)

plat́ı A(x + y) = A(0) =
(

−2
0

)

, zat́ımco A(x) =
(

−2
1

)

a A(y) =
(

−2
−1

)

, tud́ıž A(x) + A(y) =
(

−4
0

)

6=
(

−2
0

)

= A(x + y).

ad (d)

Jako v části (a) snadno ověř́ıme, že se jedná o lineárńı zobrazeńı. Podle definice

A(R3) =
{

Ax : x ∈ R
3
}

=

{(

2x3 + x2

4x3 + 2x2

)

: x1, x2, x3 ∈ R

}

=

{

x1

(

0
0

)

+ x2

(

1
2

)

+ x3

(

2
4

)

: x1, x2, x3 ∈ R

}

= [u, v, w]λ , kde u :=

(

0
0

)

, v :=

(

1
2

)

, w :=

(

2
4

)

,

= [v]λ .

Odtud h(A) = 1. Ze vztahu (8.1) dopoč́ıtáme d(A) = 2. Abychom našli jádro A, uvědomı́me si, že požadavek
Ax = 0 je ekvivalentńı dvěma rovnićım

2x3 + x2 = 0 ∧ 4x3 + 2x2 = 0

o třech neznámých x1, x2, x3 ∈ R. Okamžitě vid́ımě, že rovnice jsou závislé. Tud́ıž máme jedinou podmı́nku
x2 = −2x3, zat́ımco x1, x3 ∈ R jsou volné parametry. Tedy

kerA =











x1

−2x3

x3



 : x1, x3 ∈ R







= [a, b]λ , kde a :=





1
0
0



 , b :=





0
−2
1



 .

Odtud vid́ıme, že báze kerA je např́ıklad (a, b).

A neńı surjektivńı ani injektivńı.

Cvičeńı 4

Necht’ ϕ1, ϕ2 ∈ (R3)#, kde pro každé x =
(

x1

x2

x3

)

∈ R3 plat́ı ϕ1(x) := x1 a funkcionál ϕ2 je zadaný pomoćı

obraz̊u bazických vektor̊u prostoru R3 následovně:

ϕ2





1
1
1



 := 1 , ϕ2





1
1
0



 := 1 , ϕ2





1
0
1



 := −1 .

Najděte bázi pr̊uniku jader funkcionál̊u ϕ1 a ϕ2, t.j. ϕ
−1
1 ({0}) ∩ ϕ−1

2 ({0}).
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Označme

a :=





1
1
1



 , b :=





1
1
0



 , c :=





1
0
1



 , e1 :=





1
0
0



 , e2 :=





0
1
0



 , e3 :=





0
0
1



 .

Poněvadž ϕ1(e1) = 1 6= 0, z linearity dostáváme ϕ1([e1]λ) = R. Tedy určitě ϕ1(R
3) = R, odkud h(ϕ1) = 1.

Ze vztahu (8.1) pak dopoč́ıtáme d(ϕ1) = 2, tud́ıž kerϕ1 je rovina (dvojdimenzionálńı podprostor) v R2.
Obdobně rovnou vid́ıme, že kerϕ2 je rovina v R2. Pr̊unik dvou rovin (procházej́ıćıch počátkem) je bud’

rovina (pokud kerϕ1 = kerϕ2), nebo př́ımka (pokud kerϕ1 6= kerϕ2).

Z jednoduchého zadáńı ϕ1 rovnou vid́ıme, že ϕ1(e2) = 0 = ϕ1(e3), tud́ıž [e2, e3]λ ⊂ kerϕ1. Poněvadž už
v́ıme, že d(ϕ1) = 2, nezbytně plat́ı rovnost [e2, e3]λ = kerϕ1. Tedy báze kerϕ1 je např́ıklad (e2, e3).

Podobně, rovnou ze zadáńı ϕ2, vid́ıme, že ϕ2(a− b) = 0 = ϕ1(a+ c), tud́ıž [a− b, a+ c]λ ⊂ kerϕ2. Poněvadž
už v́ıme, že d(ϕ2) = 2, a a− b, a+ c jsou lineárně nezávislé, nezbytně plat́ı rovnost [a− b, a+ c]λ = kerϕ2.
Tedy báze kerϕ2 je např́ıklad (a− b, a+ c).

Jelikož kerϕ2 ∋ a + c 6∈ kerϕ1 (prvńı souřadnice vektoru a + c je nenulová), vid́ıme, že kerϕ1 6= kerϕ2,
tud́ıž kerϕ1 ∩ kerϕ2 je př́ımka (procházej́ıćı počátkem). Zbývá si všimnout, že kerϕ2 ∋ a− b = e3 ∈ kerϕ1.
Tud́ıž

kerϕ1 ∩ kerϕ2 = [e3]λ .

Báze pr̊uniku je např́ıklad (e3).
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9 Lineárńı funkcionál a zobrazeńı (2. část)

Necht’ T ∈ L (V,W), kde V,W jsou libovolné vektorové prostory. Operátorová rovnice Tv = w , kde w ∈ W

je zadaný vektor a v ∈ V je hledaný vektor (neznámá), má podle definice oboru hodnot řešeńı tehdy a jen
tehdy, pokud w ∈ T (V). Pokud w ∈ T (V), potom pro nalezeńı celé množiny řešeńı stač́ı znát jádro T a
pouze jedno (tzv. partikulárńı) řešeńı:

T−1(w) := {v ∈ V : Tv = w} = {u}+ kerT , kde Tu = w .

Jak ostatně samo tvrzeńı napov́ıdá, partikulárńıch řešeńı může existovat mnoho. Prakticky se postupuje
tak, že se najdou všechna řešeńı homogenńı rovnice Tv = 0 (ta určuj́ı jádro zobrazeńı T ) a uhádne jedno
(libovolné) partikulárńı řešeńı u.

Cvičeńı 1

Necht’ A ∈ L (R3,R2) je pro každé x =
(

x1

x2

x3

)

∈ R3 definované následovně:

(a) Ax :=

(

x3 − 3x1

x2 − x3

)

, (b) Ax :=

(

2x3 + x2

4x3 + 2x2

)

.

Najděte všechna řešeńı rovnice Ax = ( 11 ).

ad (a)

Nejdř́ıve ověř́ıme, zda w := ( 11 ) nálež́ı A(R
3). Obor hodnot A nelezneme, jak jsme zvykĺı:

A(R3) =

{(

x3 − 3x1

x2 − x3

)

: x1, x2, x3 ∈ R

}

=

{

x1

(

−3
0

)

+ x2

(

0
1

)

+ x3

(

1
−1

)

: x1, x2, x3 ∈ R

}

=

[(

−3
0

)

,

(

0
1

)

,

(

1
−1

)]

λ

= R
2 .

Tedy očividně w ∈ A(R3).

V daľśım kroku nalezneme jádro, jak jsme zvykĺı:

kerA =











x1

x2

x3



 ∈ R
3 :

(

x3 − 3x1

x2 − x3

)

=

(

0
0

)







=











x1

x2

x3



 ∈ R
3 : x3 = 3x1 ∧ x2 = x3







=











x1

3x1

3x1



 : x1 ∈ R







=









1
3
3









λ

.

Poněvadž je jádro netriviálńı, bude existovat nekonečně mnoho řešeńı rovnice Ax = w.

Nakonec stač́ı nalézt jedno řešeńı soustavy

x3 − 3x1 = 1 ,

x2 − x3 = 1 ,
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kde x1, x2, x3 ∈ R jsou neznámé. Např́ıklad prvńı rovnici zaruč́ıme volbou x1 := 1 a x3 := 4, z druhé rovnice
pak dopoč́ıtáme x2 = 1 + x3 = 5. Tedy partikulárńı řešeńı Au = w je např́ıklad

u :=





1
5
4



 .

Nakonec

A−1(w) =











1
5
4











+









1
3
3









λ

.

ad (b)

Nejdř́ıve ověř́ıme, zda w nálež́ı A(R3). Obor hodnot A nelezneme, jak jsme zvykĺı:

A(R3) =

{(

2x3 + x2

4x3 + 2x2

)

: x1, x2, x3 ∈ R

}

=

{

x1

(

0
0

)

+ x2

(

1
2

)

+ x3

(

2
4

)

: x1, x2, x3 ∈ R

}

=

[(

0
0

)

,

(

1
2

)

,

(

2
4

)]

λ

=

[(

1
2

)]

λ

.

Poněvadž očividně w = ( 11 ) nedostaneme jako násobek ( 12 ), plat́ı w 6∈ A(R3). Tud́ıž

A−1(w) = ∅ .

Cvičeńı 2

Necht’ A ∈ L (P3,C
3) a necht’ pro každé x ∈ P3, kde x(t) = α0 + α1t+ α2t

2 pro každé t ∈ C, plat́ı

Ax :=





2α0 − 2α1

−α1 + α2

α0 − α1



 .

Najděte

(a) h(A) a d(A),
(b) kerA,

(c) všechna řešeńı rovnice Ax =
(

6
2
3

)

.

ad (a)

Pod́ıvejme se na obor hodnot (zde α0, α1, α2 ∈ C jsou libovolná č́ısla, protože polynom x ∈ P3 je libovolný):

A(P3) =











2α0 − 2α1

−α1 + α2

α0 − α1



 : α0, α1, α2 ∈ C







=







α0





2
0
1



+ α1





−2
−1
−1



+ α2





0
1
0



 : α0, α1, α2 ∈ C







= [u, v, w]λ , kde u :=





2
0
1



 , v :=





−2
−1
−1



 , w :=





0
1
0



 ,

= [u,w]λ ,

kde posledńı rovnost plat́ı, protože v = −u − w. Vektory u,w jsou lineárně nezávislé, tud́ıž báze A(P3) je
soubor (u,w) a h(A) = 2. Odtud dopoč́ıtáme defekt d(A) = dimP3 − h(A) = 3− 2 = 1.
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ad (b)

V části (a) jsme našli obor hodnot a hodnost, následně dopoč́ıtali defekt. Mohli bychom postupovat i
obráceně: nalézt jádro a defekt, následně dopoč́ıtat hodnost. V každém př́ıpadě nyńı jsme žádáni jádro
nalézt. Označme e0(t) := 1, e1(t) := t, e1(t) := t2 vektory standardńı báze v P3. Potom

kerA =







α0e0 + α1e1 + α2e2 :





2α0 − 2α1

−α1 + α2

α0 − α1



 =





0
0
0



 ∧ α0, α1, α2 ∈ C







= {α0e0 + α1e1 + α2e2 : α0 = α1 ∧ α2 = α1 ∧ α0 = α1 ∧ α0, α1, α2 ∈ C}
= {α0e0 + α0e1 + α0e2 : α0 ∈ C}
= {α0(e0 + e1 + e2) : α0 ∈ C}
= [e0 + e1 + e2]λ .

Odtud vid́ıme, že báze kerA je generována polynomem e0+e1+e2 (explicitně (e0+e1+e2)(t) = 1+ t+ t2).

ad (c)

Vektor z :=
(

6
2
3

)

nálež́ı oboru hodnot zobrazeńı A, poněvadž z = 3u+2w, kde (u,w) je už dř́ıve, v části (a),

nalezená báze A(P3). Tud́ıž řešeńı rovnice Ax = z existuje. Poněvadž už jsme našli jádro, abychom zjitili, jak
vypadaj́ı všechna řešeńı, stač́ı naj́ıt jedno partikulárńı řešeńı. To odpov́ıdá nalezeńı jenoho řešeńı soustavy

2α0 − 2α1 = 6 ,

−α1 + α2 = 2 ,

α0 − α1 = 3 .

Stač́ı se koukat na posledńı dvě rovnice, protože prvńı a třet́ı rovnice jsou závislé. Abychom zaručili posledńı
rovnici, zvoĺıme např́ıklad α0 := 4 a α1 := 1. Z druhé rovnice pak dopoč́ıtáme α2 = 2 + α1 = 2 + 1 = 3.
Partikulárńı řešeńı rovnice Ax = z je tedy polynom x := 4e0 + e1 + 3e2. Nakonec tedy

A−1(z) = {4e0 + e1 + 3e2}+ [e0 + e1 + e2]λ .

Cvičeńı 3

Necht’ A ∈ L (P3,C
2) je zadané

Ax1 :=

(

1
1

)

, Ax2 :=

(

1
1

)

, Ax3 :=

(

0
1

)

,

kde X := (x1, x2, x3) je báze P3 taková, že pro každé t ∈ C plat́ı

x1(t) := 1− t , x2(t) := t2 , x3(t) := 1 + t .

Nalezněte množinu všech řešeńı rovnice Ax =
(

−1
−2

)

.

Obor hodnot zobrazeńıA je očividně celé R2 (protožeA(P3) = [( 11 ) , (
0
1 )]λ = R2), tud́ıž řešeńı určitě existuje.

Zároveň rovnou vid́ıme, že jich bude nekonečně mnoho, jelikož d(A) = dimP3 − h(A) = 3− 2 = 1 > 0.

Z posledńıho výpočtu rovněž vid́ıme, že jádro A je jednodimenzionálńı podprostor. Poněvadž, z linearity,
A(x1 − x2) = ( 00 ), rovnou dostáváme, že kerA = [x1 − x2]λ.

Zbývá nalézt partikulárńı řešeńı. Poněvadž, opět z linearity, A(−x2 − x3) =
(

−1
−2

)

, partikulárńı řešeńı je
např́ıklad polynom −x2 − x3. Nakonec tedy

A−1(
(

−1
−2

)

) = {−x2 − x3}+ [x1 − x2]λ .
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Cvičeńı 4

Necht’ D je operátor derivováńı a necht’ A ∈ L (P3) je pro každé x ∈ P3 a pro každé t ∈ C definované

(Ax)(t) := x(−2t+ 1) .

(a) Vyšetřete jádro, defekt a hodnost složeného zobrazeńı DA,
(b) najděte všechna řešeńı rovnice (DA)x = b, kde b(t) := −1 + 4t pro každé t ∈ C.

Obecný vektor x ∈ P3 má tvar x = α0e0 + α1e1 + α2e2, kde e0(t) := 1, e1(t) := t, e1(t) := t2 jsou vektory
standardńı báze v P3 a α0, α1, α2 ∈ C jsou č́ısla (souřadnice vzhledem ke standardńı bázi), jež vektor určuj́ı.
Podle definice

(Ax)(t) = α0 + α1(−2t+ 1) + α2(−2t+ 1)2

= (α0 + α1 + α2) + (−2α1 − 4α2)t+ 4α2t
2 .

Odtud
(DAx)(t) = (−2α1 − 4α2) + 8α2t

= (−2α1 − 4α2)e0(t) + 8α2e1(t) .

Nebo stručněji DA = (−2α1 − 4α2)e0 + 8α2e1.

ad (a)

Z odvozeného explicitńıho vztahu pro složené zobrazeńı rovnou vid́ıme, že (DA)(P3) = [e0, e1]λ = P2. Tud́ıž

h(DA) = 2. Odtud dopoč́ıtáme d(DA) = dimP3 − h(DA) = 3− 2 = 1. Jádro A je tedy jednodimenzionálńı
podprostor P3. Plat́ı, ∀α0, α1, α2 ∈ C,

α0e0 + α1e1 + α2e2 ∈ kerDA ⇐⇒ (−2α1 − 4α2 = 0 ∧ 8α2 = 0)

⇐⇒ (α1 = 0 ∧ α2 = 0) .

Tedy kerA = [e0]λ.

ad (b)

Poněvadž už jsme zjistili, že (DA)(P3) = P2 a b = −e0 + 4e1 ∈ P2, v́ıme, že řešeńı existuje. Jelikož jádro A
už jsme našli, zbývá naj́ıt jedno partikulárńı řešeńı rovnice (DA)x = b, jež je ekvivalentńı soustavě

−2α1 − 4α2 = −1 ,

8α2 = 4 .

Tomu odpov́ıdá jednoznačně určené řešeńı α2 = 1
2 a α1 = − 1

2 , avšak koeficient α0 ∈ C je stále libovolný;
pro partikulárńı řešeńı můžeme zvolit α0 = 0. Tedy

(DA)−1(b) =
{

− 1
2e1 +

1
2e2

}

+ [e0]λ .
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Cvičeńı 5

Necht’ ϕ ∈ P
#
4 takový, že ϕ(x) := x(−1) pro každé x ∈ P4, a necht’ P ⊂⊂ P4, kde

P :=
{

x ∈ P4 : ∀t ∈ [−3, 4], x(t) = x(1 − t)
}

.

Najděte bázi ϕ−1(0) ∩ P .

Podle definice je ϕ lineárńı zobrazeńı ϕ : P4 → C takové, že ϕ(x) = x(−1). Poněvadž, rovněž podle definice,
ϕ−1(0) = {x ∈ P4 : x(−1) = 0}, množina ϕ−1(0) je tvořená polynomy nejvýše třet́ıho stupně (včetně
nulového polynomu), jež maj́ı −1 za kořen.

Podle definice, polynom x ∈ ϕ−1(0) ∩ P tehdy a jen tehdy, pokud x(−1) = 0 a zároveň x ∈ P . Z druhé
podmı́nky dostáváme x(−1) = x(1−(−1)) = x(2), tud́ıž x(2) = 0 (protože x(−1) = 0). Množina ϕ−1(0)∩P
je tedy tvořená polynomy nejvýše třet́ıho stupně (včetně nulového polynomu), jež maj́ı −1 a 2 za kořen, a
nav́ıc splňuj́ı symetrii x(t) = x(1 − t) pro všechna t ∈ [−3, 4].

Pro libovolný prvek x ∈ ϕ−1(0) ∩ P tedy existuj́ı č́ısla c, t0 ∈ C a m ∈ {0, 1} taková, že

∀t ∈ C, x(t) = c(t+ 1)(t− 2)(t− t0)
m ,

(m = 0 odpov́ıdá možnosti, že x je polynom druhého stupně nebo nulový polynom, zat́ımco m ≥ 2 neńı
možné, protože x ∈ P4) a zároveň

∀t ∈ [−3, 4], c(t+ 1)(t− 2)(t− t0)
m = c(2− t)(−1− t)(1 − t0 − t)m .

Dosazeńım 0 za t dostáváme identitu c(−t0)
m = c(1 − t0)

m, odkud nezbytně c = 0 pro m = 1, nebo c ∈ C

libovolné pro m = 0. Tud́ıž pr̊unik ϕ−1(0) ∩ P je tvořen pouze jedńım polynomem:

ϕ−1(0) ∩ P = [p]λ , kde p(t) := (t+ 1)(t− 2) .

Báze je např́ıklad soubor (p).
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10 Matice lineárńıho zobrazeńı (1. část)

Matice zobrazeńı T ∈ L (V,W) vzhledem k báźım (v1, . . . , vn) ∈ Vn a (w1, . . . , wm) ∈ Wm je tabulka

(v1,...,vn)T (w1,...,wm) :=







a11 . . . a1n
...

...
am1 . . . amn






,

jej́ıž prvky jsou (jednoznačně) určeny rozklady

Tvk = a1kw1 + · · ·+ amkwm , k = 1, . . . , n .

Jako pomůcku pro zapamatováńı si, jak je matice ze zobrazeńı zkonstruována, si můžete napsat vektory
báze výchoźıho prostoru v1, . . . , vn nahoru a vektory báze ćılového prostoru w1, . . . , wm doleva tabulky
takovýmto zp̊usobem:

v1 . . . vk . . . vn

w1

...
wm







a1k
...

amk






.

Zde zobrazujeme pouze k-tý sloupec matice, a ten se skládá právě z č́ısel, která potřebujeme, abychom mohli
zapsat Tvk coby lineárńı kombinaci vektor̊u w1, . . . , wm.

Jediné, co je potřeba si zapamatovat, je, že souřadnice z rozkladu skládáme do sloupečku matice.

Cvičeńı 1

Necht’ A ∈ L (R2,R3), kde pro každé x = ( x1

x2
) ∈ R

2 plat́ı Ax :=
(

x2−x1

x1−x2

x1+x2

)

∈ R
2. Necht’ X báze

prostoru R
2 a Y báze R

3 jsou definovány

X :=

((

−1
0

)

,

(

1
1

))

, Y :=









1
0
1



 ,





1
−1
1



 ,





0
−1
1







 .

Sestavte (a) E2AE3 , (b) E2AY, (c) XAE3 , (d) XAY.

ad (a)

Pǐsme E2 =: (e1, e2) a E3 =: (f1, f2, f3). Potom

Ae1 =





−1
1
1



 = −f1 + f2 + f3 ,

Ae2 =





1
−1
1



 = f1 − f2 + f3 .

Odtud (skládáme do sloupečk̊u!)

E2AE3 =





−1 1
1 −1
1 1



 .

Všimněte si, že
Ax = E2AE3 x = E2AE3 (x)E2

.
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ad (b)

Pǐsme Y =: (y1, y2, y3). Potom

Ae1 =





−1
1
1



 = α1y1 + α2y2 + α3y3 ,

Ae2 =





1
−1
1



 = β1y1 + β2y2 + β3y3 ,

odkud

E2AY =





α1 β1

α2 β2

α3 β3



 .

Abychom určili koeficienty α1, α2, α3 ∈ R a β1, β2, β3 ∈ R, zbývá vektory Ae1 a Ae1 rozložit do báze Y, což
odpov́ıdá řešeńı soustavy





1 1 0
0 −1 −1
1 1 1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

−1
1
1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1
−1
1



 ∼





1 1 0
0 −1 −1
0 0 1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

−1
1
2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1
−1
0



 .

Odtud α3 = 2, α2 = −α3 − 1 = −3, α1 = −1− α2 = 2 a β3 = 0, β2 = −β3 + 1 = 1, β1 = 1− β2 = 0. Tedy

E2AY =





2 0
−3 1
2 0



 .

ad (c)

Pǐsme X =: (x1, x2). Potom

Ax1 =





1
−1
−1



 = f1 − f2 − f3 ,

Ax2 =





0
0
2



 = 0f1 + 0f2 + 2f3 ,

odkud

XAE3 =





1 0
−1 0
−1 2



 .

Všimněte si, že část (c) je jednodušš́ı než část (b), poněvadž do standardńı báze se snadněji rozkládá.

ad (d)

Bez nutnosti přemýšlet postupujeme jako výše:

Ax1 =





1
−1
−1



 = γ1y1 + γ2y2 + γ3y3 ,

Ax2 =





0
0
2



 = δ1y1 + δ2y2 + δ3y3 ,

kde koeficienty γ1, γ2, γ3 ∈ R a δ1, δ2, δ3 ∈ R urč́ıme ze soustavy





1 1 0
0 −1 −1
1 1 1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1
−1
−1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

0
0
2



 ∼





1 1 0
0 −1 −1
0 0 1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1
−1
−2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

0
0
2



 ,
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kde γ3 = −2, γ2 = −γ3 + 1 = 3, γ1 = 1− γ2 = −2 a δ3 = 2, δ2 = −δ3 = −2, δ1 = −δ2 = 2. Tedy

XAY =





−2 2
3 −2
−2 2



 .

Alternativně si naṕı̌seme
XAY = X(IAI)Y = E3IY E2AE3 XIE2 .

Zde matice E2AE3 je zřejmá př́ımo ze zadáńı zobrazeńı A (viz konec části (a)). Zárověň

Ix1 =

(

−1
0

)

= −e1 + 0e2 ,

Ix2 =

(

1
1

)

= e1 + e2 ,

Iy1 =





1
0
1



 = f1 + 0f2 + f3 ,

Iy2 =





1
−1
1



 = f1 − f2 + f3 ,

Iy3 =





0
−1
1



 = 0f1 − f2 + f3 ,

odkud rovnou

XIE2 =

(

−1 1
0 1

)

a YIE3 =





1 1 0
0 −1 −1
1 1 1



 .

Nakonec

E3IY =
(

XIE2

)−1
=





0 1 1
1 −1 −1
−1 0 1



 .

Potom už zbývá jen hledanou matici zobrazeńı nalézt coby násobeńı matic

XAY =





0 1 1
1 −1 −1
−1 0 1









−1 1
1 −1
1 1





(

−1 1
0 1

)

=





−2 2
3 −2
−2 2



 ,

což souhlaśı s výše odvozeným výsledkem.

Cvičeńı 2

Necht’ A ∈ L (C3,C2) je zadané obrazy bazických vektor̊u prostoru C3 následovně

A





1
1
0



 :=

(

2
3

)

, A





1
1
1



 :=

(

0
1

)

, A





−1
0
−1



 :=

(

1
4

)

.

Sestavte E3AE2 .

Pǐsme X := (x1, x2, x3), kde

x1 :=





1
1
0



 , x2 :=





1
1
1



 , x3 :=





−1
0
−1



 .

Potom rovnou ze zadáńı máme
XAE2 =

(

2 0 1
3 1 4

)

.

Dále pǐsme
E3AE2 = E3(AI)E2 = XAE2 E3IX
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a protože XAE2 už známe, zbývá naj́ıt E3IX. Jednodušš́ı je nalézt

XIE3 =





1 1 −1
1 1 0
0 1 −1





a dopoč́ıtat E3IX coby inverzńı matici

E3IX =
(

XIE3

)−1
=





1 0 −1
−1 1 1
−1 1 0



 .

Nakonec

E3AE2 =

(

2 0 1
3 1 4

)





1 0 −1
−1 1 1
−1 1 0



 =

(

1 1 −2
−2 5 −2

)

.

Cvičeńı 3

Sestavte XAE3 , je-li A ∈ L (R2,R3) zadané matićı E2AY, kde Y je báze R3 a X je báze R2, plat́ı-li

E2AY =





1 1
2 2
−1 0



 , Y :=









1
1
1



 ,





1
2
1



 ,





0
1
1







 , X :=

((

2
3

)

,

(

−1
1

))

.

Pǐsme
XAE3 = X(IAI)E3 = YIE3 E2AY XIE2 ,

kde ze zadáńı rovnou známe E2AY a

YIE3 =





1 1 0
1 2 1
1 1 1



 a XIE2 =

(

2 −1
3 1

)

.

Tedy

XAE3 =





1 1 0
1 2 1
1 1 1









1 1
2 2
−1 0





(

2 −1
3 1

)

=





15 0
23 1
13 1



 .

Cvičeńı 4

Necht’ A ∈ L (V3), kde X := (x1, x2, x3) a Y := (2x1 + 3x2 + x3, 3x1 + 4x2 + x3, x1 + 2x2 + 2x3) jsou
báze V3. Sestavte

YA, je-li

XA =





15 −11 5
20 −15 8
8 −7 6



 .

Pǐsme
YA = YAY = Y(IAI)Y = XIY XAX YIX = XIY XA YIX .

Ze zadáńı známe XA a

YIX =





2 3 1
3 4 2
1 1 2



 .

Zbývaj́ıćı matici XIY dopoč́ıtáme jako inverzi

XIY =
(

YIX
)−1

=





−6 5 −2
4 −3 1
1 −1 1



 .
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Nakonec

YA =





−6 5 −2
4 −3 1
1 −1 1









15 −11 5
20 −15 8
8 −7 6









2 3 1
3 4 2
1 1 2



 =





1 0 0
0 2 0
0 0 3



 .

Cvičeńı 5

Necht’ A ∈ L (C3,C2). Nalezněte A
(

0
1
2

)

, je-li

XAY =

(

3 −2 1
5 3 2

)

, X :=









1
2
3



 ,





1
−1
0



 ,





2
0
1







 , Y :=

((

1
2

)

,

(

−1
3

))

.

Pǐsme X =: (x1, x2, x3), Y =: (y1, y2) a u :=
(

0
1
2

)

. Trik je si uvědomit, že u = x1+x2−x3, tud́ıž (u)X =
(

1
1
−1

)

,

a napsat si

(Au)Y = XAY (u)X =

(

3 −2 1
5 3 2

)





1
1
−1



 =

(

0
6

)

.

Odtud

Au = 0y1 + 6y2 =

(

−6
18

)

.
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11 Matice lineárńıho zobrazeńı (2. část)

Cvičeńı 1

Necht’ A ∈ L (C4,C2) je takové, že

XAE2 =

(

2 −1 1 0
1 1 1 −1

)

, kde X :=

















1
0
1
1









,









−1
0
−1
1









,









0
1
0
0









,









1
1
0
0

















.

Nalezněte
(a) bázi oboru hodnot a bázi jádra zobrazeńı A,
(b) hodnost h(A) a defekt d(A),
(c) všechna řešeńı rovnice Ax = ( 11 ).

ad (b)

Nejjednodušš́ı je zač́ıt druhou část́ı. Hodnost zobrazeńı je definována jako dimenze oboru hodnot. Hodnost
matice je definována jako počet lineárně nezávislých sloupc̊u. Plat́ı pozoruhodné tvrzeńı, že hodnost zob-
razeńı je rovna hodnosti matice zobrazeńı, a to vzhledem k jakkoli zvolené bázi (pozoruhodnost spoč́ıvá
v tom, že bázi lze vskutku zvolit libovolně).

Dále plat́ı, že hodnost matice je rovna hodnosti matice transponované. Tud́ıž hodnost matice je rovněž počet
lineárně nezávislých řádk̊u.

V tomto zadáńı máme rovnou zadanou matici zobrazeńı A (vzhledem k báźım X v C
2 a E2 v C

2). Má čtyři
sloupce, avšak pouze dva řádky, tud́ıž je jednodušš́ı prozkoumat hodnost skrze řádky: v našem př́ıpadě jsou
očividně lineárně nezávislé (protože jeden neńı násobkme druhého). Tud́ıž

h(A) = h
(

XAE2

)

= h
(

(XAE2)T
)

= 2 .

Povšimněte si, že i počet lineárně nezávislých sloupc̊u matice XAE2 je dva. Defekt dopoč́ıtáme jako obvykle:

d(A) = dimC
4 − h(A) = 4− 2 = 2 .

ad (a)

Poněvadž z předchoźı části už v́ıme, že dimenze oboru hodnot zobrazeńı A je dva, zat́ımco dimenze ćılového
prostoru C2 je rovněž dva, nezbytně plat́ı

A(C4) = C
2 .

Tud́ıž za bázi oboru hodnot A lze zvolit např́ıklad standardńı bázi E2.

Abychom určili jádro zobrazeńı, postupujeme nejlépe podle následuj́ıćıch ekvivalenćı:

u ∈ kerA ⇐⇒ Au = 0 ⇐⇒ XAE2 (u)X = 0 .

Pro libovolný vektor u =

(

u1

u2

u3

u4

)

∈ C4 pǐsme (u)X =:

(

α1

α2

α3

α4

)

, kde α1, α2, α3, α4 ∈ C jsou č́ısla jednoznačně

určená rozkladem vektoru u do báze X, tedy

u = α1x1 + α2x2 + α3x3 + α4x4 ,

kde X =: (x1, x2, x3, x4). Maticová rovnice XAE2 (u)X = 0 je soustava dvou rovnic pro čtyři neznámé
α1, α2, α3, α4, již můžeme rovnou řešit. Z prvńı rovnice např́ıklad vyjádř́ıme α2 = 2α1 +α3, kde α1, α3 ∈ C

budou volné parametry, a z druhé rovnice pak vyjádř́ıme α4 = α1+α2+α3 = α1+(2α1+α3)+α3 = 3α1+2α3.
Tedy

(u)X =









α1

2α1 + α3

α3

3α1 + 2α3









= α1 (v)X + α3 (w)X , kde (v)X :=









1
2
0
3









, (w)X :=









0
1
1
2









.



64 LAA1 - řešeńı př́ıklad̊u Krejčǐŕık

Poněvadž α1(v)X + α3(w)X = (α1v + α3w)X, plat́ı u ∈ [v, w]λ. Tud́ıž kerA = [v, w]λ. Báze kerA je soubor
(v, w), protože souřadnicové vektory (v)X, (w)X jsou očividně lineárně nezávislé (nebo užit́ım toho, že už
v́ıme, že defekt A je dva). Zbývá nalézt explicitńı tvar bazických vektor̊u:

v = 1x1 + 2x2 + 0x3 + 3x4 =









1
0
1
1









+ 2









−1
0
−1
1









+ 3









1
1
0
0









=









2
3
−1
3









,

w = 0x1 + 1x2 + 1x3 + 2x4 =









−1
0
−1
1









+









0
1
0
0









+ 2









1
1
0
0









=









1
3
−1
1









.

ad (c)

Poněvadž už známe jádro A, zbývá nalézt jedno partikulárńı řešeńı x rovnice

Ax = ( 11 ) ⇐⇒ (Ax)E2
= ( 11 )E2

= ( 11 ) ⇐⇒ XAE2 (x)X = ( 11 ) .

Posledńı vztah je ekvivalentńı soustavě
(

2 −1 1 0
1 1 1 −1

∣

∣

∣

∣

1
1

)

,

jež má zřejmé řešeńı např́ıklad

(x)X =









0
0
1
0









.

Potom (pozor, x3 je označeńı pro třet́ı vektor báze X)

x = 1x3 =









0
1
0
0









.

Nakonec A−1 ( 11 ) = x+ [v, w]λ.

Cvičeńı 2

Necht’ A ∈ L (C4,C3) je takové, že

A









1
1
1
1









:=





0
1
1



 , A









1
1
0
0









:=





1
0
0



 , A









1
1
1
0









:=





0
1
−1



 , A









0
1
0
0









:=





0
1
−α



 .

Necht’ B ∈ L (C3) je zadané pomoćı matice

E3B :=





1 0 −1
−1 2 −3
α 1 1



 .

V závislosti na parametru α ∈ C určete hodnost zobrazeńı BA.

Opět užijeme toho, že hodnost zobrazeńı je rovno hodnosti odpov́ıdaj́ıćı matice vzhledem k libovolně zvo-
leným báźım. Vzhledem k zadáńı, je vhodné se držet báze E3 v C3 a báze X = (x1, x2, x3, x4) v C4, kde

x1 :=









1
1
1
1









, x2 :=









1
1
0
0









, x3 :=









1
1
1
0









, x4 :=









0
1
0
0









.
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Plat́ı

h(BA) = h
(

X(BA)E3

)

= h
(

E3BE3 XAE3

)

= h
(

E3B XAE3

)

.

Matice E3B je explicitně zadána a XAE3 v podstatě taky, protože je zadána akce A na prvćıch báze X:

XAE3 =





0 1 0 0
1 0 1 1
1 0 −1 −α



 .

Potom

E3B XAE3 =





1 0 −1
−1 2 −3
α 1 1









0 1 0 0
1 0 1 1
1 0 −1 −α



 =





−1 1 1 α
−1 −1 5 2 + 3α
2 α 0 1− α





∼





−1 1 1 α
0 −2 4 2 + 2α
0 2 + α 2 1 + α





∼





−1 1 1 α
0 −2 4 2 + 2α
0 α 6 3 + 3α





∼





−1 1 1 α
0 −2 4 2 + 2α
0 0 4α+ 12 2α2 + 8α+ 6





=





−1 1 1 α
0 −2 4 2 + 2α
0 0 2(α+ 3) (α+ 3)(α+ 1)



 .

Z posledńıho tvaru vid́ıme, že matice E3B XAE3 má tři lineárně nezávislé sloupce tehdy a jen tehdy, pokud
α 6= −3. Pokud α = −3, matice má právě dva lineárně nezávislé sloupce. Nakonec tedy

h(BA) =

{

3 ⇔ α ∈ C \ {−3} ,
2 ⇔ α = −3 .

Cvičeńı 3

Necht’ X,X jsou dvě báze vektorového prostoru C3 a necht’ B ∈ L (C3), kde

X :=









1
−1
2



 ,





−1
2
−2



 ,





0
1
−1







 , Y :=









0
1
−1



 ,





2
−1
4



 ,





−1
2
−3







 , XB :=





6 −3 0
4 −2 0
2 −1 0



 .

Nalezněte množinu B−1(b), je-li

(a) (b)X :=





9
6
3



 , (b) b :=





−4
4
−7



 , (c) (b)Y :=





−4
4
6



 .

Poněvadž očividně h(B) = h(XB) = 1 (matice má pouze jeden lineárně nezávislý sloupec), plat́ı d(B) = 2,
což znamená, že jádro B je generováno dvěma lineárně nezávislými vektory u, v. Ze zadáńı rovnou vid́ıme,
že např́ıklad

(u)X :=





0
0
1



 a (v)X :=





1
2
0



 .

Odtud a z explicitńıho zadáńı báze X dostáváme

u =





0
1
−1



 a v :=





−1
3
−2



 .

Potom B−1(b) = w+[u, v]λ, kde w je partikulárńı řešeńı rovnice Bw = b, pokud existuje, jinak B−1(b) = ∅.
Zbývá hledat partikulárńı řešeńı.
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ad (a)

Bw = b tehdy a jen tehdy, pokud XB (w)X = (b)X, což je ekvivalentńı soustavě





6 −3 0
4 −2 0
2 −1 0

∣

∣

∣

∣

∣

∣

9
6
3



 ,

jež má zřejmě řešeńı

(w)X =





1
−1
0



 , odkud w =





2
−3
4



 .

ad (b)

Obor hodnot zobrazeńı B je jednodimenzionálńı podprostor [y]λ, kde

(y)X =





3
2
1



 , odkud y =





1
2
1



 .

Poněvadž b 6∈ [y]λ (zadané b neńı násobkem y), (partikulárńı) řešeńı neexistuje a B−1(b) = ∅.

ad (c)

Jedna možnost, jak postupovat, je si uvědomit, že

IBw = Bw = b ⇐⇒ XIY XB (w)X = (b)Y .

Matici XIY najdeme (podle definice) tak, že vektory báze X vyjádř́ıme v bázi Y. Tato úloha vede na soustavu





0 2 −1
1 −1 2
−1 4 −3

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1
−1
2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

−1
2
−2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

0
1
−1



 ∼





1 −1 2
0 2 −1
0 3 −1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

−1
1
1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

2
−1
0

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1
0
0





∼





1 −1 2
0 2 −1
0 0 1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

−1
1
−1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

2
−1
3

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1
0
0



 ,

odkud dostáváme (připomı́nám, že hledané koeficienty skládáme do sloupečk̊u)

XIY =





1 −3 1
0 1 0
−1 3 0



 .

Poněvadž

XIY XB =





−4 2 0
4 −2 0
6 −3 0



 ,

rovnice XIY XB (w)X = (b)Y je ekvivalentńı soustavě





−4 2 0
4 −2 0
6 −3 0

∣

∣

∣

∣

∣

∣

−4
4
6



 ,

jež má zřejmé řešeńı

(w)X =





1
0
0



 , odkud w =





1
−1
2



 .
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Cvičeńı 4

Necht’ A ∈ L (R3,R2)je definované

∀x =





x1

x2

x3



 ∈ R
3 , Ax :=

(

αx1 + βx2 + αx3

−αx1 + βx3

)

.

V závislosti na parametrech α, β ∈ R najděte kerA a A−1(( 1
1 )).

Plat́ı
E3AE2 =

(

α β α
−α 0 β

)

,

odkud (prozkoumáńım, kolik máme lineárně nezávislých řádk̊u) rovnou vid́ıme, že

h(A) =

{

0 ⇔ α = 0 ∧ β = 0 ,

2 ⇔ α 6= 0 ∨ β 6= 0 .

Následně dopoč́ıtáme

d(A) =

{

3 ⇔ α = 0 ∧ β = 0 ,

1 ⇔ α 6= 0 ∨ β 6= 0 .

Odtud vid́ıme, že

kerA =

{

R3 ⇔ α = 0 ∧ β = 0 ,

[u]λ ⇔ α 6= 0 ∨ β 6= 0 ,

kde u ∈ R3 je nenulový vektor splňuj́ıćı

(

α β α
−α 0 β

)





u1

u2

u3



 =

(

0
0

)

.

Snadno ověř́ıme, že hledaný vektor má (pro všechny hodnoty parametr̊u α 6= 0 ∨ β 6= 0) tvar

u :=





β2

−αβ − α2

αβ



 . (11.1)

Zbývá nalézt partikulárńı řešeńı x ∈ R3 rovnice

(

α β α
−α 0 β

)





x1

x2

x3



 =

(

1
1

)

. (11.2)

Poněvadž A(R3) = ( 00 ) v singulárńım př́ıpadě α = 0 ∧ β = 0 (jelikož h(A) = 0), (partikulárńı) řešeńı
v tomto př́ıpadě nebude existovat a A−1(( 11 )) = ∅. V ostatńıch př́ıpadech lze např́ıklad zaručit druhou

rovnici v (11.2) volbou x1 := − α
α2+β2 a x3 := β

α2+β2 , zat́ımco z prvńı se pak dopoč́ıtá x2 := 1+α2−αβ
β(α2+β2) ; ve

speciálńım př́ıpadě β = 0, kdy volba x2 nemá smysl, lze volit x1 := −1/α, x2 := 0 a x3 := 2/α.

Shrnut́ı je následuj́ıćı (v rovině (α, β) je třeba dát pozor pouze na souřadnicovou osu α):

A−1(( 11 )) =



















































∅ ⇔ α = 0 ∧ β = 0 ,

1
α







−1

0

2






+ [u]λ ⇔ α 6= 0 ∧ β = 0 ,

1
α2+β2







−α
1+α2−αβ

β

β






+ [u]λ ⇔ α ∈ R ∧ β 6= 0 ,

kde vektor u je definován v (11.1).
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12 Projektor

Cvičeńı 1

Necht’ P,Q ⊂⊂ R3, kde

P :=









3
0
−1



 ,





2
1
0









λ

, Q :=









2
2
1









λ

.

Sestavte EAP , t.j. matici projektoru A na P podle Q.

Pǐsme

p1 :=





3
0
−1



 , p2 :=





2
1
0



 , q :=





2
2
1



 .

Tud́ıž (p1, p2) je báze P a (q) je báze Q. Všimněte si, že (p1, p2, q) je báze R3. Pro libovolný vektor x ∈ R3

tedy existuj́ı č́ısla α1, α2, β ∈ R taková, že

x = α1p1 + α2p2 + βq . (12.1)

To je ekvivalentńı soustavě





3 2 2
0 1 2
−1 0 1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

x1

x2

x3



 ∼





3 2 2
0 1 2
0 2 5

∣

∣

∣

∣

∣

∣

x1

x2

3x3 + x1



 ∼





3 2 2
0 1 2
0 0 1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

x1

x2

3x3 + x1 − 2x2



 ,

odkud
β = x1 − 2x2 + 3x3 ,

α2 = x2 − 2β = −2x1 + 5x2 − 6x3 ,

α1 = 1
3 (x1 − 2α2 − 2β) = 1

3 (3x1 − 6x2 + 6x3) = x1 − 2x2 + 2x3 .

(12.2)

Obecné zobrazeńı A na R
3 má tvar

Ax := EA x , kde EA :=





a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33



 , aij ∈ R, i, j ∈ {1, 2, 3} ,

a pravou stranu je nutno chápat jako maticové násobeńı. Projektor A na P podle Q je charakterizován t́ım,
že

Ax =





a11x1 + a12x2 + a13x3

a21x1 + a22x2 + a23x3

a31x1 + a32x2 + a33x3





↓
= α1p1 + α2p2 + 0q ,

kde x ∈ R3 je libovolný vektor a α1, α2 jsou koeficienty z rozkladu (12.1). To je ekvivalentńı soustavě rovnic

a11x1 + a12x2 + a13x3 = −x1 + 4x2 − 6x3 ,

a21x1 + a22x2 + a23x3 = −2x1 + 5x2 − 6x3 ,

a31x1 + a32x2 + a33x3 = −x1 + 2x2 − 2x3 ,

odkud z libovolnosti vektoru x dostáv́ıme

a11 = −1 , a12 = 4 , a13 = −6 ,

a21 = −2 , a22 = 5 , a23 = −6

a31 = −1 , a32 = 2 , a33 = −2 .

Tedy

EAP =





−1 4 −6
−2 5 −6
−1 2 −2



 .
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Cvičeńı 4

Necht’ P,Q ⊂⊂ P3, kde

P := {y ∈ P3 : ∀t ∈ C, y(t) + y(−t) = 0} , Q := [y1, y2]λ ,

kde y1(t) := 1+ t a y2(t) := 1− t2 pro všechna t ∈ C. Necht’ A je projektor na P podle Q a D je operátor
derivováńı. Řešte rovnici 3Ax = 4Dx+ z, kde z(t) := 16− 12t pro všechna t ∈ C.

Plat́ı P3 = [e0, e1, e2]λ, kde e0(t) := 1, e1(t) := t a e2(t) := t2. Poněvadž, podle definice, P je podprostor P3

charakterizován t́ım, že jeho prvky jsou liché polynomy, plat́ı P = [e1]λ a (e1) je báze P . Zároveň Q =
[e0 + e1, e0 − e2]λ a (e0 + e1, e0 − e2) je báze Q. Jelikož P ⊕ Q = P3 (jinými slovy (e1, e0 + e1, e0 − e2)
je báze P3), pro libovolný polynom x ∈ P3, jenž můžeme psát ve tvaru x = α0e0 + α1e1 + α2e2, kde
α0, α1, α2 ∈ C, existuj́ı č́ısla α, β1, β2 ∈ C taková, že

x = αe1 + β1(e0 + e1) + β2(e0 − e2)

= (β1 + β2)e0 + (α+ β1)e1 − β2e2 ,

odkud
β2 = −α2 ,

β1 = α0 − β2 = α0 + α2 ,

α = α1 − β1 = −α0 + α1 − α2 .

Projektor A je charakterizován t́ım, že

Ax = αe1 + 0(e0 + e1) + 0(e0 − e2)

= (−α0 + α1 − α2)e1 .

Speciálně
Ae0 = −e1 , Ae1 = e1 , Ae2 = −e1 ,

odkud

EA =





0 0 0
−1 1 −1
0 0 0



 ,

kde E := (e0, e1, e2). Zároveň

De0 = 0 , De1 = e0 , De2 = 2e1 ,

tud́ıž

ED =





0 1 0
0 0 2
0 0 0



 .

Definujme B := 3A− 4D. Potom rovnice 3Ax = 4Dx+ z je ekvivalentńı rovnici Bx = z a množina všech
řešeńı je dána obvyklým vztahem B−1(z) = xp+kerB, kde xp je partikulárńı řešeńı rovnice Bx = z. Jelikož

EB = 3 EA− 4 ED =





0 −4 0
−3 3 −11
0 0 0



 ,

snadno nahlédneme, že
kerB = [11e0 − 3e2]λ .

Poněvadž z = 16e0 − 12e1, pro nalezeńı partikulárńıho řešeńı je potřeba se pod́ıvat na soustavu




0 −4 0
−3 3 −11
0 0 0

∣

∣

∣

∣

∣

∣

16
−12
0



 ,

odkud nalezneme např́ıklad
xp := −4e1 .

Nakonec tedy
(3A− 4D)−1(z) = −4e1 + [11e0 − 3e2]λ .
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