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Aktuálńı verzi tohoto textu lze naj́ıt na tomto odkazu:

http://nsa.fjfi.cvut.cz/david/other/la.pdf

http://nsa.fjfi.cvut.cz/david/
http://nsa.fjfi.cvut.cz/david/other/la.pdf


Obsah David Krejčǐŕık
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6.6 Lineárńı závislost řádk̊u . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 92
6.7 Rozklad podle sloupc̊u . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 93
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7.14 Cvičeńı . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 131

8 Formy 133
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Motto David Krejčǐŕık

Linear algebra abstracts the two basic operations with vectors: the addition of
vectors, and their multiplication by numbers (scalars). It is astonishing that on
such slender foundations an elaborate structure can be built, with romanesque,
gothique and baroque aspects. It is even more astounding that linear algebra has
not only the right theorems but also the right language for many mathematical
topics, including applications of mathematics.

Peter D. Lax, Linear algebra and its applications, [9, p. 1]
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0 Úvod

Název předmětu je složen ze dvou slov [2, 1]:

• algebra pocháźı z arabského slova al-džabr (nespisovně al-džebr), jež p̊uvodně zna-
menalo lékařský chirurgický úkon za účelem nápravy zlomených či vymknutých kost́ı.
V přeneseném významu tedy “obnoveńı”, “náprava”, “sjednoceńı rozbitých část́ı”.
V matematickém významu bylo slovo použito v názvu práce perského matematika
Muhammada al-Chwárizmı́ho z 9. stolet́ı po Kristu (820 AD) o řešeńı (lineárńıch a
kvadratických) rovnic.

• lineárńı pocháźı z latinského slova linearis, jež znamená “tvořeno př́ımkami”. V pře-
neseném významu tedy něco “př́ımého”, “rovného”.

V dnešńım významu “algebra” zahrnuje celou řadu rozličných matematických discipĺın.
Odvětv́ı “lineárńı algebra” se zabývá prostory, jejich prvky (členy) a zobrazeńımi (transfor-
macemi) mezi nimi, schematicky:

• prostor, • prvek, • zobrazeńı,
jež jsou charakterizovány lineárnost́ı; vše se tedy v podstatě redukuje na sč́ıtáńı prvk̊u a
jejich násobeńı č́ısly. Je fascinuj́ıćı, že takovéto jednoduché úkony vedou k nesmı́rně propra-
cované abstraktńı teorii, jež poskytuje elegantńı sjednocuj́ıćı aparát pro množstv́ı problémů
v matematice, fyzice a daľśıch vědńıch oborech. Vždyt’ kvantová mechanika, což je nejlepš́ı
fyzikálńı teorie, kterou má lidstvo v současnosti k dispozici, neńı matematicky vlastně nic
jiného než lineárńı algebra na nekonečně dimenzionálńıch prostorech. V této přednášce se
však budeme výhradně zabývat konečně dimenzionálńımi prostory.

Mlhavě výše nazvané předměty zájmu lineárńı algebry se přesněji nazývaj́ı:

• vektorový prostor, • vektor, • lineárńı zobrazeńı.
Tyto objekty znáte z každodenńıho života. Mnoho fyzikálńıch veličin lze charakterizovat
pouze jejich velikost́ı (tzv. skaláry, např. hmotnost, čas, teplota) a tedy popsat pouze jedńım
č́ıslem. Jiné však maj́ı i směr (např. poloha, rychlost, śıla) a tyto pak popisujeme v́ıce č́ısly,
jejichž počet je určen dimenźı prostoru; to jsou vektory. V klasické mechanice se za vektorový
prostor obvykle bere tř́ırozměrný eukleidovský prostor R3, v němž lze vektor v ∈ R3 (např.
rychlost) tedy charakterizovat třemi reálnými č́ısly v1, v2, v3. Zapisujeme

v =





v1
v2
v3





a č́ısl̊um v1, v2, v3 ř́ıkáme složky vektoru v. Obecná lineárńı transformace tohoto vektoru v
na jiný vektor w (např. při pootočeńı souřadné soustavy) bude mı́t tvar





w1

w2

w3



 =





a11v1 + a12v2 + a13v3
a21v1 + a22v2 + a23v3
a31v1 + a32v2 + a33v3



 =:





a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33





︸ ︷︷ ︸

A





v1
v2
v3



 , (0.1)

kde aij , i, j = 1, 2, 3, jsou libovolná reálná č́ısla. Tabulce A se ř́ıká matice (jedná se tud́ıž
o jakousi reprezentaci zobrazeńı, jež přǐrazuje starému vektoru v nový vektor w) a posledńı
rovnost v (0.1) je vlastně definice pro násobeńı matice s vektorem. (Symbol =: či := je
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rovnost, kde dvojtečka nav́ıc zd̊urazňuje, že zavád́ıme něco nového, zde úplně vpravo.)
Lineárńı transformaci (0.1) lze tedy elegantně zapsat ve tvaru

w = Av .

Zobecněńı:

⋄ Dimenze. V př́ırodě se setkáváme i s prostory jiné dimenze (nižš́ı i vyšš́ı) než tři.
Např́ıklad i v klasické mechanice je zvykem popisovat stav jedné částice polohou
a rychlost́ı coby jedńım vektorem v šestirozměrném (fázovém) prostoru R3 × R3.
Obecněji, stav N částic ve fázovém prostoru je reprezentován vektorem o 2N složkách.
V teorii relativity je stav popsán v čtyřrozměrném časoprostoru. Budeme tedy uvažovat
vektorové prostory libovolné dimenze (př́ıležitostně dokonce dimenze nekonečné).

⋄ Čı́selné těleso. Kromě nutnosti uvažovat libovolně dimenzionálńı vektorové prostory
se ukazuje jako užitečné zobecněńı vźıt za složky vektoru prvky libovolného č́ıselného
tělesa (např́ıklad komplexńı č́ısla v kvantové mechanice). Lze tedy uvažovat vek-
torové prostory nad libovolným č́ıselným tělesem. V této přednášce se však výhradně
zaměř́ıme na vektorové prostory nad č́ısly reálnými či komplexńımi.

⋄ Různé prostory. Daľśım zobecněńım je možnost uvažovat lineárńı transformace mezi
dvěma prostory odlǐsných dimenźı, což vede k matićım obdélńıkového tvaru mı́sto
čtvercového.

Předmětem lineárńı algebry – a tedy úkolem této přednášky – je zavést takovouto obecnou
matematickou abstrakci a studovat vlastnosti lineárńıch zobrazeńı. Seznámı́te se s robustńım
aparátem a jeho metodami, který vám poskytne sjednocuj́ıćı strukturu pro aplikace na
konkrétńı problémy v oborech, které studujete.

Literatura

Hlavńım zdrojem této přednášky je zcela výjimečná učebnice amerického autora Sheldona
Axlera Linear algebra done right. Čerpám z druhého vydáńı z roku 2004 [3], avšak existuje už
i třet́ı, barevné vydáńı z roku 2014 [4]. Velká část mé přednášky je pouhý (a neumělý) překlad
vybraných partíı z [3] do češtiny. Posluchačovi doporučuji k nahlédnut́ı volně př́ıstupnou
zkrácenou verzi třet́ıho vydáńı [5].

Částečně čerpám rovněž z Halmosovy knihy Finite-dimensional vector spaces [6] a z Kopáč-
kových skript Matematika pro fyziky II [8]. Druhou zmiňovanou referenci sleduji zvláště
při zavedeńı pojmu determinantu, který Axler považuje v rámci moderńıho pojet́ı lineárńı
algebry za překonaný, a zavád́ı ho tud́ıž až úplně na konci, jiným zp̊usobem.

Obrázek na prvńı stránce je absorpčńı spektrum Slunce. Během přednášky se seznámı́te se
spektrem lineárńıho zobrazeńı. Oba tyto pojmy spolu úzce souviśı, a to skrze kvantovou
teorii hmoty.
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1 Vektorový prostor

V této přednášce se budeme výhradně zabývat vektorovými prostory nad reálnými č́ısly R

nebo komplexńımi č́ısly C. Připomeňme, že komplexńı č́ısla lze identifikovat s množinou

C := {a+ bi : a, b ∈ R} , kde i :=
√
−1

je symbol, jenž se nazývá imaginárńı jednotka. Reálným č́ısl̊um a, b se ř́ıká reálná a ima-
ginárńı část komplexńıho č́ısla a+ bi. Nebudeme připomı́nat, jak se formálně zavád́ı sč́ıtáńı
a násobeńı komplexńıch č́ısel; poznamenejme jen, že na komplexńı č́ısla můžeme formálně
aplikovat obvyklou aritmetiku, kterou dobře známe z reálných č́ısel, pokud budeme konzis-
tentně už́ıvat vzorce i2 = −1.
Abychom mohli efektivně uvádět definice a dokazovat věty, které plat́ı jak pro reálná, tak
komplexńı č́ısla, zavedeme toto sjednocuj́ıćı značeńı:

K := R nebo C.

Prvky č́ıselného tělesa K, tedy č́ısla (někdy též nazývané skaláry), budeme obvykle značit
řeckými ṕısmeny.

1.1 Definice

Vektorový prostor je, zhruba řečeno, množina objekt̊u, jež můžeme navzájem sč́ıtat a rovněž
násobit č́ısly tak, že výsledky těchto operaćı jsou opět prvky této množiny. Formálńı definice
zńı takto:

Definice 1.1. Vektorový prostor je množina V prvk̊u nazývané vektory, která splňuje násle-
duj́ıćı axiomy:

(A) Existuje zobrazeńı (součet vektor̊u) V× V→ V : {(u, v) 7→ u+ v} splňuj́ıćı:
(1) ∀u, v ∈ V, u+ v = v + u; (komutativita)

(2) ∀u, v, w ∈ V, u+ (v + w) = (u+ v) + w; (asociativita)

(3) ∃0 ∈ V, ∀u ∈ V, u+ 0 = u; (nulový vektor, počátek)

(4) ∀u ∈ V, ∃ − u ∈ V, u+ (−u) = 0. (opačný vektor)

(B) Existuje zobrazeńı (násobeńı vektor̊u č́ısly) K× V→ V : {(α, u) 7→ αu} splňuj́ıćı:
(1) ∀α, β ∈ K, u ∈ V, α(βu) = (αβ)u; (asociativita)

(2) ∀u ∈ V, 1u = u. (identita)

(C) Tato zobrazeńı jsou vzájemně provázána skrze distributivitu:

(1) ∀α ∈ K, u, v ∈ V, α(u+ v) = αu+ αv; (distributivita 1)

(2) ∀α, β ∈ K, u ∈ V, (α + β)u = αu+ βu. (distributivita 2)

Vektorové prostory budeme obvykle značit velkými psaćımi ṕısmeny a jejich prvky (vektory)
malými latinskými ṕısmeny.

Operace násobeńı vektor̊u č́ısly záviśı na volbě č́ıselného tělesa K. Budeme-li tedy cht́ıt
přesńı, řekneme, že V je vektorový prostor nad tělesem K. Vektorový prostor nad R se
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nazývá reálný vektorový prostor a vektorový prostor nad C se nazývá komplexńı vektorový
prostor.

1.2 Vlastnosti

Nyńı se budeme věnovat základńım vlastnostem vektorových prostor̊u, které plynou z Definice 1.1.
Abychom se vyhnuli neustálému opakováńı tvrzeńı typu “necht’ V je vektorový prostor nad
tělesem K”, dohodněme se pro zbytek přednášky, že symbol V bude značit libovolný vek-
torový prostor nad tělesem K, tedy:

V := libovolný vektorový prostor nad K.

Všimněte si, že stejný symbol 0, který standardně použ́ıváme pro č́ıselnou nulu, v Definici 1.1
označuje nulový vektor. Toto mateńı studenta by nikdy nemělo vést k jeho popleteńı, a to
d́ıky následuj́ıćım tvrzeńım, jež už́ıváńı stejného značeńı ospravedlňuj́ı:

Tvrzeńı 1.2 (Ned̊uležitost schismatu nulového symbolu).

(i) ∀v ∈ V, 0v = 0. (vlevo č́ıselná nula, vpravo nulový vektor)

(ii) ∀α ∈ K, α0 = 0. (vlevo i vpravo nulový vektor)

D̊ukaz. Všimněte si, že obě tvrzeńı vypov́ıdaj́ı něco o násobeńı vektor̊u č́ısly a nulovém
vektoru (neutrálńı prvek v̊uči součtu). Poněvadž jediná část Definice 1.1, jež spojuje sč́ıtáńı
vektor̊u a jejich násobeńı č́ısly, je axiom (C), bude v d̊ukazu třeba využ́ıt právě distributivńı
vlastnosti.

ad (i). Pro libovolný vektor v ∈ V máme

0v = (0 + 0)v = 0v + 0v ,

kde prvńı rovnost je elementárńı identita mezi č́ısly a druhá rovnost plyne z axiomu (C2).
K oboum stranám této rovnice přičteme −0v (tedy opačný vektor k 0v) a užit́ım axiomu
(A4) dostaneme

0 = 0v ,

což je rovnost, kterou jsme chtěli dokázat.

ad (ii). Pro libovolné č́ıslo α ∈ K máme

α0 = α(0 + 0) = α0 + α0 ,

kde prvńı rovnost využ́ıvá axiom (A3), zat́ımco druhá rovnost plyne z axiomu (C1). K oboum
stranám této rovnice přičteme −α0 (tedy opačný vektor k α0) a užit́ım axiomu (A4)
dostaneme

0 = α0 ,

což je rovnost, kterou jsme chtěli dokázat. (Čtvereček znamená konec d̊ukazu.)

Prvńı tvrzeńı (i) lze chápat jako konstrukci nulového vektoru: dostaneme ho tak, že libovolný
vektor přenásob́ıme č́ıslem nula.

Axiom (A3) vyžaduje, aby ve vektorovém prostoru existoval alespoň jeden počátek (nulový
vektor). Daľśı tvrzeńı upřesňuje, že takovýto počátek je právě jeden (význam kvantifikátoru ∃!).
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Tvrzeńı 1.3 (Jedinečnost nulového vektoru). ∃!0 ∈ V, ∀u ∈ V, u+ 0 = u.

D̊ukaz. Tento typ tvrzeńı se nejlépe dokazuje sporem. Necht’ ve vektorovém prostoru V

existuj́ı dva r̊uzné nulové vektory 0 6= 0′. Pak

0′ = 0′ + 0 = 0 ,

kde prvńı rovnost využ́ıvá nulovosti vektoru 0 (tedy jeho neutralitu v̊uči sč́ıtáńı, axiom (A3))
a druhá rovnost využ́ıvá nulovosti vektoru 0′ (společně s axiomem (A1) o komutativitě).
Tedy 0 = 0′, což je ve sporu s předpokladem, že nulové vektory 0 a 0′ jsou r̊uzné.

Obdobně, axiom (A4) vyžaduje, aby pro každý prvek vektorového prostoru existoval alespoň
jeden inverzńı prvek. Daľśı tvrzeńı upřesňuje, že takovýto prvek je právě jeden.

Tvrzeńı 1.4 (Jedinečnost opačného vektoru). ∀u ∈ V, ∃! − u ∈ V, u+ (−u) = 0.

D̊ukaz. Necht’ u ∈ V je libovolný. Předpokládejme, že existuj́ı dva r̊uzné opačné vektory
v 6= v′ splňuj́ıćı u+ v = 0 a u+ v′ = 0. Pak

v = v + 0 = v + (u+ v′) = (v + u) + v′ = 0 + v′ = v′ ,

kde jsme nav́ıc využili asociativitu a komutativitu. Tedy v = v′, což je ve sporu s předpo-
kladem, že opačné vektory v a v′ jsou r̊uzné.

Už v Definici 1.1 jsme si označili opačný vektor k u intuitivńım značeńım −u. Toto značeńı
je obhájeno následuj́ıćım tvrzeńım.

Tvrzeńı 1.5 (Konstrukce opačného vektoru). ∀u ∈ V, −u = (−1)u.

D̊ukaz. Pro libovolný vektor u ∈ V máme

u+ (−1)u = 1u+ (−1)u = [1 + (−1)]u = 0u = 0 ,

kde prvńı rovnost využ́ıvá axiomu (B2), druhá rovnost je distributivita (C2), třet́ı rovnost je
elementárńı a čtvrtá rovnost je Tvrzeńı 1.2(i). Výsledná rovnost ř́ıká, že výsledkem součtu
vektor̊u u a (−1)u je nulový vektor, tedy (−1)u muśı být roven opačnému vektoru −u, což
jsme chtěli dokázat.

V následuj́ıćım budeme zkracovat u+ (−v) =: u− v.

1.3 Př́ıklady

Nyńı nastal čas si představit několik charakteristických př́ıklad̊u vektorových prostor̊u.
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Př́ıklad 1.6 (Nulový prostor). Nejjednodušš́ı vektorový prostor obsahuje pouze jeden prvek, a to nulový
vektor. Jinými slovy, množina {0} je vektorový prostor, který splňuje triviálńı pravidla pro sč́ıtáńı vektor̊u
a násobeńı č́ısly:

0 + 0 = 0 a α0 = 0 ,

kde α ∈ K. Tento prostor neńı samozřejmě nijak zaj́ımavý, avšak dejme mu jméno, nulový prostor. (Diamant
znamená konec př́ıkladu.) ♦

Př́ıklad 1.7 (Čı́selné těleso). Samotné č́ıselné těleso K se stane vektorovým prostorem, pokud definujeme
sč́ıtáńı jeho prvk̊u a násobeńı č́ısly z K obvyklými operacemi pro sč́ıtáńı a násobeńı č́ısel. Speciálně C je pak
komplexńı vektorový prostor a R je reálný vektorový prostor.

Můžeme rovněž uvažovat C coby reálný vektorový prostor (máme tedy na mysli nestandardńı volbu V := C

a K := R), pokud definujeme sč́ıtáńı komplexńıch č́ısel jako obvykle a násobeńı komplexńıho č́ısla reálným
č́ıslem jako obvykle, avšak tento př́ıklad se lǐśı od C coby komplexńıho vektorového prostoru. Naopak R

nelze uvažovat jako komplexńı vektorový prostor (protože přenásobeńım reálného č́ısla komplexńım č́ıslem
obecně dostaneme nereálné č́ıslo). ♦

Př́ıklad 1.8 (Souřadnicový prostor). Necht’ Kn s n ∈ N∗ := N\{0} (v naš́ı konvenci přirozená č́ısla obsahuj́ı
nulu) je množina tvořená uspořádánými n-ticemi č́ısel z tělesa K. Prvek x ∈ Kn budeme zapisovat v podobě
sloupce

x =








x1
x2
...
xn







,

kde xi ∈ K, i = 1, . . . , n. Čı́sla xi nazýváme složky vektoru v. Sč́ıtáńı prvk̊u x, y ∈ Kn a násobeńı č́ısly
α ∈ K definujeme po složkách:

x+ y :=








x1 + y1
x2 + y2

...
xn + yn







, αx :=








αx1
αx2
...

αxn







.

S takto definovanými operacemi seKn stane vektorovým prostorem (nad tělesemK), jenž budeme nazývat n-
dimenzionálńı souřadnicový prostor (nad K). Cn budeme nazývat n-dimenzionálńı komplexńı souřadnicový

prostor a Rn budeme nazývat n-dimenzionálńı reálný souřadnicový prostor (Rn je také někdy zvykem
nazývat n-dimenzionálńı eukleidovský prostor). Nulový vektor 0 ∈ Kn a opačný vektor −x k vektoru x ∈ Kn

splňuj́ı

0 =








0
0
...
0







, −x :=








−x1
−x2
...
−xn







. (1.1)

V n-dimenzionálńım reálném souřadnicovém prostoru R
n s n = 1, 2, 3 a v 1-dimenzionálńım komplexńım

prostoru C1 = C můžeme vektory reprezentovat pomoćı šipek. Sč́ıtáńı vektor̊u a jejich násobeńı č́ısly má
pak krásnou geometrickou interpretaci. ♦

Př́ıklad 1.9 (Prostor polynomů). Necht’ m ∈ N. Funkce p : K→ K se nazývá polynom, pokud existuj́ı č́ısla
α0, . . . , αm ∈ K taková, že

∀x ∈ K , p(x) = α0 + α1x+ · · ·+ αmx
m .
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Pokud αm 6= 0, p se nazývá polynom stupně m (pokud je polynom p identicky roven nule, přǐrad́ıme mu
stupeň −∞). Součet dvou polynomů p a q a přenásobeńı č́ıslem α ∈ K definujeme, jak je pro funkce obvyklé:

(p+ q)(x) := p(x) + q(x) , (αp)(x) := αp(x) ,

pro všechna x ∈ K. S takto definovanými operacemi se množina všech polynomů stupně nejvýše m, kterou
budeme značit Pm, stane vektorovým prostorem nad K. Nulový vektor v Pm je polynom, jenž je identicky
roven nule (t.j. všechna č́ısla α0, . . . , αm jsou rovna nule),

0(x) = 0 (1.2)

pro všechna x ∈ K, a opačný polynom −p k polynomu p ∈ Pm je dán vztahem

(−p)(x) = −p(x) (1.3)

pro všechna x ∈ K. (Všimněte si, že P0 = K s obvyklými operacemi sč́ıtáńı a násobeńı mezi č́ısly.)

Kromě vektorového prostoru Pm, jenž je charakterizován t́ım, že obsahuje polynomy nejvýše stupně m,
budeme př́ıležitostně rovněž uvažovat prostor všech polynomů na K. Označme takovýto prostor symbolem P.
Zřejmě plat́ı

P =

∞⋃

m=0

Pm .

♦

Př́ıklad 1.10 (Prostor kvantové částice). V nerelativistické kvantové mechanice je fyzikálńı stav částice
(např́ıklad elektronu) popsán bodem v prostoru měřitelných funkćı, jež jsou kvadraticky integrabilńı
(Lebesgue̊uv prostor):

L2(R3) :=

{

ψ : R3 → C :

∫

R3

|ψ(x)|2 dx <∞
}

.

S obvyklými operacemi sč́ıtáńı dvou funkćı a jejich násobeńı č́ısly lze ověřit, že se skutečně jedná o vektorový
prostor. ♦

1.4 Podprostory

Z geometrie v́ıte, že kromě celého prostoru R3 a jeho bod̊u (vektory) je zaj́ımavé uvažovat
daľśı lineárńı objekty jako př́ımky a roviny. Následuj́ıćı definice zobecňuje tyto pojmy na
abstraktńı vektorové prostory (včetně libovolné dimenze).

Definice 1.11. Podprostor vektorového prostoru V je podmnožina U ⊂ V, jež je sama
o sobě vektorovým prostorem (se stejnými operacemi sč́ıtáńı vektor̊u a násobeńı č́ısly jako
ve V). Znač́ıme U ⊂⊂ V.

Upozorněńı: Pokud chceme chápat podprostory jako zobecněné př́ımky a roviny, muśıme mı́t
na paměti, že tyto jsou v definici výše vyžadovány procházet počátkem (poněvadž 0 ∈ U

coby d̊usledek toho, že U je sám o sobě vektorový prostor).

Definice 1.11 je elegantńı, avšak nehod́ı se pro konkrétńı ověřováńı, zda daná podmnožina U

ve V je podprostorem ve V, poněvadž jej́ı ověřeńı vyžaduje kontrolu všech axiomů Definice 1.1.
Následuj́ıćı věta poskytuje vhodné kriterium, jak určit, zda daná podmnožina V je podpro-
storem V, protože ve skutečnosti stač́ı ověřit jen tři věci; zbytek plyne z toho, že U je
podmnožinou ve V.
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Věta 1.12. Necht’ U ⊂ V. Plat́ı tato ekvivalence:

U ⊂⊂ V ⇐⇒







(i) 0 ∈ U ; (obsahuje počátek)

(ii) ∀u, v ∈ U, u+ v ∈ U ; (uzavřenost v̊uči součtu)

(iii) ∀α ∈ K, u ∈ U, αu ∈ U . (uzavřenost v̊uči násobeńı)

(Logická spojka mezi vlastnostmi (i), (ii), (iii) je “a” (konjunkce).)

D̊ukaz. Implikace ⇒ je zřejmá: pokud je U podprostor, je podle Definice 1.11 sám o sobě
vektorovým prostorem, tud́ıž muśı speciálně splňovat body (i)–(iii), viz Definice 1.1.

Opačná implikace⇐ nám ř́ıká, že stač́ı ověřit pouze vlastnosti (i)–(iii), abychom si byli jisti,
že U je podprostorem. Jinými slovy, muśıme dokázat, že body (i)–(iii) implikuj́ı všechny
axiomy (A), (B) a (C) Definice 1.1. Bod (ii) zaručuje, že sč́ıtáńı vektor̊u v U je dobře
definováno a bod (iii) zaručuje, že násobeńı vektor̊u z U č́ısly z K je dobře definováno. Dı́ky
tomu axiomy (A1), (A2), (B) a (C) neńı třeba ověřovat, poněvadž plat́ı na větš́ı množině V.
Bod (i) zaručuje, že nulový vektor lež́ı v U, tud́ıž i axiom (A3) plat́ı (opět z d̊uvodu jeho
platnosti na větš́ı množině V). Zbývá ověřit axiom (A4). Necht’ u ∈ U ⊂ V. Pak existuje
−u ∈ V takový, že u−u = 0 coby identita ve V. Avšak podle Tvrzeńı 1.5 plat́ı −u = (−1)u,
kde pravá strana lež́ı v U d́ıky bodu (iii). Tedy −u ∈ U a rovnost u − u = 0 plat́ı coby
identita ve U.

Užit́ım Věty 1.12 snadno ověř́ıme následuj́ıćı př́ıklady.

Př́ıklad 1.13 (Nulový a celý prostor). Nejjednodušš́ım př́ıkladem podprostoru libovolného vektorového
prostoru V je nulový prostor {0} a celý prostor V.

Prázdná množina ∅ neńı podprostor, poněvadž podprostor je vektorový prostor a vektorový prostor muśı
obsahovat alespoň jeden prvek, a to počátek 0. ♦

Př́ıklad 1.14 (Př́ımky, roviny atd.). Podprostory č́ıselného prostoru R jsou nulový prostor {0} a celý pros-
tor R. Podprostory dvojdimezionálńıho eukleidovského prostoru R2 jsou nulový prostor {0}, celý prostor R2

a všechny př́ımky procházej́ıćı počátkem. Podprostory trojdimezionálńıho eukleidovského prostoru R3 jsou
nulový prostor {0}, celý prostor R3, všechny př́ımky procházej́ıćı počátkem a všechny roviny procházej́ıćı
počátkem.

Obecněji, necht’ m,n ∈ N∗ s m ≤ n. Pak

{x ∈ K
n : x1 = x2 = · · · = xm = 0}

je podprostorem Kn. ♦

Př́ıklad 1.15 (Sudé a liché polynomy). Množiny (symbol ± znamená bud’ plus nebo minus)

P
±
m := {p ∈ Pm : ∀x ∈ K, p(x) = ±p(−x)} (1.4)

jsou podprostory vektorového prostoru polynomů Pm. Všimněte si, že podprostor P+
m je tvořen polynomy p+,
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jež obsahuj́ı pouze sudé mocniny x,

p+(x) = α0 + α2x
2 + · · ·+ α2⌊m

2
⌋x

2⌊m

2
⌋ ,

a podprostor P−
m je tvořen polynomy p−, jež obsahuj́ı pouze liché mocniny x,

p−(x) = α1x+ α3x
3 + · · ·+ α2⌊m+1

2
⌋−1x

2⌊m+1

2
⌋−1 ,

kde ⌊β⌋ := max{n ∈ Z : n ≤ β} znač́ı dolńı celou část reálného č́ısla β. Ve speciálńım př́ıpadě K := R jsou
polynomy v podprostoru P

+
m sudé funkce na R a polynomy v podprostoru P

−
m jsou liché funkce na R. ♦

Př́ıklad 1.16. Uvažujme podmnožinu prostoru stav̊u kvantové částice (viz Př́ıklad 1.10), jež je charakter-
izována stavy, pro něž i prvńı derivace jsou kvadraticky integrabilńı (Sobolev̊uv prostor):

W 1,2(R3) :=
{
ψ ∈ L2(R3) : ∇ψ ∈ L2(R3)

}
.

Lze ověřit, že skutečně plat́ı W 1,2(R3) ⊂⊂ L2(R3). V kvantové mechanice lze W 1,2(R3) interpretovat coby
prostor fyzikálńıch stav̊u s konečnou (kinetickou) energíı. ♦

1.5 Součet podprostor̊u

Jedna možnost, jak utvořit ze dvou daných množin U1 a U2 daľśı množinu, je vźıt jejich
sjednoceńı U := U1∪U2. Pokud U1 a U2 jsou podprostory nějakého vektorového prostoru V,
jen “málokdy” se však stane, že jejich sjednoceńı U bude opět podprostor (přesný význam
uvozovek zde je, že jeden z podprostor̊u muśı být podmnožinou toho druhého, aby se tak
stalo). Z tohoto d̊uvodu je pro podprostory zaj́ımavěǰśı jiná operace.

Definice 1.17. Necht’ U1,U2 ⊂ V. Součet množin U1 a U2 je množina

U1 + U2 := {u1 + u2 : u1 ∈ U1, u2 ∈ U2} .

Měli byste si ověřit, že pokud nav́ıc U1,U2 ⊂⊂ V, pak takto definovaná množina U1 +U2 je
skutečně podprostorem V.

Součet dvou podprostor̊u v teorii vektorových prostor̊u je operace analogická operaci sjedno-
ceńı množin v teorii množin v tomto smyslu: Nejmenš́ı podprostor obsahuj́ıćı dva dané pod-
prostory je právě jejich součet. (Analogicky, nejmenš́ı množina obsahuj́ıćı dvě dané množiny
je jejich sjednoceńı.) Schematicky:

součet podprostor̊u ←→ sjednoceńı množin. (1.5)

Avšak tuto analogii je třeba brát s rezervou, viz Poznámka 2.37 ńıže.

Pod́ıvejme se nyńı na pár př́ıklad̊u.

Př́ıklad 1.18. Necht’

U1 :=
{(

x
0
0

)

∈ K
3 : x ∈ K

}

a U2 :=
{(

0
y
0

)

∈ K
3 : y ∈ K

}

.
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Pak
U1 + U2 =

{(
x
y
0

)

∈ K
3 : x, y ∈ K

}

.

V př́ıpadě K := R lze U1 a U2 geometricky interpretovat jako souřadnicové osy x a y v xyz-kartézském
souřadnicovém systému na R3. Součet U1 + U2 má pak geometrický význam roviny xy. ♦

Př́ıklad 1.19. Necht’

U1 :=
{(

x
0
0

)

∈ K
3 : x ∈ K

}

a U2 :=
{(

y
y
0

)

∈ K
3 : y ∈ K

}

.

I v tomto př́ıpadě dostaneme stejný výsledek jako v předešlém př́ıkladu,

U1 + U2 =
{(

x
y
0

)

∈ K
3 : x, y ∈ K

}

.

V př́ıpadě K := R lze U1 geometricky interpretovat jako souřadnicovou osu x, U2 jako souřadnicovou osu y
pootočenou o 45◦ v xy-rovině a součet U1 + U2 má opět geometrický význam roviny xy. ♦

1.6 Direktńı součet podprostor̊u

Uvažujme nyńı speciálńı př́ıpad podprostor̊u U1 a U2 vektorového prostoru V, jejichž součet
dá celý prostor V, tedy V = U1 + U2. Pak každý prvek v ∈ V můžeme napsat ve tvaru
v = u1 + u2, kde u1 ∈ U1 a u2 ∈ U2, tedy

∀v ∈ V, ∃ u1 ∈ U1, u2 ∈ U2, v = u1 + u2 .

Zvláště d̊uležitá situace nastává, když tento rozklad je určen jednoznačně.

Definice 1.20. Necht’ U1,U2 ⊂⊂ V. Řekneme, že V je direktńım součtem podprostor̊u U1

a U2, pokud
∀v ∈ V, ∃! u1 ∈ U1, u2 ∈ U2, v = u1 + u2 .

Zapisujeme V = U1 ⊕ U2.

Pod́ıvejme se nyńı na pár charakteristických př́ıklad̊u.

Př́ıklad 1.21. Necht’

U1 :=
{(

x
y
0

)

∈ K
3 : x, y ∈ K

}

a U2 :=
{(

0
0
z

)

∈ K
3 : z ∈ K

}

.

Pak
K

3 = U1 ⊕ U2 .

V př́ıpadě K := R lze U1 geometricky interpretovat jako xy-rovinu a U2 jako souřadnicovou osu z. ♦

Př́ıklad 1.22. Necht’

U1 :=
{(

x
0
0

)

∈ K
3 : x ∈ K

}

, U2 :=
{(

0
y
0

)

∈ K
3 : y ∈ K

}

, U3 :=
{(

0
0
z

)

∈ K
3 : z ∈ K

}

.
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Pak
K

3 = U1 ⊕ U2 ⊕ U3 .

V př́ıpadě K := R lze U1, U2 a U3 geometricky interpretovat jako souřadnicové osy. ♦

Př́ıklad 1.23. Necht’ P±
m jsou podprostory vektorového prostoru polynomů Pm definované v (1.4). Pak

Pm = P
+
m ⊕ P

−
m .

V reálném př́ıpadě K := R je toto dobře známý rozklad funkce na R jako součet jej́ı sudé a liché části. ♦

Př́ıklad 1.24. Nyńı uved’me př́ıklad pro pochopeńı rozd́ılu mezi součtem a direktńım součtem podprostor̊u.
Necht’

U1 :=
{(

x
y
0

)

∈ K
3 : x ∈ K

}

, U2 :=
{(

0
0
z

)

∈ K
3 : y ∈ K

}

, U3 :=
{(

0
y
y

)

∈ K
3 : z ∈ K

}

.

Zřejmě plat́ı
K

3 = U1 + U2 + U3 ,

poněvadž libovolný vektor
(

x
y
z

)

∈ K3 můžeme zapsat ve tvaru

(
x
y
z

)

=
(

x
y
0

)

︸︷︷︸

∈U1

+
(

0
0
z

)

︸︷︷︸

∈U2

+
(

0
0
0

)

︸︷︷︸

∈U3

.

Avšak
K

3 6= U1 ⊕ U2 ⊕ U3 ,

poněvadž např́ıklad vektor
(

0
0
0

)

může být napsán jako součet vektor̊u z U1, U2 a U3 v́ıce zp̊usoby:

(
0
0
0

)

=







∈U1

︷︸︸︷
(

0
1
0

)

+

∈U2

︷︸︸︷
(

0
0
1

)

+

∈U3

︷ ︸︸ ︷
(

0
−1
−1

)

,
(

0
0
0

)

︸︷︷︸

∈U1

+
(

0
0
0

)

︸︷︷︸

∈U2

+
(

0
0
0

)

︸︷︷︸

∈U3

.

Poněvadž rozklad neńı jednoznačný, nemůže se jednat o direktńı součet. ♦

V předchoźım př́ıkladě jsme ukázali, že nějaký vektorový prostor neńı direktńım součtem
jistých podprostor̊u t́ım, že jsme ukázali, že nulový vektor 0 nemá jednoznačný rozklad do
odpov́ıdaj́ıćıch vektor̊u. Definice 1.20 vyžaduje, aby každý vektor měl jednoznačný rozklad.
Mějme nyńı podprostory, jejichž součet se rovná celému vektorovému prostoru. Následuj́ıćı
tvrzeńı ukazuje, že ve skutečnosti stač́ı prozkoumat, zda pouze nulový vektor 0 má jed-
noznačný rozklad, abychom rozhodli, zda se jedná o direktńı součet.

Věta 1.25. Necht’ U1 a U2 jsou podprostory vektorového prostoru V. Plat́ı tato ekvivalence:

V = U1 ⊕ U2 ⇐⇒
{

(i) V = U1 + U2 ;

(ii) ∀u1 ∈ U1, u2 ∈ U2, 0 = u1 + u2 =⇒ u1 = u2 = 0 .
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D̊ukaz. Dokážeme ekvivalenci jako platnost dvou implikaćı.

⇒ Necht’ V = U1 ⊕ U2. Pak (i) V = U1 + U2, což plyne př́ımo z toho, jak jsou součet a
direktńı součet podprostor̊u definovány. Vlastnost (ii) plyne z toho, že máme rozklad

0
︸︷︷︸

∈V

= 0
︸︷︷︸

∈U1

+ 0
︸︷︷︸

∈U2

a ten muśı být jednoznačný z definice direktńıho součtu.

⇐ Nyńı předpokládejme, že plat́ı (i) a (ii). Necht’ v ∈ V. Z (i) plyne, že existuj́ı u1 ∈ U1

a u2 ∈ U2 takové, že můžeme psát
v = u1 + u2 . (1.6)

Máme za úkol dokázat, že tento rozklad je jednoznačný. Jak obvyklé v těchto př́ıpadech,
budeme postupovat sporem. Předpokládejme tedy, že existuj́ı ještě jiné vektory u′

1 ∈ U1 a
u′
2 ∈ U2 takové, že u′

1 6= u1 nebo u′
2 6= u2, přičemž máme alternativńı rozklad

v = u′
1 + u′

2 . (1.7)

Odečteńım (1.6) a (1.7) dostaneme

0
︸︷︷︸

∈V

= u1 − u′
1

︸ ︷︷ ︸

∈U1

+ u2 − u′
2

︸ ︷︷ ︸

∈U2

.

Užit́ım vlastnosti (ii) dostaneme u1 − u′
1 = 0 a u2 − u′

2 = 0, tedy u1 = u′
1 a u2 = u′

2, což je
spor s předpokladem výše, že u′

1 6= u1 nebo u′
2 6= u2.

Na závěr si představ́ıme ještě jedno velice užitečné kritérium.

Věta 1.26. Necht’ U1 a U2 jsou podprostory vektorového prostoru V. Plat́ı tato ekvivalence:

V = U1 ⊕ U2 ⇐⇒
{

(i) V = U1 + U2 ;

(ii) U1 ∩ U2 = {0} .

D̊ukaz. Opět dokážeme ekvivalenci jako platnost dvou implikaćı.

⇒ Jako v d̊ukazu Věty 1.25 je zřejmé, že direktńı součet implikuje součet, tedy (i). Zároveň,
pokud u ∈ U1 ∩ U2, pak

0
︸︷︷︸

∈V

= u
︸︷︷︸

∈U1

+ (−u)
︸ ︷︷ ︸

∈U2

.

Dı́ky jednoznačnému rozkladu nulového vektoru muśı platit u = 0. Z libovolnosti vektoru u
dostáváme vlastnost (ii).

⇐ Nyńı předpokládejme, že plat́ı (i) a (ii). Užit́ım Věty 1.25 stač́ı ukázat, že nulový vektor
má jednoznačný rozklad. Pǐsme tedy

0
︸︷︷︸

∈V

= u1
︸︷︷︸

∈U1

+ u2
︸︷︷︸

∈U2

. (1.8)

Z této rovnice plyne, že u1 = −u2 ∈ U2. Tedy u1 ∈ U1∩U2. Z vlastnosti (ii) však dostáváme
u1 = 0. Z tohoto výsledku a rovnice (1.8) pak dostáváme rovněž u2 = 0.
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Už jsme se zmı́nili, že součet podprostor̊u je operace analogická sjednoceńı množin. Obdobně
(viz předchoźı Větu 1.26) direktńı součet podprostor̊u je operace analogická disjunktńımu
sjednoceńı množin. Schematicky:

direktńı součet podprostor̊u ←→ disjunktńı sjednoceńı množin.

Žádné dva podprostory vektorového prostoru nemohou být úplně disjunktńı, poněvadž oba
muśı obsahovat nulový vektor. Tedy čistá disjunktnost je v př́ıpadě podprostor̊u zaměněna
za požadavek, aby jejich pr̊unik byl nulový prostor.
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1.7 Cvičeńı

1. Ukažte, že plat́ı

∀v ∈ V, −(−v) = v .

2. Ukažte, že plat́ı

∀α ∈ K, v ∈ V, αv = 0 =⇒ (α = 0 ∨ v = 0) .

3. Odvod’te, jak vypadá nulový a opačný vektor na souřadnicovém prostoru Kn a na
prostoru polynomů Pm, t.j. dokažte (1.1) a (1.2) a (1.3).

4. Pro jaké hodnoty α, β ∈ R je množina

{
( x1

x2
) ∈ R

2 : x2 = αx1 + β
}

podprostorem v R2? Interpretujte geometricky.

[Tehdy a jen tehdy, pokud β = 0. Hint: Použijte Větu 1.12.]

5. Pro jaké hodnoty α ∈ K je množina

{(
x1

x2

x3

x4

)

∈ K
4 : x3 = 5x4 + α

}

podprostorem v K4?

[Tehdy a jen tehdy, pokud α = 0.]

6. Ukažte, že množina

{p ∈ P : p(3) = 0}

je podprostorem v P.

7. Které z následuj́ıćıch množin (ne)jsou vektorové prostory nad R, a proč (ne)?

(a) {( x1

x2
) ∈ R2 : x1 + 2x2 = 3};

(b) {( x1

x2
) ∈ R2 : −3x1 + 2x2 = 0};

(c) {( x1

x2
) ∈ R2 : 4x1x2 = 0};

(d) {( x1

x2
) ∈ R2 : 2|x1|+ 3|x2| = 0}.

(e) {( x1

x2
) ∈ R2 : |x1|2 + |x2|2 ≤ 0}.

(f) {( x1

x2
) ∈ R

2 : |x1|2 + |x2|2 ≤ 4}.

(g) {( x1

x2
) ∈ R2 : |x1|2 + |x2|2 ≥ 0}.

(h) {( x1

x2
) ∈ R2 : |x1| ≤ 4}.

(i) {( x1

x2
) ∈ R2 : x1 ∈ Z}.

Interpretujte geometricky.

[(b), (e), (g) jsou podprostory; ostatńı nejsou.]
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8. Necht’ m ∈ N∗. Je množina (sjednoceńı nulového polynomu a všech polynomů stupně
právě m)

{0} ∪ {p : K→ K : p(x) = α0 + α1x+ · · ·+ αmx
m, α1, . . . , αm ∈ K, αm 6= 0}

podprostorem v Pm?

[Ne. (Neńı uzavřená v̊uči součtu.)]

9. Které z následuj́ıćıch podmnožin prostoru K3 jsou podprostory prostoru K3?

(a)
{(

x1

x2

x3

)

∈ K
3 : x1 + 2x2 + 3x3 = 0

}

;

(b)
{(

x1

x2

x3

)

∈ K
3 : x1 + 2x2 + 3x3 = 4

}

;

(c)
{(

x1

x2

x3

)

∈ K
3 : x1x2x3 = 0

}

;

(d)
{(

x1

x2

x3

)

∈ K
3 : x1 = 5x3

}

.

Interpretujte geometricky pro K = R.

[(a), (d) jsou podprostory; (b), (c) nejsou.]

10. Je R2 podprostorem C?

[Ne. (Neńı to ani podmnožina.)]

11. Plat́ı následuj́ıćı tvrzeńı?

(a)
{
( x1

x2
) ∈ R

2 : x2 = 0
}
⊂⊂ R

2;

(b) {z ∈ C : z ∈ R} ⊂⊂ C.

Interpretujte geometricky.

[(a) plat́ı; (b) neplat́ı. Obrázky však vypadaj́ı stejně.]

12. Která z následuj́ıćıch tvrzeńı jsou pravdivá?

(a)
{(

a
b
c

)

∈ R
3 : a3 = b3

}

⊂⊂ R
3;

(b)
{(

a
b
c

)

∈ C
3 : a3 = b3

}

⊂⊂ C
3.

Jaká je geometrická interpretace množiny v (a)?

[(a) plat́ı (a3 = b3 ⇒ a = b pro reálná č́ısla); (b) neplat́ı (máme např́ıklad (ei2π/3)3 =
13), čehož lze využ́ıt pro neplatnost uzavřenosti v̊uči součtu.]

13. Dejte př́ıklad neprázdné množiny U ⊂ R2, jež je uzavřená vzhledem ke sč́ıtáńı (t.j.
∀u, v ∈ U, u + v ∈ U) a vzat́ı opačného vektoru (t.j. ∀u ∈ U,−u ∈ U), avšak U neńı
podprostorem v R2.

[Např́ıklad U := Z2 nebo U := {( x1

0 ) : x1 ∈ {−1, 0, 1}}.]
14. Dejte př́ıklad neprázdné množiny U ⊂ R

2, jež je uzavřená vzhledem k násobeńı č́ısly,
avšak U neńı podprostorem v R2.

[Např́ıklad U := R× {0} nebo U := {( x1

x2
) : x1x2 ≥ 0.]
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15. Ukažte, že pr̊unik podprostor̊u ve V je podprostor ve V, tedy:

U1, . . . ,Un ⊂⊂ V =⇒
n⋂

j=1

Uk ⊂⊂ V .

16. Ukažte, že sjednoceńı dvou podprostor̊u ve V je podprostor ve V tehdy a jen tehdy,
pokud jeden z podprostor̊u je podmnožinou toho druhého. Jinými slovy, mějme pod-
prostory U1,U2 ⊂⊂ V, potom plat́ı ekvivalence

U1 ∪ U2 ⊂⊂ V ⇐⇒ (U1 ⊂ U2 ∨ U2 ⊂ U1) .

17. Necht’ U ⊂⊂ V. Co je U+ U?

[U + U = U.]

18. Je operace sč́ıtáńı podprostor̊u komutativńı? Je asociativńı? Jinými slovy, plat́ı násle-
duj́ıćı tvrzeńı?

∀U1,U2,U3 ⊂⊂ V,
(a) U1 + U2 = U2 + U1 ;

(b) (U1 + U2) + U3 = U1 + (U2 + U3) .

[Plat́ı.]

19. Má operace sč́ıtáńı podprostor̊u nulový prvek? Tedy plat́ı

∃N ⊂⊂ V, ∀U ⊂⊂ V, N + U = U ?

[Ano, a to nulový podprostor N := {0}.]
20. Které podprostory obsahuj́ı opačné prvky v̊uči sč́ıtáńı? Tedy pro které podprostory U

plat́ı
∃ − U ⊂⊂ V, U+ (−U) = N ?

[Pouze nulové podprostory U = N = {0}. Hint: Nezbytně −U = U a použijte
Cvičeńı 17.]

21. Dokažte, nebo dejte protipř́ıklad:

∀U1,U2,W ⊂⊂ V, U1 +W = U2 +W =⇒ U1 = U2 .

[Protipř́ıklad:

U1 :=
{
( x
0 ) ∈ R

2 : x ∈ R
}
, U2 :=

{
( x
x ) ∈ R

2 : x ∈ R
}
, W :=

{(
0
y

)
∈ R

2 : y ∈ R
}
,

což dává U1 +W = U2 +W = R2.]

22. Uvažujme podprostor

U := {p ∈ P : p(x) := αx2 + βx5, α, β ∈ K} ⊂⊂ P .

Najděte podprostor W v P takový, že máme rozklad

P = U⊕W .

[W := P \ U.]
23. Dokažte, nebo dejte protipř́ıklad:

∀U1,U2,W ⊂⊂ V, U1 ⊕W = U2 ⊕W =⇒ U1 = U2 .

[Tvrzeńı plat́ı. Hint: Využijte Věty 1.26.]
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2 Vektory

Nyńı, co jsme popsali prostory, kterými se budeme zabývat, se zaměř́ıme na jejich prvky
a vztahy mezi nimi. Budeme implicitně předpokládat, že č́ıslo m znač́ıćı počet vektor̊u je
striktně kladné celé č́ıslo, tedy:

m ∈ N∗.

2.1 Soubor versus množina

Necht’ v1, . . . , vm ∈ V. Ze všeho nejdř́ıve si muśıme uvědomit d̊uležitý rozd́ıl mezi množinou
vektor̊u {v1, . . . , vm} ⊂ V a souborem (uspořádanou m-tićı) vektor̊u (v1, . . . , vm) ∈ Vm.
Kromě formálńıho pozorováńı, že se jedná o r̊uzné objekty, rozd́ıl spoč́ıvá ve dvou věcech.
V souboru je pořad́ı vektor̊u d̊uležité a vektory se mohou opakovat. Naopak pro množiny
je pořad́ı prvk̊u a jejich opakováńı irelevantńı. Obecně tedy mějme na paměti schematickou
nerovnost

{v1, . . . , vm} 6= (v1, . . . , vm) .

Množinu {v1, . . . , vm} jste zvykĺı nazývat množinou o m prvćıch. Množině, jež neobsahuje
žádný prvek, se ř́ıká prázdná množina a znač́ı se {} nebo∅. Obdobně je zvykem uspořádanou
m-tici vektor̊u (v1, . . . , vm) nazývat souborem vektor̊u délky m. Rovněž bude užitečné si
označit soubor délky nula symbolem () a nazývat ho intuitivně prázdným souborem.

2.2 Lineárńı obal

Ze všeho nejdř́ıve dejme jméno vektoru utvořenému ze souboru daných vektor̊u.

Definice 2.1. Lineárńı kombinace souboru vektor̊u (v1, . . . , vm) ∈ Vm je vektor tvaru

α1v1 + · · ·+ αmvm ,

kde α1, . . . , αm ∈ K.

Č́ısla α1, . . . , αm vystupuj́ıćı v Definici 2.1 nazýváme koeficienty lineárńı kombinace. Jsou-
li všechna tato č́ısla rovna nule (tedy α1 = · · · = αm = 0), pak tuto lineárńı kombinaci
nazýváme triviálńı. V opačném př́ıpadě (t.j. když existuje i ∈ {1, . . . , m} takové, že αi 6= 0)
budeme ř́ıkat, že lineárńı kombinace je netriviálńı. Triviálńı lineárńı kombinace libovolných
vektor̊u je zřejmě rovna nulovému vektoru.

Jak už bývá v matematice zvykem, přǐrad́ıme název i množině všech lineárńıch kombinaćı
daných vektor̊u.

Definice 2.2. Lineárńı obal souboru vektor̊u (v1, . . . , vm) ∈ V
m je množina

span(v1, . . . , vm) := {α1v1 + · · ·+ αmvm : α1, . . . , αm ∈ K} .

Pro konzistenci rovněž definujeme, že obal prázdného souboru vektor̊u je nulový prostor,
tedy span() := {0}.
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Vektory v1, . . . , vm vystupuj́ıćı v Definici 2.2 nazýváme generátory lineárńıho obalu. Řı́káme,
že množina span(v1, . . . , vm) je generována vektory v1, . . . , vm či že ji tyto vektory generuj́ı.

Mı́sto span(v1, . . . , vm) je někdy zvykem psát span{v1, . . . , vm}, což je konzistentńı, protože
lineárńı obal se nezměńı, vynecháme-li jakýkoli vektor ze souboru (v1, . . . , vm), jenž se
opakuje, a rovněž pořad́ı je pro definici lineárńıho obalu irelevantńı.

Student si snadno dokáže, že lineárńı obal je podprostor:

Věta 2.3. ∀v1, . . . , vm ∈ V, span(v1, . . . , vm) ⊂⊂ V.

Lze snadno nahlédnout, že lineárńı obal span(v1, . . . , vm) je ve skutečnosti nejmenš́ı ze všech
podprostor̊u ve V obsahuj́ıćıch vektory v1, . . . , vm, a to v tomto smyslu:

∀U ⊂⊂ V, {v1, . . . , vm} ⊂ U =⇒ span(v1, . . . , vm) ⊂ U .

2.3 Prostory konečné a nekonečné dimenze

Definice 2.4. Vektorový prostor V je konečně dimenzionálńı, pokud je generován konečným
počtem svých prvk̊u, tedy

∃v1, . . . , vm ∈ V, span(v1, . . . , vm) = V .

V opačném př́ıpadě řekneme, že V je nekonečně dimenzionálńı.

Př́ıklad 2.5. Nulový prostor {0} je konečně dimenzionálńı. Plat́ı span(0) = {0}. ♦

Př́ıklad 2.6. Prostor Km je konečně dimenzionálńı, poněvadž např́ıklad vektory

e1 :=








1
0
...
0







, e2 :=








0
1
...
0







, . . . , em :=








0
0
...
1







,

ho generuj́ı. ♦

Př́ıklad 2.7. Prostor polynomů Pm stupně nejvýše m je konečně dimenzionálńı, poněvadž monomy

p0(x) := 1, p1(x) := x, p2(x) := x2, . . . , pm(x) := xm,

ho generuj́ı. ♦

Př́ıklad 2.8. Prostor všech polynomů P je nekonečně dimenzionálńı. ♦
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Př́ıklad 2.9. Lebesgue̊uv prostor L2(R3) je nekonečně dimenzionálńı. ♦

V této přednášce se budeme zabývat výhradně konečně dimenzionálńımi vektorovými pros-
tory. Nekonečně dimenzionálńımi vektorovými prostory se zabývá odvětv́ı matematiky, jež
se nazývá funkcionálńı analýza, nebot’ jejich typickými představiteli jsou prostory funkćı,
viz posledńı dva př́ıklady výše.

2.4 Lineárńı nezávislost

Necht’ v1, . . . , vm ∈ V. Z definice součtu množin (Definice 1.17) a definice lineárńıho obalu
vektor̊u (Definice 2.2) okamžitě dostáváme rovnost

span(v1, . . . , vm) = span(v1) + · · ·+ span(vm) , (2.1)

tedy lineárńı obal vektor̊u v1, . . . , vm je součet lineárńıch obal̊u jednotlivých vektor̊u. Pokud
v ∈ span(v1, . . . , vm), pak podle Definice 2.2 existuj́ı č́ısla α1, . . . , αm ∈ K taková, že

v = α1v1 + · · ·+ αmvm . (2.2)

Položme si otázku, zda volba č́ısel je jednoznačná. Jinými slovy, zda se v (2.1) jedná o
direktńı součet podprostor̊u generovaných jednotlivými vektory. Podle Věty 1.25 k tomu
dojde tehdy a jen tehdy, pokud plat́ı implikace

α1v1
︸︷︷︸

∈span{v1}

+ · · ·+ αmvm
︸ ︷︷ ︸

∈span{vm}

= 0 =⇒ α1v1 = · · · = αmvm = 0 .

Pokud bychom nav́ıc předpokládali, že všechny vektory v1, . . . , vm jsou nenulové, pak z posledńı
rovnosti dostáváme, že všechny koeficienty α jsou nulové, tedy

α1v1 = · · · = αmvm = 0 =⇒ α1 = · · · = αm = 0 .

Tato situace je tak d̊uležitá, že j́ı dáme jméno.

Definice 2.10. Řekneme, že vektory v1, . . . , vm ∈ V jsou lineárně nezávislé, pokud plat́ı

∀α1, . . . , αm ∈ K, α1v1 + · · ·+ αmvm = 0 =⇒ α1 = · · · = αm = 0 .

V opačném př́ıpadě řekneme, že vektory v1, . . . , vm jsou lineárně závislé.

Obdobně je zvykem definovat lineárńı nezávislost/závislost souboru vektor̊u. Pro konzistenci
ńıže definujme, že prázdný soubor vektor̊u je lineárně nezávislý.

Negaćı implikace v Definici 2.10 se snadno přesvědč́ıme, že vektory v1, . . . , vm jsou lineárně
závislé tehdy a jen tehdy, když

∃α1, . . . , αm ∈ K, |α1|+ · · ·+ |αm| 6= 0, α1v1 + · · ·+ αmvm = 0 .

Nerovnost́ı |α1|+ · · ·+ |αm| 6= 0 vyjadřujeme podmı́nku, aby alespoň jedno z č́ısel α1, . . . , αm

bylo nenulové.
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Př́ıklad 2.11. Vektory e1, . . . , em z Př́ıkladu 2.6 jsou lineárně nezávislé v Km. ♦

Př́ıklad 2.12. Monomy p0, . . . , pm z Př́ıkladu 2.7 jsou lineárně nezávislé v Pm. ♦

Př́ıklad 2.13. Libovolná dvě č́ısla (či v́ıce) z vektorového prostoru K jsou lineárně závislá. ♦

Př́ıklad 2.14. Polynomy

q1(x) := 1− x , q2(x) := x(1 − x) , q3(x) := 1− x2 ,

jsou lineárně závislé v Pm s m ∈ [2,∞], nebot’ q1 + q2 − q3 = 0. ♦

Student necht’ si dokáže tři následuj́ıćı, elementárńı tvrzeńı. Prvńı tvrzeńı interpretuje
Definici 2.10 v př́ıpadě pouze jednoho vektoru.

Tvrzeńı 2.15. Plat́ı tato ekvivalence:

∀v ∈ V, v je lineárně závislý ⇐⇒ v = 0 .

Druhé tvrzeńı nám ř́ıká, vektory jsou vždy lineárně závislé, pokud alespoň jeden z nich se
rovná nule. (Opačná implikace samozřejmé neplat́ı.)

Tvrzeńı 2.16. Necht’ v1, . . . , vm ∈ V. Plat́ı tato implikace:

∃j ∈ {1, . . . , m}, vj = 0 =⇒ v1, . . . , vm jsou lineárně závislé .

Třet́ı tvrzeńı ukazuje, co se děje při přidáváńı či odebráváńı vektor̊u, ale vždy jen pro lineárńı
závislost v prvńım př́ıpadě a lineárńı nezávislost v druhém př́ıpadě.

Tvrzeńı 2.17. Necht’ v1, . . . , vm+1 ∈ V. Plat́ı tyto implikace:

(i) (v1, . . . , vm) je lineárně závislý =⇒ (v1, . . . , vm+1) je lineárně závislý.

(ii) (v1, . . . , vm) je lineárně nezávislý =⇒ (v1, . . . , vm−1) je lineárně nezávislý.

Druhá implikace je konzistentńı i s krajńım př́ıpadem m = 2, poněvadž jsme prázdný soubor
vektor̊u definovali jako lineárně nezávislý.

Následuj́ıćı věta je fundamentálńım výsledkem v teorii lineárńı závislosti vektor̊u.
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Věta 2.18. Necht’ v1, . . . , vm ∈ V jsou nenulové. Plat́ı tato ekvivalence:

v1, . . . , vm jsou lineárně závislé ⇐⇒ ∃j ∈ {2, . . . , m}, vj ∈ span(v1, . . . , vj−1) .

D̊ukaz. Jako obvykle, dokážeme ekvivalenci jako platnost dvou implikaćı.

⇒ Předpokládejme, že v1, . . . , vm jsou lineárně závislé a nenulové. Necht’ j ∈ {2, . . . , m}
je prvńı index, pro který vektory v1, . . . , vj jsou lineárně závislé (v nejhorš́ım j = m). Pak
existuj́ı č́ısla α1, . . . , αj ∈ K, ne všechny rovny nule, takové, že

α1v1 + · · ·+ αjvj = 0 . (2.3)

At’ už jsou č́ısla α1, . . . , αj jakákoli, nemůžeme mı́t αj = 0, poněvadž jinak bychom měli
lineárńı závislost pro vektory v1, . . . , vj−1, což je ve sporu s t́ım, jak jsme index j definovali
(připomeňme rovněž, že vj je nenulový). Rovnici (2.3) tedy můžeme přepsat takto

vj =
−α1

αj

v1 + · · ·+
−αj−1

αj

vj−1

což je tvrzeńı, které jsme chtěli dokázat.

⇐ Z předpokladu plyne, že existuj́ı č́ısla α1, . . . , αj−1 ∈ K taková, že

vj = α1v1 + · · ·+ αj−1vj−1 .

Tedy

α1v1 + · · ·+ αj−1vj−1 − vj = 0 ,

z čehož plyne, že vektory v1, . . . , vj jsou lineárně závislé. Přidáńım vektor̊u vj+1, . . . , vm
lineárńı závislost nezměńıme, jak v́ıme z Tvrzeńı 2.17(i).

2.5 Steinitzova věta

V předchoźıch dvou kapitolkách jsme se připravili na d̊ukaz jedné ze základńıch vět lineárńı
algebry, tzv. Steinitzovy věty.

Věta 2.19 (Steinitzova). Necht’ v1, . . . , vn ∈ V a u1, . . . , um ∈ V, n,m ∈ N∗. Potom plat́ı
tato implikace:

(i) u1, . . . , um jsou lineárně nezávislé;

(ii) ∀j ∈ {1, . . . , m}, uj ∈ span(v1, . . . , vn).

}

=⇒ m ≤ n.

Steinitzova věta se dá formulovat i takto: V množině všech lineárńıch kombinaćı daných n
vektor̊u existuje nejvýše n lineárně nezávislých vektor̊u (t.j. každých k vektor̊u, k > n, je
lineárně závislých).
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D̊ukaz. Důkaz provedeme indukćı podle n.

n = 1 Necht’ n = 1 a necht’ u1, u2 jsou dva (m = 2 > 1 = n) vektory takové, že u1 = α1v1
a u2 = α2v1, kde α1, α2 ∈ K. Dokážeme, že pak u1, u2 jsou lineárně závislé, což je ve sporu
s předpokladem. Je-li α1 = 0, pak u1 = 0, což implikuje, že u1, u2 jsou lineárně závislé (viz
Tvrzeńı 2.16). Je-li α1 6= 0, pak v1 = α−1

1 u1, a tedy u2 = α2α
−1
1 u1, což znamená, že u1, u2

jsou opět lineárně závislé.

n ≥ 1 Učiňme indukčńı předpoklad, že tvrzeńı věty plat́ı pro n ≥ 1.

n+ 1 Dokažme, že tvrzeńı věty pak plat́ı pro n+1. Necht’ u1, . . . , um jsou lineárně nezávislé
a

∀j ∈ {1, . . . , m}, uj =

n+1∑

k=1

αjkvk , (2.4)

kde αjk ∈ K, j = 1, . . . , m, k = 1, . . . , n + 1. Potom um 6= 0, a tedy alespoň jedno z č́ısel
αm1, . . . , αmn+1 je r̊uzné od nuly (protože jinak by um = 0 d́ıky (2.4) s j = m). Bez újmy na
obecnosti předpokládejme, že je to např́ıklad č́ıslo αmn+1. Definujme

ũj := uj −
αjn+1

αmn+1
um , j = 1, . . . , m− 1 . (2.5)

Potom, užit́ım (2.4),

ũj =
n∑

k=1

αjkvk + αjn+1vn+1 −
n∑

k=1

αjn+1

αmn+1

αmkvk −
αjn+1

αmn+1

αmn+1vn+1

=

n∑

k=1

(

αjk −
αjn+1

αmn+1
αmk

)

vk ,

kde druhá rovnost plyne povšimnut́ım si, že druhý a posledńı člen na pravé straně prvńıho
řádku se navzájem vyruš́ı. Tedy m − 1 vektor̊u ũ1, . . . , ũm−1 se dá vyjádřit jako lineárńı
kombinace n vektor̊u v1, . . . , vn.

Dokažme, že ũ1, . . . , ũm−1 jsou lineárně nezávislé. Kdyby existovala č́ısla β1, . . . , βm−1 ∈ K

taková, že ne všechna jsou rovna nule a zároveň

m−1∑

j=1

βj ũj = 0 ,

dostali bychom, užit́ım (2.5),

m−1∑

j=1

βjuj −
(

m−1∑

j=1

βj
αjn+1

αmn+1

)

um = 0 ,

což by znamenalo, že u1, . . . , um jsou lineárně závislé, což je spor. Tedy jsme právě dokázali,
že ũ1, . . . , ũm−1 jsou skutečně lineárně nezávislé.

Podle indukčńıho předpokladu (aplikovaného na m − 1 vektor̊u ũ1, . . . , ũm−1 a n vektor̊u
v1, . . . , vn) tedy máme m− 1 ≤ n. Posledńı nerovnost lze přepsat jako m ≤ n + 1, což bylo
naš́ım ćılem ukázat.

Použijme Steinitzovu větu pro d̊ukaz (na prvńı pohled velice intuitivńıho) tvrzeńı, že každý
podprostor konečně dimenzionálńıho vektorového prostoru je konečně dimenzionálńı.
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Tvrzeńı 2.20. Plat́ı tato implikace:

∀U ⊂⊂ V, V je konečně dimenzionálńı =⇒ U je konečně dimenzionálńı.

D̊ukaz. Necht’ V je konečně dimenzionálńı vektorový prostor, což znamená, že existuj́ı vek-
tory v1, . . . , vn ∈ V takové, že span(v1, . . . , vn) = V. Necht’ U ⊂⊂ V je podprostor, což
speciálně znamená, že každý vektor v U je zároveň vektorem ve V. Potřebujeme ukázat, že
U je konečně dimenzionálńı. Použijeme následuj́ıćı v́ıcekrokový algoritmus.

Krok 1

• Pokud U = {0}, pak U je zřejmě konečně dimenzionálńı a d̊ukaz je u konce.

• Pokud U 6= {0}, pak zvoĺıme nenulový vektor u1 ∈ U.

Krok j ≥ 2

• Pokud U = span(u1, . . . , uj−1), pak U je konečně dimenzionálńı a d̊ukaz je u konce.

• Pokud U 6= span(u1, . . . , uj−1), pak zvoĺıme vektor uj ∈ U takový, že

uj 6∈ span(u1, . . . , uj−1) .

Všimněte si, že takovýto vektor je nezbytně nenulový.

V každém kroku, dokud se algoritmus nezastav́ı, jsme zkonstruovali soubor nenulových vek-
tor̊u takových, že žádný vektor v tomto souboru nelež́ı v lineárńım obalu předchoźıch vek-
tor̊u. Z Věty 2.18 plyne, že u1, . . . , uj jsou lineárně nezávislé. Z Věty 2.19 pak plyne, že
počet vektor̊u v takovémto souboru nemůže být větš́ı než počet vektor̊u generuj́ıćıch pros-
tor V, tedy j ≤ n. Z toho plyne, že algoritmus se muśı nakonec zastavit, tud́ıž U je konečně
dimenzionálńı.

2.6 Báze

V daľśım výkladu se pro jednoduchost omeźıme na konečně dimenzionálńı vektorové pros-
tory, tedy:

V = konečně dimenzionálńı vektorový prostor nad K.

Mějme m vektor̊u v1, . . . , vm, jež generuj́ı vektorový prostor V, tedy span(v1, . . . , vm) = V.
Student se snadno přesvědč́ı o tom, že lineárńı obal se nezměńı, pokud z něho vyhod́ıme
vektor, jenž je kombinaćı ostatńıch vektor̊u. Mezi generátory daného prostoru můžeme tedy
hledat “minimálńı” generátory, tedy takové, že vynecháme-li mezi nimi jediný prvek, zbylé
vektory už nebudou generátory. Tato úvaha nás přirozeně přivád́ı k d̊uležitému pojmu báze.

Definice 2.21. Soubor vektor̊u (v1, . . . , vm) ∈ Vm nazveme báźı prostoru V, jestliže

(i) v1, . . . , vm jsou lineárně nezávislé;

(ii) span(v1, . . . , vm) = V.
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Př́ıležitostně budeme rovněž ř́ıkat, že vektory v1, . . . , vm tvoř́ı bázi prostoru V.

Př́ıklad 2.22. Vektory e1, . . . , em z Př́ıkladu 2.6 tvoř́ı bázi v Km, které ř́ıkáme kanonická (či standardńı)
báze. ♦

Př́ıklad 2.23. Monomy p0, . . . , pm z Př́ıkladu (2.7) tvoř́ı bázi v Pm. ♦

Př́ıklad 2.24. 0 neńı báze nulového prostoru {0}, nebot’ 0 je lineárně závislý vektor (viz Tvrzeńı 2.15).
Někdy je však zvykem uvažovat prázdný soubor () coby bázi {0}. ♦

Z bodu (ii) Definice 2.21 plyne

∀v ∈ V, ∃α1, . . . , αm ∈ K, v = α1v1 + · · ·+ αmvm .

Důležitost báze spoč́ıvá v tom, že tento rozklad je jednoznačný.

Tvrzeńı 2.25. Necht’ (v1, . . . , vm) ∈ V. Plat́ı tato ekvivalence:

(v1, . . . , vm) je báze ve V ⇐⇒ ∀v ∈ V, ∃!α1, . . . , αm ∈ K, v = α1v1+· · ·+αmvm

Č́ısla α1, . . . , αm se nazývaj́ı souřadnicemi vektoru v v bázi v1, . . . , vm.

D̊ukaz. Jako obvykle dokážeme ekvivalenci jakou platnost dvou implikaćı.

⇒ Necht’ v1, . . . , vm tvoř́ı bázi ve V a necht’ v ∈ V je libovolný vektor. Z bodu (ii)
Definice 2.21 dostáváme existenci č́ısel α1, . . . , αm ∈ K takových, že

v = α1v1 + · · ·+ αmvm .

Abychom dokázali, že tento rozklad je jednoznačný, předpokládejme, že existuj́ı ještě jiná
č́ısla α′

1, . . . , α
′
m ∈ K taková, že

v = α′
1v1 + · · ·+ α′

mvm .

Odečteńım těchto dvou rovnic dostaneme

0 = (α1 − α′
1)v1 + · · ·+ (αm − α′

m)vm .

Z této rovnosti a lineárńı nezávislosti vektor̊u v1, . . . , vm (bod (i) Definice 2.21) však dostá-
váme α1 − α′

1 = · · · = αm − α′
m = 0.

⇐ Nyńı předpokládejme, že libovolný vektor v ∈ V lze jednoznačně napsat jako lineárńı
kombinaci vektor̊u v1, . . . , vm. Je zřejmé, že z toho plyne, že v ∈ span(v1, . . . , vm). Z libo-
volnosti v dostáváme platnost bodu (ii) Definice 2.21. Abychom ukázali, že v1, . . . , vm jsou
lineárně nezávislé, předpokládejme

α1v1 + · · ·+ αmvm = 0 ,

kde α1, . . . , αm ∈ K. Avšak z jednoznačnosti rozkladu aplikovaného na nulový vektor (v = 0)
dostáváme α1 = · · · = αm = 0. Tedy v1, . . . , vm jsou lineárně nezávislé a dostáváme bod (i)
Definice 2.21.
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Vektory generuj́ıćı prostor V nemuśı tvořit bázi, poněvadž nejsou lineárně nezávislé. Následu-
j́ıćı tvrzeńı nám ř́ıká, že vyjmut́ım některých z těchto vektor̊u doćıĺıme lineárńı nezávislosti
zat́ımco zbývaj́ıćı budou stále generátory prostoru V. Důkaz nám dokonce poskytuje kon-
strukčńı algoritmus, jak postupovat.

Tvrzeńı 2.26 (Zúžeńı vektor̊u na bázi). Necht’ v1, . . . , vm ∈ V splňuj́ı span(v1, . . . , vm) = V.
Potom existuj́ı indexy 1 ≤ k1 < k2 < · · · < kp ≤ m takové, že vybrané vektory vk1 , . . . , vkp
tvoř́ı bázi ve V.

D̊ukaz. K d̊ukazu použijeme následuj́ıćı v́ıcekrokový algoritmus. Začneme s volbou souboru
vektor̊u B := (v1, . . . , vm).

Krok 1

• Pokud v1 = 0, vyjmeme v1 z B.

• Pokud v1 6= 0, ponecháme soubor B netknutý.

Krok j ≥ 2

• Pokud vj ∈ span(v1, . . . , vj−1), vyjmeme vj z B.

• Pokud vj 6∈ span(v1, . . . , vj−1), ponecháme soubor B netknutý.

Zastavme algoritmus po m-tém kroku, č́ımž źıskáme (potenciálně změněný) soubor B, jehož
prvky si můžeme označit (vk1 , . . . , vkp). Stále plat́ı span(vk1 , . . . , vkp) = V, jelikož jsme vyj-
muli pouze prvky, jež už byly v lineárńım obalu předešlých prvk̊u. Algoritmus zaručuje,
že žádný z vektor̊u vk1 , . . . , vkp nelež́ı v lineárńım obalu těch předešlých. Tedy vektory
vk1 , . . . , vkp jsou lineárně nezávislé d́ıky Větě 2.18.

Důsledkem tohoto tvrzeńı je následuj́ıćı, d̊uležitá věta. Připomı́náme, že jsme se omezili na
konečně dimenzionálńı vektorové prostory, nicméně tvrzeńı (se zobecněnou definićı báze a
modifikovaným d̊ukazem) plat́ı v plné obecnosti.

Věta 2.27. V každém vektorovém prostoru existuje báze.

D̊ukaz. Podle definice konečně dimenzionálńıho prostoru, ve vektorovém prostoru V existuj́ı
vektory v1, . . . , vm, jež ho generuj́ı, tedy span(v1, . . . , vm) = V. Tvrzeńı 2.26 nám ř́ıká, že
z těchto vektor̊u lze vybrat bázi.

Všimněte si, že pojmy jsme dodefinovali tak šikovně, že nulový prostor {0} neńı pro-
tipř́ıkladem předchoźı věty. Skutečně, prázdný soubor () je báze nulového prostoru {0},
protože výše jsme definovali, že prázdný soubor je lineárně nezávislý a jeho obal je právě
nulový prostor.

Daľśı výsledek je v jistém smyslu duálńı k Tvrzeńı 2.26.
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Tvrzeńı 2.28 (Rozš́ı̌reńı vektor̊u na bázi). Necht’ v1, . . . , vm ∈ V jsou lineárně nezávislé.
Pokud v1, . . . , vm netvoř́ı bázi ve V, potom existuj́ı vektory vm+1, . . . , vm+p ∈ V takové, že
rozš́ıřené vektory v1, . . . , vm, vm+1, . . . , vm+p tvoř́ı bázi ve V.

D̊ukaz. K d̊ukazu opět použijeme v́ıcekrokový algoritmus. Necht’ w1, . . . , wn ∈ V jsou libo-
volné vektory splňuj́ıćı span(w1, . . . , wn) = V.

Krok 1

• Pokud w1 ∈ span(v1, . . . , vm), definujeme B := (v1, . . . , vm).

• Pokud w1 6∈ span(v1, . . . , vm), definujeme B := (v1, . . . , vm, w1).

Krok j ≥ 2

• Pokud wj ∈ spanB, ponecháme definici B beze změny.

• Pokud wj 6∈ spanB, rozš́ı̌ŕıme množinu B dodáńım prvku wj (tedy “B := (B,wj)”).

Po každém kroku je množina B tvořena lineárně nezávislými vektory, a to d́ıky Větě 2.18.
Po kroku n jsme si jisti, že všechny vektory w1, . . . , wn lež́ı v spanB. Tedy pro množinu
vektor̊u B, kterou źıskáme po kroku n, plat́ı spanB = V a jej́ı prvky tud́ıž tvoř́ı bázi
ve V.

Všimněte si, že Tvrzeńı 2.28 lze použ́ıt k alternativńımu d̊ukazu Věty 2.27, začneme-li roz-
šǐrovat prázdný soubor () (jež je podle definice lineárně nezávislý).

2.7 Dimenze

Mluv́ıme o konečně dimenzionálńıch prostorech, aniž bychom zat́ım pojem dimenze defino-
vali. Jak tento pojem zavést? Jsme sváděni k tomu, že dimenze prostoru bude dána počtem
prvk̊u báze (viz m prvk̊u kanonické báze e1, . . . , em prostoru Km). Avšak ve vektorovém
prostoru může existovat v́ıce báźı a zat́ım nám nic nezaručuje, že všechny obsahuj́ı stejný
počet prvk̊u, takže takovýto pojem dimenze by nemusel být dobře definovaný. Následuj́ıćı
věta tento problém naštěst́ı řeš́ı.

Věta 2.29. Libovolné dvě báze vektorového prostoru maj́ı stejný počet prvk̊u.

D̊ukaz. Právě kv̊uli této větě jsme si dokázali Steinitzovu větu (Věta 2.19). Necht’ (v1, . . . , vm)
a (w1, . . . , wn) jsou dvě báze prostoru V. Poněvadž vektory v1, . . . , vm jsou lineárně nezávislé
a span(w1, . . . , wn) = V, máme m ≤ n. Naopak, poněvadž vektory w1, . . . , wn jsou lineárně
nezávislé a span(v1, . . . , vm) = V, máme n ≤ m. Tud́ıž m = n.

S předchoźı větou má následuj́ıćı, intuitivńı definice dobrý smysl.

Definice 2.30. Dimenze vektorového prostoru V je počet prvk̊u báze, jenž označujeme
symbolem dimV.
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Všimněte si, že dimenze je celé nezáporné č́ıslo n ∈ N. Pokud dimV = n, budeme ř́ıkat,
že V má dimenzi n nebo že V je n-dimenzionálńı.

Př́ıklad 2.31. Protože báźı nulového prostoru {0} je prázdná množina, máme dim{0} = 0. ♦

Př́ıklad 2.32. dimKm = m.

Speciálně máme dimR
2 = 2 a dimC = 1. Toto je na prvńı pohled matoućı, poněvadž R2 a C coby množiny

je zvykem identifikovat. K osvětleńı tohoto schizmatu pomůže připomenout, že R2 chápeme jako reálný vek-
torový prostor a C chápeme jako komplexńı vektorový prostor. Kdybychom C chápali jako reálný vektorový
prostor (viz Př́ıklad 1.7), měli bychom dimC = 2. Tedy je vždy d̊uležité specifikovat, nad kterým č́ıselným
tělesem pracujeme. ♦

Př́ıklad 2.33. dimPm = m+ 1. ♦

Abychom ověřili, že nějaké vektory tvoř́ı bázi ve vektorovém prostoru V, muśıme podle
Definice 2.21 ověřit dvě věci: vektory jsou lineárně nezávislé a generuj́ı prostor V. Následuj́ıćı
tvrzeńı ř́ıká, že v př́ıpadě, že máme ten správný počet vektor̊u, stač́ı ověřit pouze jednu
z těchto vlastnost́ı. To je užitečné v praktických výpočtech.

Tvrzeńı 2.34. Necht’ V je n-dimenzionálńı vektorový prostor. Plat́ı tyto ekvivalence:

v1, . . . , vn tvoř́ı bázi ve V ⇐⇒ v1, . . . , vn jsou lineárně nezávislé

⇐⇒ span(v1, . . . , vn) = V.

D̊ukaz. Pokud v1, . . . , vn tvoř́ı bázi ve V, jsou lineárně nezávislé a generuj́ı V. Zbývá tedy
dokázat pouze obrácené implikace.

Pokud vektory v1, . . . , vn jsou lineárně nezávislé a netvoř́ı bázi, můžeme je rozš́ı̌rit na bázi
přidáńım p vektor̊u, d́ıky Tvrzeńı 2.28. Avšak každá báze má n prvk̊u, tedy toto rozš́ı̌reńı
muśı být triviálńı (ve smyslu p = 0, tedy nic neńı přidáno), tedy už vektory v1, . . . , vn tvoř́ı
bázi.

Pokud vektory v1, . . . , vn generuj́ı V, potom z nich můžeme vybrat vektory vk1 , . . . , vkp, jež
tvoř́ı bázi ve V, d́ıky Tvrzeńı 2.26. Avšak každá báze má n prvk̊u, tedy toto vybráńı muśı
být triviálńı (ve smyslu kj = j pro všechna j = 1, . . . , n, tedy nic neńı odebráno), tedy už
vektory v1, . . . , vn tvoř́ı bázi.

2.8 Dimenze a podprostory

Každý podprostor konečně dimenzionálńıho vektorového prostoru je konečně dimenzionálńı
(Tvrzeńı 2.20), tud́ıž má dimenzi. Následuj́ıćı výsledek dává očekávanou nerovnost.

Tvrzeńı 2.35. U ⊂⊂ V =⇒ dimU ≤ dimV.
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D̊ukaz. Jakákoli báze prostoru U je dána lineárně nezávislými vektory ve V, a tak je lze
doplnit na bázi ve V d́ıky Tvrzeńı 2.28. Tud́ıž počet vektor̊u báze U je menš́ı nebo rovno
počtu vektor̊u báze V.

Na závěr se budeme zabývat vztahem mezi dimenźı a součtem podprostor̊u.

Věta 2.36. Necht’ U1,U2 ⊂⊂ V. Pak plat́ı tyto identity:

(i) dim(U1 + U2) = dimU1 + dimU2 − dim(U1 ∩ U2) .

(ii) dim(U1 ⊕ U2) = dimU1 + dimU2 .

D̊ukaz. Druhé tvrzeńı je př́ımým d̊usledkem prvńıho a Věty 1.26. Zbývá tedy dokázat prvńı
tvrzeńı.

Necht’ (u1, . . . , um) je báze U1∩U2 (přesvědčte se o tom, že pr̊unik podprostor̊u je podpros-
tor); tedy dim(U1 ∩ U2) = m. Poněvadž (u1, . . . , um) je báze U1 ∩ U2, jedná se o soubor
lineárně nezávislých vektor̊u v U1, a můžeme je tud́ıž rozš́ı̌rit o nějaké vektory v1, . . . , vj
na bázi U1 (Tvrzeńı 2.28). Tedy (u1, . . . , um, v1, . . . , vj) je báze podprostoru U1 a máme
dimU1 = m+j. Stejným zp̊usobem rozš́ı̌ŕıme vektory u1, . . . , um na bázi (u1, . . . , um, w1, . . . , wk)
podprostoru U2; tedy dimU2 = m+ k.

Ukážeme, že (u1, . . . , um, v1, . . . , vj, w1, . . . , wk) je báze součtu U1+U2. Tento výsledek bude
znamenat konec d̊ukazu, poněvadž pak

dim(U1 + U2) = m+ j + k

= (m+ j) + (m+ k)−m

= dimU1 + dimU2 − dim(U1 ∩ U2) .

Je zřejmé, že span(u1, . . . , um, v1, . . . , vj , w1, . . . , wk) ⊃ U1+U1, poněvadž tento lineárńı obal
obsahuje každý z podprostor̊u U1 a U2 zvlášt’. Opačná inkluze rovněž plat́ı, jak se snadno
přesvědč́ıme z definice lineárńıho obalu a součtu podprostor̊u. Zbývá tedy ukázat, že vektory
u1, . . . , um, v1, . . . , vj, w1, . . . , wk jsou lineárně nezávislé.

Za t́ımto účelem, předpokládejme rovnost

α1u1 + · · ·+ αum + β1v1 + · · ·+ βjvj + γ1w1 + · · ·+ γkwk = 0 , (2.6)

kde α1, . . . , αm, β1, . . . , βj, γ1, . . . , γk ∈ K; chceme ukázat, že všechna tato č́ısla jsou pak
rovna nule. Přepǐsme rovnost t́ımto zp̊usobem

γ1w1 + · · ·+ γkwk = −α1u1 − · · · − αum − β1v1 − · · · − βjvj ∈ U1 ,

což ukazuje, že γ1w1+ · · ·+γkwk ∈ U1. Ve skutečnosti γ1w1+ · · ·+γkwk ∈ U1∩U2, poněvadž
všechny vektory w1, . . . , wk lež́ı v U2. Jelikož u1, . . . , um je báze U1 ∩ U2, můžeme psát

γ1w1 + · · ·+ γkwk = δ1u1 + · · ·+ δmum ,

kde δ1, . . . , δm ∈ K. Avšak u1, . . . , um, w1, . . . , wk jsou lineárně nezávislé, tud́ıž všechna
č́ısla γ (a δ) jsou rovna nule. Rovnost (2.6) se tedy zjednoduš́ı na

α1u1 + · · ·+ αum + β1v1 + · · ·+ βjvj = 0 ,
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odkud okamžitě plyne, že všechna č́ısla α a β jsou rovna nule, protože u1, . . . , um, v1, . . . , vj
jsou lineárně nezávislé. Tedy jsem dokázali, že všechna č́ısla α, β a γ jsou rovna nule coby
d̊usledek předpokladu (2.6), což bylo naš́ım ćılem ukázat.

Poznámka 2.37. Tvrzeńı (i) Věty 2.36 lze intuitivně chápat jako vektorovou analogii
množinového tvrzeńı:

|U1 ∪ U2| = |U1|+ |U2| − |U1 ∩ U2| ,
kde |U| znač́ı kardinalitu (t.j. počet prvk̊u) množiny U. Avšak tato analogie (viz (1.5)) má
své limity. Skutečně, uvažujme nyńı (pravdivé) množinové tvrzeńı pro tři množiny:

|U1 ∪ U2 ∪ U3| = |U1|+ |U2|+ |U3| − |U1 ∩ U2| − |U1 ∩ U3| − |U2 ∩ U3|+ |U1 ∩ U2 ∩ U3| .

Pak analogické vektorové tvrzeńı, t.j. po formálńı záměně kardinalita → dimenze, obecně
neplat́ı! (Pro protipř́ıklad viz Cvičeńı 2.9.18.)

Z předchoźı věty vid́ıme, že dimenze a direktńı součet “jsou kamarádi”. Představme užitečné
kritérium pro direktńı součet podprostor̊u.

Tvrzeńı 2.38. Necht’ U1, . . . ,Um ⊂⊂ V. Pak plat́ı tato ekvivalence:

V = U1 ⊕ · · · ⊕ Um ⇐⇒
{

(i) V = U1 + · · ·+ Um ;

(ii) dimV = dimU1 + · · ·+ dimUm .

D̊ukaz. Implikace ⇒ je triviálńı (užit́ım toho, že direktńı součet podprostor̊u je automat-
icky součet podprostor̊u, a Věty 2.36(ii)). Zbývá tedy dokázat implikaci ⇐ .

Zvolme bázi pro každý z podprostor̊u Uj, j = 1, . . . , m. Dáme-li tyto báze dohromady,
zjist́ıme, že výsledný soubor obsahuje dimV vektor̊u (d́ıky vlastnosti (ii)), jež generuj́ı pros-
tor V (d́ıky vlastnosti (i)). Užit́ım Tvrzeńı 2.34 vid́ıme, že tento výsledný soubor vektor̊u
tvoř́ı bázi prostoru V. Speciálně v́ıme, že vektory v něm obsažené jsou lineárně nezávislé.

Nyńı předpokládejme, že u1 ∈ U1, . . . , um ∈ Um jsou takové, že

0 = u1 + · · ·+ um .

Vyjádřeńım každého z vektor̊u uj jako lineárńı kombinaci vektor̊u báze Uj zvolené výše,
dostaneme rozklad nulového vektoru do vektor̊u báze. Tedy všechna č́ısla vystupuj́ıćı v tomto
rozkladu muśı být rovna nule, v d̊usledku čehož uj = 0 pro všechna j = 1, . . . , m. Užit́ım
Věty 1.25 dostáváme požadovaný výsledek V = U1 ⊕ · · · ⊕ Um.

Následuj́ıćı věta ř́ıká, že každý podprostor vektorového prostoru má doplněk. (Analogické
tvrzeńı plat́ı i v nekonečně dimenzionálńıch prostorech.)

Věta 2.39. Necht’ U ⊂⊂ V, kde dimV =: m+ n a dimU =: m. Potom

∃W ⊂⊂ V, dimW = n ∧ V = U⊕W .
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D̊ukaz. Necht’ (u1, . . . , um) je báze podprostoru U. Poněvadž se speciálně jedná o lineárně
nezávislé vektory, můžeme je podle Tvrzeńı 2.28 rozš́ı̌rit o nějaké vektory v1, . . . , vn ∈ V

na bázi V. Tedy (u1, . . . , um, v1, . . . , vn) je báze V. Definujme W := span(v1, . . . , vn). Zjevně
plat́ı W ⊂⊂ V a dimW = n.

Zbývá ukázat, že V = U⊕W. K tomu použijeme Větu 1.26, podle které je potřeba ukázat,
že

V = U+W a U ∩W = {0} .

K d̊ukazu prvńıho tvrzeńı si vezměme libovolný vektor v ∈ V. Poněvadž plat́ı rovnost
span(u1, . . . , um, w1, . . . , wn) = V, existuj́ı č́ısla α1, . . . , αm, β1, . . . , βn ∈ K taková, že

v = α1u1 + · · ·+ αmum
︸ ︷︷ ︸

u∈U

+ β1v1 + · · ·+ βnvn
︸ ︷︷ ︸

w∈W

,

z čehož vid́ıme platnost V = U+W.

K d̊ukazu tvrzeńı U ∩W = {0} si vezměme libovolný vektor v ∈ U ∩W. Pak existuj́ı č́ısla
α1, . . . , αm, β1, . . . , βn ∈ K taková, že

v = α1u1 + · · ·+ αmum = β1v1 + · · ·+ βnvn .

Z toho dostáváme rovnost

α1u1 + · · ·+ αmum − β1v1 − · · · − βnvn = 0 .

Poněvadž vektory u1, . . . , um, v1, . . . , vn jsou lineárně nezávislé, z posledńı rovnosti plyne, že
všechna č́ısla α a β jsou nezbytně nulová. Pak však v = 0, což bylo naš́ım ćılem ukázat.
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2.9 Cvičeńı

1. Dokažte tvrzeńı z př́ıklad̊u 2.22 a 2.23.

2. Nalezněte bázi a dimenzi podprostor̊u z Cvičeńı 1.7.4–7 a 9.

3. Uvažujme vektorový prostor R2 a v něm vektory

v1 := ( 1
0 ) , v2 := ( 1

1 ) , v3 := ( 0
1 ) .

(a) Rozhodněte, zda vektor v1 je lineárńı kombinaćı vektoru v2.

(b) Rozhodněte, zda vektor v1 je lineárńı kombinaćı vektor̊u v2 a v3.

Interpretujte geometricky.

[(a) Ne. (b) Ano. (v1 = v2 − v3)]

4. Uvažujme vektorový prostor K3 a v něm vektory

v1 :=
(

7
2
9

)

, v2 :=
(

1
0
1

)

, v3 :=
(

2
1
3

)

.

Rozhodněte, zda vektor v1 je lineárńı kombinaćı vektor̊u v2 a v3.

[Ano. (v1 = 3v2 + 2v3)]

5. Nalezněte hodnoty parametru t ∈ R takové, aby vektory

(
3
1
4

)

,
(

2
−3
5

)

,
(

5
9
t

)

,

nebyly lineárně nezávislé v R3.

[t = 2]

6. Ukažte, že plat́ı tato implikace:

span(v1, v2, . . . , vm−1, vm) = V

=⇒ span(v1 − v2, v2 − v3, . . . , vm−1 − vm, vm) = V .

7. Ukažte, že plat́ı tato implikace:

v1, v2, . . . , vm−1, vm jsou lineárně nezávislé

=⇒ v1 − v2, v2 − v3, . . . , vm−1 − vm, vm jsou lineárně nezávislé .

8. Necht’ v1, . . . , vm ∈ V jsou lineárně nezávislé a w ∈ V. Ukažte, že plat́ı tato implikace:

v1 + w, . . . , vm + w jsou lineárně závislé =⇒ w = span(v1, . . . , vm) .

9. Dokažte, nebo dejte protipř́ıklad:

v1, . . . , vm jsou lineárně nezávislé

=⇒ 5v1 − 4v2, v2, . . . , vm jsou lineárně nezávislé .

[Tvrzeńı plat́ı.]
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10. Dokažte, nebo dejte protipř́ıklad:

v1, . . . , vm jsou lineárně nezávislé

=⇒ ∀λ ∈ K \ {0}, λv1, λv2, . . . , λvm jsou lineárně nezávislé .

[Tvrzeńı plat́ı.]

11. Ukažte, že vektory
v1 := ( 1

2 ) , v2 := ( 3
5 ) ,

tvoř́ı bázi v prostoru K2.

12. Ve vektorovém prostoru K2 uvažujme vektory

v1 := ( 1
2 ) , v2 := ( 3

6 ) , v3 := ( 4
7 ) , v4 := ( 5

9 ) .

(a) Ukažte, že span(v1, v2, v3, v4) = K2.

(b) Použijte algoritmus d̊ukazu Tvrzeńı 2.26 pro zúžeńı vektor̊u v1, v2, v3, v4 na bázi.

[v1, v3]

13. Uvažujme podprostor v R5 definovaný předpisem

U :=

{(
x1

x2

x3

x4

)

∈ R
5 : x1 = 3x2 ∧ x3 = 7x4

}

.

Najděte v U bázi.

[

(
3
1
0
0

)

,

(
0
0
7
1

)

]

14. Necht’ dimV = m. Ukažte, že existuj́ı jednodimenzionálńı podprostory U1, . . . ,Um ⊂⊂
V splňuj́ıćı

V = U1 ⊕ · · · ⊕ Um .

[Uj = span(uj), j = 1, . . . , m, kde u1, . . . , um je báze ve V.]

15. Dokažte následuj́ıćı implikaci:

(U ⊂⊂ V ∧ dimU = dimV) =⇒ U = V.

[Plyne z Věty 2.39 (V = U⊕ {0} = U).]

16. Necht’ U,W ⊂⊂ R8. Dokažte následuj́ıćı implikaci

(
dimU = 3 ∧ dimW = 5 ∧ U+W = R

8
)

=⇒ U ∩W = {0} .

[Plyne z Věty 2.36.]

17. Ve vektorovém prostoru C
4 uvažujme vektory

v1 :=

(
1
0
0
−1

)

, v2 :=

(
2
1
1
0

)

, v3 :=

(
1
1
1
1

)

, v4 :=

(
1
2
3
4

)

, v5 :=

(
0
1
2
3

)

.

Nalezněte bázi podprostoru span(v1, v2, v3, v4, v5).
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18. Ukažte, že analogie Věty 2.36.(i) pro v́ıce podprostor̊u jak dva neplat́ı. Přesněji,
najděte protipř́ıklad pro následuj́ıćı tvrzeńı (viz Poznámka 2.37):

dim(U1 ∪ U2 ∪ U3)

= dimU1 + dimU2 + dimU3

− dim(U1 ∩ U2)− dim(U1 ∩ U3)− dim(U2 ∩ U3)

+ dim(U1 ∩ U2 ∩ U3) .

[Např́ıklad souřadnicové osy U1 := span{e1}, U2 := span{e2}, U3 := span{e3} v R3.]
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3 Lineárńı zobrazeńı

Doposud jsme se soustředili na vektorové prostory a jejich prvky. Na nich v podstatě neńı
nic moc vzrušuj́ıćıho. Zaj́ımavá část lineárńı algebry zač́ıná až s objekty, kterými se budeme
zabývat právě nyńı: lineárńımi zobrazeńımi (či transformacemi či operátory).

Připomeňme naše sjednocuj́ıćı značeńı K pro č́ıselné těleso R nebo C. Připomeňme rovněž,
že V znač́ı libovolný konečně dimenzionálńı vektorový prostor nad K. V této kapitolce se
budeme často setkávat ještě s jiným prostorem, který budeme obvykle značit W, tedy:

W = konečně dimenzionálńı vektorový prostor nad K.

(V př́ıkladech se setkáme i s prostory, jež nejsou nezbytně konečně dimenzionálńı.)

3.1 Definice a př́ıklady

Definice 3.1. Lineárńı zobrazeńı z V doW je zobrazeńı T : V→W splňuj́ıćı tyto vlastnosti:

(1) ∀u, v ∈ V, T (u+ v) = T (u) + T (v); (aditivita)

(2) ∀α ∈ K, v ∈ V, T (αv) = αT (v). (homogenita)

Všimněte si, že v této definici použ́ıváme standardńı funkcionálńı značeńı T (v) pro funkčńı
hodnotu zobrazeńı T v bodě v. Nadále budeme použ́ıvat i zjednodušuj́ıćı značeńı Tv.

Lineárńı zobrazeńı se též alternativně nazývá lineárńı transformace nebo lineárńı operátor.

Množinu všech lineárńıch zobrazeńı z vektorového prostoru V do W budeme značit

L (V,W) .

Pokud W = V, budeme zkracovat L (V,V) =: L (V).

Pod́ıvejme se nyńı na některé př́ıklady lineárńıch zobrazeńı. Ověřte si, že všechny ty funkce
definované ńıže jsou skutečně lineárńı zobrazeńı.

Př́ıklad 3.2 (Nula). K těm všem významům, které jsme přǐradili značeńı 0 (č́ıslo nula, nulový vektor) nyńı
dodáme ještě daľśı. Bude se jednat o nulové zobrazeńı, jež přǐrad́ı libovolnému vektoru z prostoru V nulový
vektor z prostoru W:

0 : V→W : {v 7→ 0} .
Z kontextu by mělo být vždy zřejmé, o jaký z mnoha významů symbolu 0 se jedná. ♦

Př́ıklad 3.3 (Identita). Identické zobrazeńı vektorového prostoru V na V je lineárńı zobrazeńı I, jež přǐrad́ı
libovolnému vektoru ten samý vektor:

I : V→ V : {v 7→ v} .
Všimněte si, že identické zobrazeńı definujeme pouze jako zobrazeńı z vektorového prostoru do toho samého
prostoru. ♦
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Př́ıklad 3.4 (Derivace). Na prostoru všech reálných polynomů definujme zobrazeńı

D : P→ P : {p 7→ p′} .

Tvrzeńı, že se skutečně jedná o lineárńı zobrazeńı, je vlastně jen použit́ı dobře známých výsledk̊u z analýzy, že
derivace součtu diferencovatelných funkćı (což polynomy jsou) je součet derivaćı a derivace diferencovatelné
funkce přenásobené č́ıslem je derivace funkce krát to č́ıslo. ♦

Př́ıklad 3.5 (Integrace). Rovněž přeintegrováńı polynomu na prostoru všech reálných polynomů definuje
lineárńı zobrazeńı:

T : P→ P :

{

p(x) 7→
∫ x

0

p(ξ) dξ, ∀x ∈ R

}

.

Tvrzeńı, že takovéto zobrazeńı je skutečně lineárńı, je opět jen použit́ı dobře známých výsledk̊u z analýzy,
že (Riemann̊uv) integrál součtu dvou spojitých funkćı (což polynomy jsou) je součet integrál̊u a integrál
spojité funkce přenásobené č́ıslem je integrál funkce krát to č́ıslo. ♦

Př́ıklad 3.6 (Násobeńı polynomem). Jako speciálńı př́ıpad uvažujme přenásobeńı kvadratickým monomem
p2(x) := x2 (viz Př́ıklad 2.7 pro značeńı monomů):

Mp2
: P→ P : {p 7→ p2p} , kde (p2p)(x) := p2(x)p(x) .

Dobře si rozmyslete, že zde se skutečně jedná o lineárńı zobrazeńı, i když kvadratická funkce p2 : R → R :
{x 7→ x2} lineárńı samozřejmě neńı. ♦

Př́ıklad 3.7 (Eukleidovské transformace). Jako v úvodu, uvažujme transformaci mezi prostory Kn a Km

(v př́ıpadě K = R se jedná o eukleidovské prostory) difinovanou předpisem

T : Kn → K
m :

{





x1
...
xn






︸ ︷︷ ︸

x

7→






a11x1 + · · ·+ a1nxn
...

am1x1 + · · ·+ amnxn




 =:






y1
...
ym






︸ ︷︷ ︸

y

}

, (3.1)

kde aij ∈ K, i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , n, jsou daná č́ısla. Lze snadno ověřit, že se jedná o lineárńı zobrazeńı.
V př́ıpadě eukleidovského prostoru (K = R) lze takovýmto zp̊usobem např́ıklad zapsat rotaci.

Pozor! Posunut́ı v eukleidovském prostoru neńı lineárńı zobrazeńı (kromě triviálńıho př́ıpadu identity). To
plyne z toho, že (obecněji) zobrazeńı přǐrazuj́ıćı libovolnému vektoru fixńı vektor:

B : Kn → K
m :












x1
...
xn




 7→






β1
...
βm












, (3.2)

kde βi ∈ K, i = 1, . . . ,m, jsou daná č́ısla (nezávislá na souřadnićıch vektoru v), neńı lineárńı (kromě
triviálńıho př́ıpadu β1 = · · · = βm = 0). ♦

Př́ıklad 3.8 (Zobrazeńı definované pomoćı báze). Necht’ (v1, . . . , vn) je báze vektorového prostoru V a necht’

(w1, . . . , wn) je libovolný soubor vektor̊u z prostoru W. Potom zobrazeńı definované takovýmto zp̊usobem

T : V→W :
{
α1v1 + · · ·+ αnvn 7→ α1w1 + · · ·+ αnwn

}
,
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kde α1, . . . , αn ∈ K jsou libovolná daná č́ısla, je lineárńı. Poněvadž (v1, . . . , vn) je báze, libovolný vektor v
z prostoru V lze zapsat ve tvaru v = α1v1+ · · ·+αnvn, a tud́ıž T je dobře definované (na celém prostoru V).
Všimněte si, že č́ısla α1, . . . , αn z rozkladu v = α1v1 + · · ·+αnvn (souřadnice vektoru v v bázi (v1, . . . , vn))
závisej́ı na volbě vektoru v. ♦

3.2 Operace se zobrazeńımi

Nyńı definujeme dvě základńı operace na množině lineárńıch zobrazeńı L (V,W).

Součet dvou zobrazeńı S, T ∈ L (V,W) definujeme (jak bývá zvykem) přes součet funkčńıch
hodnot:

S + T : V→W : {v 7→ Sv + Tv} .
Měli byste si ověřit, že skutečně S + T ∈ L (V,W).

Obdobně, přenásobeńı zobrazeńı T ∈ L (V,W) č́ıslem α ∈ K definujeme (jako obvykle)
předpisem

αT : V→W : {v 7→ α(Tv)} .
Opět byste si měli ověřit, že αT ∈ L (V,W).

S takto definovanými operacemi (a s nulovým zobrazeńım definovaným v Př́ıkladu 3.2) se
lze lehce přesvědčit o pravdivosti následuj́ıćıho tvrzeńı.

Tvrzeńı 3.9. L (V,W) je vektorový prostor nad K.

Obecně nemá smysl násobit prvky vektorového prostoru mezi sebou. Avšak pro jisté páry
lineárńıch zobrazeńı smysluplné násobeńı existuje. K prostor̊um V aW uvažujme ještě nějaký
třet́ı vektorový prostor U nad K. Necht’ T ∈ L (U,V) a S ∈ L (V,W). Pak definujeme
složené zobrazeńı

ST : U→W : {v 7→ S(Tv)} .
(Někdy bývá zvykem psát S◦T , avšak pro lineárńı zobrazeńı se kroužek obvykle vynechává.)
Měli byste si ověřit, že skutečně ST ∈ L (U,W). Budeme též ř́ıkat, že složené zobrazeńı ST
je součin zobrazeńı S a T .

Složené zobrazeńı splňuje většinu vlastnost́ı součinu.

Tvrzeńı 3.10. Pro skládáńı lineárńıch zobrazeńı plat́ı tyto vztahy:

(i) (T1T2)T3 = T1(T2T3), (asociativita)

kde T1 ∈ L (V3,V4), T2 ∈ L (V2,V3), T3 ∈ L (V1,V2) a V1,V2,V3,V4 jsou vektorové
prostory.

(ii) TI = IT = T , (identita)

kde T ∈ L (V,W), prvńı I znač́ı identitu na V a druhé I znač́ı identitu na W.

(iii) (S1 + S2)T = S1T + S2T a S(T1 + T2) = ST1 + ST2, (distributivita)

kde T, T1, T2 ∈ L (U,V) a S, S1, S2 ∈ L (V,W).
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Avšak skládáńı zobrazeńı neńı komutativńı! Před uvedeńım př́ıklad̊u si definujme ještě jednu
operaci na vektorovém prostoru lineárńıch zobrazeńı. Komutátor zobrazeńı S, T ∈ L (V)
definujeme předpisem:

[S, T ] : V→ V : {v 7→ (ST )v − (TS)v} .
Přesvědčte se, že [S, T ] ∈ L (V).

Př́ıklad 3.11 (Nilpotentńı zobrazeńı). Nejjednodušš́ı př́ıklad nekomutuj́ıćıch zobrazeńı lze uvést na K2:

T : K2 → K
2 :

{(
x1
x2

)

7→
(
x2
0

)}

,

S : K2 → K
2 :

{(
x1
x2

)

7→
(
0
x1

)}

.

Skutečně TSx = ( x1

0 ), zat́ımco STx =
(

0
x2

)
. Zobrazeńı z tohoto př́ıkladu se nazývaj́ı nilpotentńı (t.j.

maj́ıćı nulovou śılu), poněvadž S2 := SS = 0 a T 2 := TT = 0. Daľśı př́ıklady nekomutuj́ıćıch zobrazeńı lze
zkonstruovat uvažováńım Cvičeńı 3.7.5. ♦

Př́ıklad 3.12 (Kvantový princip neurčitosti). Necht’ D je operátor derivace z Př́ıkladu 3.4 a Mp1
operátor

násobeńı lineárńı funkćı p1(x) = x (viz Př́ıklad 3.6 pro analogický operátor násobeńı kvadratickou funkćı).
Pak

(
(Mp1

D)p
)
(x) = xp′(x) , avšak

(
(DMp1

)p
)
(x) = xp′(x) + p(x) ,

kde p ∈ P a x ∈ R jsou libovolné. Tedy

([Mp1
, D]p)(x) = −1 ,

což neńı rovno nule coby rovnost na prostoru polynomů P.

To, že tento komutátor je nenulový, je jádrem kvantové mechaniky. Zde operátor Mp1
reprezentuje polohu

elektronu na př́ımce, zat́ımco −iD reprezentuje hybnost elektronu. Důsledkem nenulovosti komutátoru je
např́ıklad Heisenberg̊uv princip neurčitosti, který ř́ıká, že nelze s libovolnou přesnost́ı měřit současně polohu
i hybnost kvantové částice. ♦

3.3 Jádro a injektivita

Pod́ıvejme se na d̊uležitou podmnožinu výchoźıho prostoru lineárńıho zobrazeńı.

Definice 3.13. Jádro lineárńıho zobrazeńı T : V → W je podmnožina výchoźıho prostoru
definovaná předpisem

ker T := {v ∈ V : Tv = 0} .

Použ́ıváme značeńı “ker”, jež pocháźı z anglického “kernel”. Jińı autoři použ́ıvaj́ı “N(·)”
z anglického “null space”.

Začněme s několika základńımi př́ıklady.

Př́ıklad 3.14. Pro nulové zobrazeńı 0 : V→W z Př́ıkladu 3.2 zřejmě máme

ker 0 = V .
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♦

Př́ıklad 3.15. Pro identické zobrazeńı I : V→ V z Př́ıkladu 3.2 zřejmě máme

ker I = {0} .

♦

Př́ıklad 3.16. Necht’ D je operátor derivace na prostoru všech reálných polynomů P z Př́ıkladu 3.4.
Poněvadž jediné funkce, pro něž je derivace identicky rovna nule, jsou konstantńı funkce, máme

kerD = {p ∈ P : ∃α ∈ R, ∀x ∈ R, p(x) = α} . (konstantńı polynomy)

♦

Př́ıklad 3.17. Necht’ Mp2
operátor násobeńı kvadratickou funkćı na prostoru všech reálných polynomů P

z Př́ıkladu 3.6. Poněvadž jediný polynom p, pro nějž plat́ı x2p(x) = 0 pro všechna x ∈ R, je nulový polynom,
máme

kerMp2
= {0} .

♦

Následuj́ıćı tvrzeńı nám ř́ıká, že jádro zobrazeńı je podprostor výchoźıho prostoru. Speciálně
to znamená, že nulový vektor je v jádru libovolného lineárńıho zobrazeńı.

Tvrzeńı 3.18. Necht’ T ∈ L (V,W). Potom plat́ı

ker T ⊂⊂ V .

D̊ukaz. Použijeme Větu 1.12.

ad (i) Dı́ky aditivńı vlastnosti lineárńıho zobrazeńı plat́ı

T (0) = T (0 + 0) = T (0) + T (0) ,

z čehož plyne T (0) = 0. Tedy 0 ∈ ker T (jádro obsahuje počátek).

ad (ii) Pro libovolné vektory u, v ∈ ker T plat́ı

T (u+ v) = Tu+ Tv = 0 + 0 = 0 ,

a tedy u+ v ∈ ker T (jádro je uzavřené v̊uči sč́ıtáńı).

ad (iii) Pro libovolný vektor u ∈ ker T a č́ıslo α ∈ K plat́ı

T (αu) = αTu = α0 = 0 ,

a tedy αu ∈ ker T (jádro je uzavřené v̊uči násobeńı č́ıslem).
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Připomeňme, že (libovolné, ne nezbytně lineárńı) zobrazeńı se nazývá injektivńı, pokud
přǐrazuje r̊uzným vzor̊um r̊uzné obrazy. Tento pojem přijmeme i pro lineárńı zobrazeńı.

Definice 3.19. Lineárńı zobrazeńı T : V→W je injektivńı, pokud

∀u, v ∈ V, Tu = Tv =⇒ u = v .

Alternativńı terminologie je prosté zobrazeńı nebo injekce (v angličtině též one-to-one).

Př́ıklad 3.20. Př́ımo z definice je zřejmé, že identické zobrazeńı z Př́ıkladu 3.3 je injektivńı, zat́ımco nulové
zobrazeńı z Př́ıkladu 3.2 injektivńı neńı. ♦

U složitěǰśıch př́ıklad̊u může být ověřováńı podle definice pracněǰśı. Proto je následuj́ıćı
tvrzeńı pozoruhodné: Řı́ká nám, že k ověřeńı injektivity lineárńıho zobrazeńı se stač́ı pod́ıvat
na jádro zobrazeńı (zda nula je jediný vektor, jenž je mapován na nulu).

Tvrzeńı 3.21. Necht’ T ∈ L (V,W). Potom plat́ı tato ekvivalence

T je injektivńı ⇐⇒ ker T = {0} .

D̊ukaz. Jako obvykle dokážeme ekvivalenci jako platnost dvou implikaćı.

⇒ Předpokládejme, že T je injektivńı. Z Tvrzeńı 3.18 už v́ıme, že {0} ⊂ ker T . Abychom
dokázali opačnou inkluzi, vezměme libovolný vektor v ∈ ker T . Pak plat́ı

T (v) = 0 = T (0) .

Jelikož T je injektivńı, tyto rovnosti implikuj́ı v = 0. Tedy ker T = {0}, což jsme chtěli
dokázat.

⇐ Nyńı předpokládejme ker T = {0}. Chceme dokázat, že T je injektivńı. Za t́ımto účelem
vezměme dva vektory u, v ∈ V a položme Tu = Tv. Pak

0 = Tu− Tv = T (u− v) .

Tedy u− v ∈ ker T . Poněvadž ker T = {0}, máme u − v = 0, z čehož plyne u = v. Tedy T
je injektivńı, což jsme chtěli dokázat.

Př́ıklad 3.22. Užit́ım Tvrzeńı 3.21 a Př́ıklad̊u 3.16 a 3.17 okamžitě vid́ıme, že operátor násobeńı Mp2
je

injektivńı, zat́ımco operátor derivace D injektivńı neńı. ♦

Př́ıklad 3.23. Všimněte si dobře, že platnost Tvrzeńı 3.21 je velice závislé na tom, že uvažujeme lineárńı

zobrazeńı. Např́ıklad lineárńı zobrazeńı (jež si můžeme geometricky znázornit jako př́ımku v rovině)

Tα : R→ R : {x 7→ αx} , α ∈ R ,
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je skutečně injektivńı tehdy a jen tehdy, pokud kerTα = {0}, čemuž odpov́ıdaj́ı všechna α 6= 0 (naopak
pro α = 0 máme kerT0 = R, jelikož T0 = 0 je nulové zobrazeńı). Avšak nelineárńı zobrazeńı (kvadratická
funkce, již si můžeme znázornit jako parabolu)

fα : R→ R : {x 7→ αx2} , α ∈ R ,

neńı injektivńı pro všechna α ∈ R, i když (pokud rozš́ı̌ŕıme Definici 3.13 i na obecné funkce) ker fα = {0}
(pro α = 0 máme ker f0 = R, jelikož f0 = 0 je opět nulové zobrazeńı). ♦

3.4 Obor hodnot a surjektivita

Nyńı se pod́ıvejme se na d̊uležitou podmnožinu ćılového prostoru lineárńıho zobrazeńı.

Definice 3.24. Obor hodnot lineárńıho zobrazeńı T : V → W je podmnožina ćılového
prostoru definovaná předpisem

ranT := {Tv ∈W : v ∈ V} .

Použ́ıváme značeńı “ran”, jež pocháźı z anglického “range”. Jińı autoři použ́ıvaj́ı “R(·)”
nebo též (“im” z anglického “image”).

Opět začněme s několika základńımi př́ıklady.

Př́ıklad 3.25. Pro nulové zobrazeńı 0 : V→ V z Př́ıkladu 3.2 zřejmě máme

ran0 = {0} .

♦

Př́ıklad 3.26. Pro identické zobrazeńı I : V→ V z Př́ıkladu 3.2 zřejmě máme

ran I = V .

♦

Př́ıklad 3.27. Necht’ D je operátor derivace na prostoru všech reálných polynomů P z Př́ıkladu 3.4. Potom
zřejmě máme

ranD = P ,

poněvadž pro každý polynom q ∈ P existuje polynom p ∈ P takový, že p′ = q. ♦

Př́ıklad 3.28. Necht’ Mp2
operátor násobeńı kvadratickou funkćı na prostoru všech reálných polynomů P

z Př́ıkladu 3.6. Potom zřejmě máme

ranMp2
=
{
x 7→ α0x

2 + α1x
3 + · · · : α0, α2, · · · ∈ K

}
6= P,

protože obor hodnot Mp2
postrádá konstantńı polynomy a polynomy prvńıho stupně. ♦
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Pro studenta už nebude překvapeńım následuj́ıćı tvrzeńı, které ř́ıká, že obor hodnot zo-
brazeńı je podprostor ćılového prostoru. Speciálně to tedy opět znamená, že nulový vektor
je v oboru hodnot libovolného lineárńıho zobrazeńı.

Tvrzeńı 3.29. Necht’ T ∈ L (V,W). Potom plat́ı

ranT ⊂⊂W .

D̊ukaz. Použijeme Větu 1.12.

ad (i) Z Tvrzeńı 3.18 plyne T (0) = 0, tedy 0 ∈ ranT (obor hodnot obsahuje počátek).

ad (ii) Vlastnost w1, w2 ∈ ranT znamená, že existuj́ı vektory v1, v2 ∈ V takové, že Tv1 = w1

a Tv2 = w2. Tedy

T (v1 + v2) = Tv1 + Tv2 = w1 + w2 ,

což znamená, že w1 + w2 ∈ ranT (obor hodnot je uzavřený v̊uči sč́ıtáńı).

ad (iii) Vlastnost w ∈ ranT znamená, že existuje vektor v ∈ V takový, že Tv = w. Pro

libovolné č́ıslo α ∈ K můžeme psát

T (αv) = αTv = αw ,

a tedy αw ∈ ranT (obor hodnot je uzavřený v̊uči násobeńı č́ıslem).

Připomeňme, že (libovolné) zobrazeńı se nazývá surjektivńı, pokud zobrazuje na celou
ćılovou množinu. Každý prvek ćılové množiny má tedy alespoň jeden vzor. Tento pojem
přijmeme i pro lineárńı zobrazeńı.

Definice 3.30. Lineárńı zobrazeńı T : V→W je surjektivńı, pokud

ranT = W .

Alternativńı terminologie je zobrazeńı na nebo surjekce (v angličtině též onto).

Př́ıklad 3.31. Z Př́ıklad̊u 3.27 a 3.28 okamžitě vid́ıme, že operátor derivace D na prostoru všech reálných
polynomů P je surjektivńı, zat́ımco operátor násobeńı kvadratickým monomem Mp2

na stejném prostoru
surjektivńı neńı. ♦

Př́ıklad 3.32. Je d̊uležité si uvědomit, že surjektivita záviśı na volbě ćılového prostoru. V předchoźım
př́ıkladu jsme si řekli, že D ∈ L (P,P) je surjektivńı. Avšak D ∈ L (Pm,Pm) s m ∈ N∗ surjektivńı neńı,
jelikož derivováńım se nám vytrat́ı polynom xm z oboru hodnot. To zachráńıme volbou nového ćılového pros-
toru: operátor D ∈ L (Pm,Pm−1) je surjektivńı, jelikož zderivováńım polynomu nejvýše řádu m dostaneme
právě polynom nejvýše řádu m− 1. ♦
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Následuj́ıćı tvrzeńı dává odpověd’ na otázku, jak vypadaj́ı všechna řešeńı operátorové rovnice
Tv = w. Zde je předpoklad, že w ∈ ranT naprosto kruciálńı, jinak je samořejmě hledaná
množina řešeńı prázdná.

Tvrzeńı 3.33. Necht’ T ∈ L (V,W) a w ∈ ranT . Potom

{v ∈ V : Tv = w} = {u}+ ker T ,

kde Tu = w.

D̊ukaz. Plat́ı následuj́ıćı ekvivalence:

Tv = w ⇐⇒ Tv = Tu ⇐⇒ T (v − u) = 0 ⇐⇒ v − u ∈ ker T ⇐⇒ v ∈ {u}+ ker T ,

kde posledńı ekvivalence využ́ıvá definici součtu množin (Definice 1.17).

Vektor u z Tvrzeńı 3.33 se nazývá partikulárńı řešeńı rovnice Tv = w. Jak ostatně samo
tvrzeńı napov́ıdá, takovýchto partikulárńıch řešeńı může existovat mnoho. Prakticky se
postupuje tak, že se najdou všechna řešeńı homogenńı rovnice Tv = 0 (ta určuj́ı jádro
zobrazeńı T ) a uhádne jedno (libovolné) partikulárńı řešeńı.

Př́ıklad 3.34. Užijme Tvrzeńı 3.33 pro řešeńı soustavy rovnic

x− y + z = 1 ,

x+ y − z = 3 ,

kde x, y, z ∈ R. Tuto soustavu lze přepsat operátorově Tv = w s t́ımto značeńım

T : R3 → R
2 :











x
y
z



 7→
(
x− y + z
x+ y − z

)





, v :=





x
y
z



 , w :=

(
1
3

)

.

Snadno nalezneme

kerT = span





0
1
1





a rovněž i partikulárńı řešeńı rovnice Tu = w, např́ıklad

u1 :=





2
1
0



 nebo u2 :=





2
0
−1



 .

Užit́ım prvńıho partikulárńıho řešeńı tud́ıž máme

{v ∈ R
3 : Tv = w} = {u1}+ kerT =











2
1
0



+ t





0
1
1



 : t ∈ R






.

Všechna řešeńı počátečńı soustavy lze tedy psát ve tvaru

x = 2 , y = 1 + t , z = t ,

kde t ∈ R je volný parametr. ♦
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3.5 Dimenze prostor̊u a bijektivita

Následuj́ıćı věta se někdy považuje za fundamentálńı výsledek v teorii lineárńıch zobrazeńıch.
Pro jej́ı platnost je d̊uležité, že předpokládáme, že naše vektorové prostory jsou konečně
dimenzionálńı.

Věta 3.35 (Fundamentálńı). Necht’ T ∈ L (V,W). Potom plat́ı

dimV = dimker T + dim ranT .

D̊ukaz. Necht’ (u1, . . . , um) je báze ker T ; tedy dim ker T = m. Poněvadž vektory u1, . . . , um

jsou lineárně nezávislé, můžeme je rozš́ı̌rit o vektory w1, . . . , wn ∈ V na bázi prostoru V

(Tvrzeńı 2.28); tedy (u1, . . . , um, w1, . . . , wn) je báze prostoru V a dimV = m + n. K
dokončeńı d̊ukazu potřebujeme pouze ukázat, že dim ranT = n. Toho doćıĺıme tak, že
ukážeme, že vektory Tw1, . . . , Twn tvoř́ı bázi ranT .

• span(Tw1, . . . , Twn) = ranT Necht’ v ∈ V. Poněvadž u1, . . . , um, w1, . . . , wn generuj́ı V,

můžeme psát
v = α1u1 + · · ·+ αmum + β1w1 + · · ·+ βnwn ,

kde α1, . . . , αm, β1, . . . , βn ∈ K. Pust́ıme-li T na obě strany této rovnice, dostaneme

Tv = β1Tw1 + · · ·+ βnTwn ,

protože členy obsahuj́ıćı u1, . . . , um ∈ ker T vymiźı. Posledńı rovnost ukazuje, že vektory
Tw1, . . . , Twn generuj́ı ranT .

• lineárńı nezávislost Tw1, . . . , Twn Zbývá ukázat, že tyto vektory jsou lineárně nezávislé.
Za t́ımto účelem předpokládejme rovnost

γ1Tw1 + · · ·+ γnTwn = 0 ,

kde γ1, . . . , γn ∈ K. Pak ovšem

T (γ1w1 + · · ·+ γnwn) = 0 ,

a tud́ıž
γ1w1 + · · ·+ γnwn ∈ ker T .

Poněvadž u1, . . . , um generuj́ı ker T , můžeme psát

γ1w1 + · · ·+ γnwn = δ1u1 + · · ·+ δmum

s nějakými č́ısly δ1, . . . , δm ∈ K. Z této rovnice plyne, že všechna č́ısla γ a δ jsou rovna
nule, protože u1, . . . , um, w1, . . . , wn jsou lineárně nezávislé. Tedy Tw1, . . . , Twn jsou lineárně
nezávislé, což zbývalo ukázat pro d̊ukaz, že tyto vektory tvoř́ı bázi ranT .

Někdy se zavád́ı tato označeńı:

rankT := dim ranT ,

null T := dim ker T ,
(3.3)
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a rankT se nazývá hodnost zobrazeńı T . Pak lze Větu 3.35 formulovat jako

dimV = rankT + null T .

Z tohoto d̊uvodu se Větě 3.35 v angličtině někdy ř́ıká “rank-null theorem”.

Věta 3.35 má dva d̊uležité d̊usledky. Prvńı nám ř́ıká, že žádné lineárńı zobrazeńı z vek-
torového prostoru do “menš́ıho” vektorového prostoru nemůže být injektivńı, přičemž “menš́ı”
je měřeno dimenźı.

Důsledek 3.36. ∀T ∈ L (V,W),

dimV > dimW =⇒ T neńı injektivńı .

D̊ukaz. Máme
dimker T = dimV− dim ranT

≥ dimV− dimW

> 0 ,

kde rovnost plat́ı d́ıky Větě 3.35. Jelikož dim ker T > 0, jádro zobrazeńı T muśı obsahovat
jiné vektory kromě 0, a tedy T nemůže být injektivńı d́ıky Tvrzeńı 3.21.

Druhý d̊usledek je v jistém smyslu duálńı k tomu předchoźımu. Řı́ká nám, že žádné lineárńı
zobrazeńı z vektorového prostoru do “větš́ıho” vektorového prostoru nemůže být surjektivńı,
přičemž “větš́ı” je opět měřeno dimenźı.

Důsledek 3.37. ∀T ∈ L (V,W),

dimV < dimW =⇒ T neńı surjektivńı .

D̊ukaz. Máme
dim ranT = dimV− dimker T

≤ dimV

< dimW ,

kde rovnost plat́ı d́ıky Větě 3.35. Jelikož dim ranT < dimW, obor hodnot T se nemůže
rovnat prostoru W, a tedy T nemůže být surjektivńı.

Důsledky 3.36 a 3.37 nám tedy poskytuj́ı nutné podmı́nky proto, aby lineárńı zobrazeńı
bylo injektivńı nebo surjektivńı. Připomeňme ještě jeden pojem z teorie zobrazeńıch (ne
nezbytně lineárńıch).

Definice 3.38. Lineárńı zobrazeńı T : V→W je bijektivńı, pokud

T je injektivńı a surjektivńı.
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Následuj́ıćı tvrzeńı je skutečně zcela př́ımým d̊usledkem této definice a Důsledk̊u 3.36 a 3.37.

Důsledek 3.39. ∀T ∈ L (V,W),

T je bijektivńı =⇒ dimV = dimW .

Důsledky výše maj́ı d̊uležitou aplikaci při řešeńı operátorových rovnic.

Př́ıklad 3.40 (Soustavy lineárńıch algebraických rovnic). Necht’ T : Kn → Km s n,m ∈ N∗ je lineárńı
zobrazeńı definované v Př́ıkladu 3.7 pro libovolná č́ısla aij ∈ K, i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , n.

Operátorová rovnice Tx = 0 je ekvivalentńı soustavě homogenńıch rovnic (homogenńı zde znamená, že
pravé strany jsou rovny nule)

a11x1 + · · ·+ a1nxn = 0 ,

...

am1x1 + · · ·+ amnxn = 0 .

(3.4)

Představujeme si, že č́ısla a jsou zadaná a hledáme proměnné x1, . . . , xn ∈ K splňuj́ıćı tuto soustavu. Máme
tedy m rovnic o n neznámých. Triviálńı volba x1 = · · · = xn = 0 samozřejmě soustavu (3.4) řeš́ı; kĺıčovou
otázkou je, zda existuj́ı jiná, tzv. netriviálńı řešeńı. Jinými slovy se ptáme po tom, zda kerT je striktně
větš́ı než {0}. Podle Tvrzeńı 3.21 k tomu dojde právě tehdy, když T neńı injektivńı. Dı́ky Důsledku 3.36
v́ıme, že T neńı injektivńı, pokud n > m. Závěr: Soustava homogenńıch rovnic, v ńıž je v́ıce neznámých než
rovnic, muśı mı́t netriviálńı řešeńı:

počet neznámých > počet rovnic =⇒ ∃ netriviálńı řešeńı homogenńı soustavy rovnic.

Pod́ıvejme se nyńı na obecněǰśı operátorovou rovnici Tx = y, kde y ∈ Km je vektor o složkách y1, . . . , ym ∈ K.
Ta je ekvivalentńı soustavě rovnic

a11x1 + · · ·+ a1nxn = y1 ,

...

am1x1 + · · ·+ amnxn = ym ,

(3.5)

kde opět uvažujeme, že č́ısla a jsou zadaná. Ptáme se, zda existuje alespoň jedno řešeńı x1, . . . , xn ∈ K

splňuj́ıćı tuto soustavu, a to při libovolné volbě konstant y1, . . . , ym. Jinými slovy, chceme vědět, zda ranT =
Km. Dı́ky Důsledku 3.37 v́ıme, že T neńı surjektivńı, pokud n < m. Závěr: Soustava nehomogenńıch rovnic,
v ńıž je v́ıce rovnic než neznámých, nemá řešeńı pro určitou volbu konstant y1, . . . , ym:

počet neznámých < počet rovnic =⇒ ∃y, pro něž nehomogenńı soustava rovnic neńı řešitelná.

Takovéto výsledky o řešeńı soustav lineárńıch algebraických rovnic se obvykle dokazuj́ı pomoćı Gaussovy
eliminačńı metody. Abstraktńı př́ıstup, který zde přej́ımáme, má tu výhodu, že vede k mnohem elegantněǰśım
d̊ukaz̊um a lze ho použ́ıt i na jiné problémy. ♦

3.6 Invertibilita

Definice 3.41. Lineárńı zobrazeńı T : V → W je invertibilńı, pokud existuje lineárńı
zobrazeńı S : W→ V takové, že

ST = I a TS = I .
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(V prvńı rovnosti znač́ı I identický operátor na V a v druhé rovnosti znač́ı I identický
operátor na W.) Zobrazeńı S vystupuj́ıćı v této definici budeme nazývat inverzńım zo-
brazeńım (či jednoduše inverźı) zobrazeńı T . Invertibilńı zobrazeńı se též nazývá regulárńı
a zobrazeńı, jež neńı invertibilńı, ze nazývá singulárńı.

Tvrzeńı 3.42. Pokud je T : V→W invertibilńı, pak má právě jednu inverzi.

D̊ukaz. Necht’ S a S ′ jsou dvě inverze zobrazeńı T . Pak

S = SI = S(TS ′) = (ST )S ′ = IS ′ = S ′ ,

tedy nezbytně S = S ′.

Poněvadž je inverze invertibilńıho zobrazeńı T určena jednoznačně, můžeme si ho označit
jednotným symbolem T−1.

Následuj́ıćı tvrzeńı charakterizuje invertibilńı zobrazeńı.

Věta 3.43. Necht’ T ∈ L (V,W). Potom plat́ı tato ekvivalence:

T je invertibilńı ⇐⇒ T je bijektivńı.

D̊ukaz. Jako obvykle dokážeme ekvivalenci jako platnost dvou implikaćı.

⇒ Připomeňme, že bijektivita znamená, že T je injektivńı a surjektivńı. Abychom ukázali,
že T je injektivńı, vezměme dva libovolné vektory u, v ∈ V a položme Tu = Tv. Potom

u = T−1(Tu) = T−1(Tv) = v ,

z čehož plyne, že u = v, a tedy T je injektivńı.

Abychom ukázali, že T je surjektivńı, vezměme libovolný vektor w ∈W. Potom

w = T (T−1w) ,

z čehož plyne, že w je v obrazu hodnot zobrazeńı T (jeho vzor je T−1w). Tedy ranT = W,
a T je surjektivńı.

⇐ Pro všechny vektory w ∈ W definujme Sw ∈ V coby jednoznačně určený prvek pros-
toru V splňuj́ıćı

T (Sw) = w .

(Existence a jednoznačnost takovéhoto prvky plynou z bijektivity.) Z definice rovnou plyne,
že TS = I, kde I je identita na W.

Abychom ukázali, že ST = I, kde I je identita na V, vezměme libovolný vektor v ∈ V a
pǐsme

T (STv) = (TS)(Tv) = I(Tv) = Tv .

Z této rovnosti plyne, že STv = Tv (poněvadž T je injektivńı), a tedy skutečně ST = I,
kde I je identita na V.
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Zbývá ukázat, že S je lineárńı. Necht’ w1, w2 ∈W. Potom

T (Sw1 + Sw2) = T (Sw1) + T (Sw2) = w1 + w2 .

Tedy Sw1 + Sw2 ∈ V je jednoznačně určený prvek prostoru V takový, že je zobrazen zo-
brazeńım T na prvek w1 + w2 ∈W. Z definice S pak plyne, že S(w1 + w2) = Sw1 + Sw2, a
tedy S splňuje aditivńı vlastnost nutnou pro lineárnost zobrazeńı.

Důkaz homogenity je podobný. Necht’ w ∈W a α ∈ K. Potom

T (αSw) = αT (Sw) = αw .

Tedy αSw ∈ V je jednoznačně určený prvek prostoru V takový, že je zobrazen zobrazeńım T
na prvek αw ∈ W. Z definice S pak plyne, že S(αw) = αSw, což je homogenita lineárńıho
zobrazeńı.

Následuj́ıćı tvrzeńı ukazuje, že situace se nadále zjednodušuje pro lineárńı zobrazeńı z vek-
torového prostoru na ten samý prostor.

Věta 3.44. Necht’ T ∈ L (V). Potom plat́ı tyto ekvivalence:

(i) (ii) (iii)
T je invertibilńı ⇐⇒ T je injektivńı ⇐⇒ T je surjektivńı.

D̊ukaz. Stač́ı ukázat sérii tř́ı implikaćı (i) ⇒ (ii), (ii) ⇒ (iii) a (iii) ⇒ (i).

(i) ⇒ (ii) Tato implikace plyne rovnou z předchoźı Věty 3.43 (rovněž (i) ⇒ (iii)).

(ii) ⇒ (iii) Podle Tvrzeńı 3.21 je injektivita T ekvivalentńı vlastnosti ker T = {0}. Z

Věty 3.35 pak dostáváme

dim ranT = dimV− dimker T = dimV .

Poněvadž ranT je zároveň podprostorem V, tato rovnost dává ranT = V, a tedy T je
surjektivńı.

(iii) ⇒ (i) Podle definice surjektivity máme ranT = V. Z Věty 3.35 dostáváme

dim ker T = dimV− dim ranT = 0 ,

z čehož plyne ker T = {0}, a tedy T je injektivńı (podle Tvrzeńı 3.21). Poněvadž T je
bijektivńı, invertibilita T plyne z Věty 3.43.

Př́ıklad 3.45. V předchoźı větě je naprosto fundamentálńı, že uvažujeme konečně dimenzionálńı vektorové
prostory. Např́ıklad operátor násobeńı kvadratickým monomem Mp2

na prostoru všech polynomů P je
injektivńı, ale neńı surjektivńı. Naopak operátor derivace na tom samém prostoru je surjektivńı, ale neńı
injektivńı. ♦
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Př́ıklad 3.46 (Soustavy lineárńıch algebraických rovnic, počet rovnic=počet neznámých). Pod́ıvejme se
nyńı na speciálńı př́ıpad soustav lineárńıch algebraických rovnic z Př́ıkladu 3.40, kdy m = n, tedy počet
rovnic (m) se rovná počtu neznámých (n). Uvažujme tedy operátorovou rovnici

a11x1 + · · ·+ a1nxn = y1 ,

...

an1x1 + · · ·+ annxn = yn ,

(3.6)

a odpov́ıdaj́ıćı homogenńı rovnici (bez pravé strany)

a11x1 + · · ·+ a1nxn = 0 ,

...

an1x1 + · · ·+ annxn = 0 .

(3.7)

Představujeme si, že č́ısla ajk ∈ K a yj ∈ K s j, k = 1, . . . , n jsou zadaná a hledáme proměnné x1, . . . , xn ∈ K

splňuj́ıćı tyto soustavy. Z Věty 3.44 okamžitě dostáváme následuj́ıćı ekvivalenci:

∀y soustava (3.6) má řešeńı ⇐⇒ homogenńı soustava rovnic (3.7) má pouze triviálńı řešeńı.

Skutečně, injektivita a surjektivita jsou v př́ıpadě stejného počtu rovnic a neznámých ekvivalentńı vlastnosti.
Rovněž vid́ıme, že v takovémto př́ıpadě má soustava (3.6) řešeńı právě jedno.

Naopak, homogenńı soustava rovnic (3.7) má netriviálńı řešeńı tehdy a jen tehdy, pokud rovnice (3.6) nemá
řešeńı pro každé y (přesněji, existuje y, pro které (3.6) neńı řešitelná). ♦
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3.7 Cvičeńı

1. Dejte př́ıklad funkce f : R2 → R takové, že

∀v ∈ R
2, α ∈ R, f(αv) = αf(v) ,

avšak f neńı lineárńı. (Tedy homogenita nestač́ı pro lineárnost zobrazeńı.)

[Např́ıklad f(v) := 3

√

x3
1 + x3

2 pro v = ( x1

x2
).]

2. Dejte př́ıklad funkce f : C→ C takové, že

∀u, v ∈ R
2, f(u+ v) = f(u) + f(v) ,

avšak f neńı lineárńı. (Tedy aditivita nestač́ı pro lineárnost zobrazeńı.)

[Např́ıklad f(u) := Re u.]

3. Které z následuj́ıćıch funkćı (ne)jsou lineárńı zobrazeńı z R2 do R2, a proč (ne)?

(a) f (( x1

x2
)) := ( 0

0 );

(b) f (( x1

x2
)) :=

(
−x1+3x2

x1+2x2

)
;

(c) f (( x1

x2
)) :=

(
−x1+3x2

x1+2x2−1

)
;

(d) f (( x1

x2
)) := 3 ( x1

x2
);

(e) f (( x1

x2
)) := ( x1

−x2
).

(f) f (( x1

x2
)) := ( x1

−ix2
).

Interpretujte geometricky.

(a), (b), (d), (e) jsou lineárńı, ostatńı nejsou.]

4. Ukažte, že zobrazeńı definované předpisem

Tϕ : K2 → K
2 :

{(
x1

x2

)

7→
(
cosϕx1 − sinϕx2

sinϕx1 + cosϕx2

)}

je injektivńı pro každou hodnotu parametru ϕ ∈ R. Interpretujte geometricky pro
K = R.

[Hint: Spočtěte jádro a použijte Tvrzeńı 3.21.]

5. Necht’

T : K2 → K
2 :

{(
x1

x2

)

7→
(
a11x1 + a12x2

a21x1 + a22x2

)}

,

S : K2 → K
2 :

{(
x1

x2

)

7→
(
b11x1 + b12x2

b21x1 + b22x2

)}

,

kde a11, a12, a21, a22, b11, b12, b21, b22 ∈ K. Spočtěte komutátor [S, T ].

6. Ukažte, že plat́ı následuj́ıćı implikace:

(T ∈ L (V,W) je injektivńı ∧ v1, . . . , vm ∈ V jsou lineárně nezávislé ve V)

=⇒ Tv1, . . . , T vm jsou lineárně nezávislé ve W.

[Hint: Užijte Tvrzeńı 3.21.]
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7. Ukažte, že plat́ı následuj́ıćı implikace:

(T ∈ L (V,W) je surjektivńı ∧ span(v1, . . . , vm) = V)

=⇒ span(Tv1, . . . , T vm) = W.

8. Ukažte, že pokud existuje lineárńı zobrazeńı T : K4 → K
2 takové, že

ker T =

{(
x1

x2

x3

x4

)

∈ K
4 : x1 = 5x2 ∧ x3 = 7x4

}

,

potom T je surjektivńı.

[Hint: Ukažte, že dim ker T = 2 a použijte Větu 3.35.]

9. Ukažte, že neexistuje lineárńı zobrazeńı T : K5 → K2, jehož jádro je rovno

ker T =

{( x1

x2

x3

x4

x5

)

∈ K
5 : x1 = 3x2 ∧ x3 = x4 = x5

}

.

[Hint: Ukažte, že dim ker T = 2 a použijte Větu 3.35.]

10. Necht’

T : C3 → C
2 :
{(

x1

x2

x3

)

7→
(

x1+2x2

−x1−2x2+ix3

)}

.

(a) Dokažte, že T je lineárńı.

(b) Najděte ker T , bázi ker T a dim ker T .

(c) Najděte ranT , bázi ranT a dim ranT .

(d) Rozhodněte, zda je T injektivńı, surjektivńı, bijektivńı, invertibilńı.
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4 Metrika

V předchoźıch kapitolkách jsme úspěšně zobecnili pojmy, které dobře znáte z eukleidovských
prostor̊u R

n (sč́ıtáńı vektor̊u mezi sebou, jejich násobeńı č́ısly a transformace mezi vektory),
na abstraktńı vektorové prostory. Doposud jsme však ignorovali pojmy jako délka vektor̊u a
úhly mezi nimi. Tyto pojmy se zaváděj́ı pro vektorové prostory, v nichž existuje nav́ıc jedna
speciálńı operace: skalárńı součin. Pomoćı této operace můžeme vektorový prostor obohatit
na metrický prostor a definovat v něm metriku vhodnou pro tato měřeńı.

4.1 Skalárńı součin

Definice 4.1. Skalárńı součin na V je funkce 〈·, ·〉 : V×V→ K : {(u, v) 7→ 〈u, v〉} splňuj́ıćı
následuj́ıćı axiomy:

(1) ∀v ∈ V, 〈v, v〉 ≥ 0; (pozitivita)

(2) ∀v ∈ V, 〈v, v〉 = 0 ⇐⇒ v = 0; (definitivita)

(3) ∀u, v, w ∈ V, 〈u, v + w〉 = 〈u, v〉+ 〈u, w〉; (aditivita ve druhé složce)

(4) ∀u, v ∈ V, α ∈ K, 〈u, αv〉 = α〈u, v〉; (homogenita ve druhé složce)

(5) ∀u, v ∈ V, 〈u, v〉 = 〈v, u〉. (symetrie)

Č́ıslo 〈u, v〉 nazýváme skalárńı součin vektor̊u u a v. Vektorový prostor se skalárńım souči-
nem je vektorový prostor V uvažován společně s nějakým skalárńım součinem na V.

Jińı autoři namı́sto (4) předpokládaj́ı homogenitu v prvńı složce, avšak naše konvence je
výhodná pro formalismus kvantové mechaniky. Všimněte si, že (s naš́ı definićı) pro každé
dané u ∈ V nám předpis v 7→ 〈u, v〉 definuje lineárńı zobrazeńı na V. Dı́ky symetriii je rovněž
zobrazeńı u 7→ 〈u, v〉 aditivńı, avšak ne nezbytně homogenńı (poněvadž je ve skutečnosti
antihomogenńı).

Připomeňme, že pruh nad komplexńım č́ıslem a+bi, kde a, b ∈ R, znač́ı komplexńı sdružeńı,
tedy a + bi = a− bi (formálně i 7→ −i). V př́ıpadě reálného vektorového prostoru můžeme
komplexńı sdružeńı v bodě (4) vypustit.

Př́ıklad 4.2 (Eukleidovský skalárńı součin). Důležitý př́ıklad vektorového prostoru se skalárńım součinem
je souřadnicový prostor Kn, kde obvyklá volba skalárńıho součinu je tzv. eukleidovský skalárńı součin defi-
novaný předpisem

〈





x1
...
xn




 ,






y1
...
yn






〉

:= x1y1 + · · ·+ xnyn .

Kdykoli budeme mluvit o K
n coby vektorovém prostoru se skalárńım součinem, budeme vždy implicitně

předpokládat tuto kanonickou volbu skalárńıho součinu.

Na prostoru Kn existuj́ı i jiné volby skalárńıho součinu. Např́ıklad, pokud všechna nějaká daná č́ısla
α1, . . . , αn ∈ K jsou striktně kladná, pak

〈





x1
...
xn




 ,






y1
...
yn






〉

:= α1x1y1 + · · ·+ αnxnyn
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nám rovněž definuje skalárńı součin na Kn. Eukleidovský skalárńı součin zřejmě odpov́ıdá speciálńı volbě
α1 = · · · = αn = 1. ♦

Př́ıklad 4.3 (Lebesgueovský skalárńı součin). Na prostoru polynomů Pm můžeme zavést skalárńı součin
předpisem

〈p, q〉 :=
∫ 1

0

p(x) q(x) dx . (4.1)

♦

Po zbytek této kapitolky se dohodněme, že V bude značit libovolný vektorový prostor se
skalárńım součinem, tedy:

V := vektorový prostor se skalárńım součinem nad K.

4.2 Norma

Definice 4.4. Norma vektoru v ∈ V je č́ıslo

‖v‖ :=
√

〈v, v〉 .

Všimněte si, že ‖v‖ je kladné (reálné) č́ıslo. Plat́ı ‖v‖ = 0⇔ v = 0.

Př́ıklad 4.5 (Eukleidovská norma). Pro souřadnicový prostor Kn (s eukleidovským skalárńım součinem)
máme ∥

∥
∥
∥
∥
∥
∥






x1
...
xn






∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥

=
√

|x1|2 + · · ·+ |xn|2 .

♦

Př́ıklad 4.6 (Lebesgueovská norma). Na prostoru polynomů Pm se skalárńım součinem definovaným
předpisem (4.1) máme

‖p‖ =

√
∫ 1

0

|p(x)|2 dx .

♦

Tyto př́ıklady naznačuj́ı, že obvykle bývá jednodušš́ı pracovat s kvadrátem normy než s nor-
mou samotnou.

4.3 Ortogonalita

Definice 4.7. Vektory u, v ∈ V jsou ortogonálńı, pokud 〈u, v〉 = 0.



David Krejčǐŕık 4. Metrika 53

Alternativně budeme ř́ıkat, že vektor u je ortogonálńı k vektoru v.

Kolmost vektor̊u je synonymum pro ortogonalitu, my se však budeme držet druhé termi-
nologie, jež pocháźı ze složeńı řeckých slov orthos (pravý) a gonia (úhel).

Všimněte si, že kolmost vektor̊u je komutativńı relace. Zřejmě plat́ı, že nulový vektor 0
je ortogonálńı ke všem vektor̊um z daného vektorového prostoru (se skalárńım součinem).
Nav́ıc plat́ı, že 0 je jediný vektor, jenž je ortogonálńı sobě samému.

Následuj́ıćı věta pro speciálńı př́ıpad V = R
2 je stará přes 2 500 let.

Věta 4.8 (Pythagorova). ∀u, v ∈ V,

〈u, v〉 = 0 =⇒ ‖u+ v‖2 = ‖u‖2 + ‖v‖2 . (4.2)

D̊ukaz. Pro ortogonálńı vektory u, v ∈ V máme

‖u+ v‖2 = 〈u+ v, u+ v〉 = ‖u‖2 + ‖v‖2 + 〈u, v〉
︸ ︷︷ ︸

=0

+ 〈v, u〉
︸ ︷︷ ︸

=0

= ‖u‖2 + ‖v‖2 ,

což je požadované tvrzeńı.

Důkaz Pythagorovy věty ukazuje, že rovnost ‖u+v‖2 = ‖u‖2+‖v‖2 plat́ı tehdy a jen tehdy,
pokud 〈u, v〉+ 〈v, u〉 = 2Re〈u, v〉 = 0. Je tedy zřejmé, že opačná implikace plat́ı na reálných
vektorových prostorech.

Uvažujme nyńı dva libovolné vektory u, v ∈ V a položme si otázku, jak napsat vektor u
jako součet skalárńıho násobku vektoru v a vektoru w ortogonálńıho k v. Pokud v = 0,
požadovaný rozklad je zřejmý, předpokládejme tedy, že vektor v je nenulový. Z obrázku
v R2 se přesvědč́ıte, že takovýto rozklad by měl být vždy možný. Pro libovolné č́ıslo α ∈ K

tedy pǐsme

u = αv + (u− αv)

a snažme se zvolit α takovým zp̊usobem, aby vektor u−αv =: w byl ortogonálńı k vektoru v.
Jinými slovy požadujeme

0 = 〈v, u− αv〉 = 〈v, u〉 − α‖v‖2 .

Z této rovnosti vyjádř́ıme č́ıslo α a zjist́ıme, že požadovaný rozklad má tvar

u =
〈v, u〉
‖v‖2 v
︸ ︷︷ ︸

skalárńı násobek v

+

(

u− 〈v, u〉‖v‖2 v
)

︸ ︷︷ ︸

vektor ortogonálńı k v

. (4.3)

4.4 Nerovnosti

Následuj́ıćı věta představuje jednu z nejd̊uležitěǰśıch nerovnost́ı v matematice, s mnoha
aplikacemi ve fyzice.
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Věta 4.9 (Schwarzova nerovnost). ∀u, v ∈ V,

|〈u, v〉| ≤ ‖u‖‖v‖ . (4.4)

Rovnost plat́ı tehdy a jen tehdy, když jeden z vektor̊u u, v je skalárńım násobkem druhého.

D̊ukaz. Pokud v = 0, pak se obě strany nerovnosti rovnaj́ı nule, tud́ıž tvrzeńı triviálně plat́ı.
Předpokládejme tedy v 6= 0.

Uvažujme ortogonálńı rozklad (viz (4.3))

u =
〈v, u〉
‖v‖2 v + w , kde w := u− 〈v, u〉‖v‖2 v

je ortogonálńı k v. Podle Pythagorovy Věty 4.8 máme

‖u‖2 =
∥
∥
∥
∥

〈v, u〉
‖v‖2 v

∥
∥
∥
∥

2

+ ‖w‖2 = |〈v, u〉|
2

‖v‖2 + ‖w‖2 ≥ |〈v, u〉|
2

‖v‖2 . (4.5)

Požadovanou nerovnost (4.4) dostaneme vynásobeńım této nerovnosti č́ıslem ‖v‖2 a odmocněńım.

Zbývá se zamyslet nad př́ıpadem, kdy nerovnost (4.4) přejde v rovnost. Pod́ıváme-li se na
náš d̊ukaz výše, zjist́ıme, že (4.4) je rovnost tehdy a jen tehdy, pokud nerovnost v (4.5) je
rovnost́ı. K tomu zřejmě dojde tehdy a jen tehdy, pokud w = 0. Avšak, podle definice w,
w = 0 tehdy a jen tehdy, pokud u je násobkem v. Schwarzova nerovnost (4.4) je tedy rovnost́ı
tehdy a jen tehdy, pokud u je násobkem v nebo v je násobkem u nebo oboj́ı (terminologie
v tvrzeńı věty je zvolena tak, aby zahrnovala i př́ıpady, kdy se u nebo v rovná nule).

Následuj́ıćı věta se nazývá trojúhelńıková nerovnost kv̊uli geometrické interpretaci v rovině,
že délka jakékoli strany trojúhelńıka je menš́ı než součet délek zbývaj́ıćıch stran.

Věta 4.10 (Trojúhelńıková nerovnost). ∀u, v ∈ V,

‖u+ v‖ ≤ ‖u‖+ ‖v‖ . (4.6)

Rovnost plat́ı tehdy a jen tehdy, když jeden z vektor̊u u, v je kladným násobkem druhého.

D̊ukaz. Máme

‖u+ v‖2 = 〈u+ v, u+ v〉
= 〈u, u〉+ 〈v, v〉+ 〈u, v〉+ 〈v, u〉
= 〈u, u〉+ 〈v, v〉+ 〈u, v〉+ 〈u, v〉
= ‖u‖2 + ‖v‖2 + 2Re〈u, v〉
≤ ‖u‖2 + ‖v‖2 + 2 |〈u, v〉| (4.7)

≤ ‖u‖2 + ‖v‖2 + 2 ‖u‖‖v‖ (4.8)

= (‖u‖+ ‖v‖)2 ,
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kde jme použili standardńı značeńı Re z := 1
2
(z + z̄) pro reálnou část komplexńıho č́ısla z

a prvńı nerovnost plyne ze Schwarzovy nerovnosti (4.4). Odmocněńım konečné nerovnosti
dostaneme požadovanou nerovnost (4.6).

Zbývá se zamyslet nad př́ıpadem, kdy nerovnost (4.6) přejde v rovnost. Z d̊ukazu výše je
zřejmé, že (4.6) je rovnost tehdy a jen tehdy, pokud máme rovnost v (4.7) a (4.8). Poněvadž

|〈u, v〉|2 = (Re〈u, v〉)2 + (Im〈u, v〉)2 ,

kde Im z := 1
2i
(z − z̄) znač́ı imaginárńı část komplexńıho č́ısla z, dostáváme, že (4.6) je

rovnost tehdy a jen tehdy, pokud

〈u, v〉 = ‖u‖‖v‖ . (4.9)

Pokud jeden z vektor̊u u, v je kladným násobkem druhého, pak (4.9) zřejmě plat́ı (ověřte si).
Naopak, pokud plat́ı (4.9), pak podmı́nka pro rovnost ve Schwarzově nerovnosti (Věta 4.9)
implikuje, že jeden z vektor̊u u, v je skalárńım násobkem druhého. Avšak podmı́nka (4.9)
vyžaduje, aby se jednalo o kladný násobek.

4.5 Ortonormálńı báze

Definice 4.11. Vektory v1, . . . , vm ∈ V jsou ortonormálńı, pokud

∀j, k = 1, . . . , m, 〈vj, vk〉 = δjk .

Připomı́náme, že Kronecker̊uv symbol δjk je definován tak, že δjk = 1, pokud j = k, a
δjk = 0, pokud j 6= k. Vid́ıme tedy, že vektory v1, . . . , vm jsou ortonormálńı tehdy a jen
tehdy, pokud jsou vektory vzájemně ortogonálńı a každý vektor má normu rovnou 1 (ř́ıkáme,
že je normalizován na jedničku).

Př́ıklad 4.12. Vektory kanonické báze e1, . . . , em ∈ Km z Př́ıkladu 2.6 jsou ortonormálńı (vhledem ke
kanonické volbě eukleidovského skalárńıho součinu, viz Př́ıklad 4.2). ♦

S ortonormálńımi vektory se velice dobře pracuje, jak ukazuje následuj́ıćı tvrzeńı.

Tvrzeńı 4.13. ∀v1, . . . , vm ∈ V ortonormálńı, ∀α1, . . . , αm ∈ K,

‖α1v1 + · · ·+ αmvm‖2 = |α1|2 + · · ·+ |αm|2 .

D̊ukaz. Jelikož každý vektor má normu rovnou 1, tvrzeńı plyne opakovanou aplikaci Pythagorovy
Věty 4.8.

Z tohoto tvrzeńı dostaneme snadný, avšak velice d̊uležitý d̊usledek.
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Důsledek 4.14. ∀v1, . . . , vm ∈ V,

v1, . . . , vm jsou ortonormálńı =⇒ v1, . . . , vm jsou lineárně nezávislé .

D̊ukaz. Necht’

α1v1 + · · ·+ αmvm = 0 ,

kde α1, . . . , αm ∈ K. Z Tvrzeńı 4.13 plyne, že

|α1|2 + · · ·+ |αm|2 = 0 ,

což znamená, že všechny α jsou rovny nule.

Definice 4.15. Báze ve V je ortonormálńı, pokud jej́ı vektory jsou ortonormálńı.

Př́ıklad 4.16. Kanonická báze (e1, . . . , em) ∈ Km je ortonormálńı. ♦

Pro libovolnou bázi (v1, . . . , vm) ∈ Vm a vektor v ∈ V existuj́ı č́ısla α1, . . . , αm ∈ K taková,
že máme rozklad

v = α1v1 + · · ·+ αmvm .

Avšak naj́ıt tato č́ısla pro daný vektor v může být obecně těžké. Následuj́ıćı tvrzeńı nám
ukazuje, že tento úkol je snadný, pokud se jedná o ortonormálńı bázi.

Věta 4.17. Necht’ (v1, . . . , vm) ∈ Vm je ortonormálńı báze a v ∈ V libovolný vektor. Potom
plat́ı

v = 〈v1, v〉v1 + · · ·+ 〈vm, v〉vm , (4.10)

‖v‖2 = |〈v1, v〉|2 + · · ·+ |〈vm, v〉|2 . (4.11)

D̊ukaz. Poněvadž v1, . . . , vm je báze, existuj́ı č́ısla α1, . . . , αm ∈ K taková, že máme rozklad

v = α1v1 + · · ·+ αmvm .

Pokud vezmeme skalárńı součin obou stran s vektorem vj, j = 1, . . . , m, dostaneme αj =
〈vj , v〉, č́ımž dostáváme (4.10). Rovnost (4.11) plyne z právě dokázané rovnosti (4.10) a
Tvrzeńı 4.13.

Identita (4.11) se nazývá Parsevalova rovnost. Identitě (4.10) se někdy ř́ıká rozklad jedničky,
poněvadž ji můžeme chápat jako operátorovou rovnost

I = v1〈v1, ·〉+ · · ·+ vm〈vm, ·〉 ,
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kde na levé straně stoj́ı identický operátor na V a tečku chápeme tak, se za ńı dosad́ı
libovolný vektor, na který identitu aplikujeme.

Nyńı, co jsme se přesvědčili o užitečnosti ortonormálńı báze, jak ji najdeme? Např́ıklad, ex-
istuje ortonormálńı báze na prostoru polynomů Pm se skalárńım součinem definovaným
v Př́ıkladu 4.3? Následuj́ıćı tvrzeńı odpov́ıdá na tyto otázky. Skutečně, poskytuje kon-
strukčńı algoritmus, jak z libovolných lineárně nezávislých vektor̊u vytvořit vektory ortonormálńı,
zat́ımco lineárńı obal je zachován.

Věta 4.18 (Gram–Schmidt̊uv ortogonalizačńı proces). Necht’ u1, . . . , um ∈ V jsou lineárně
nezávislé. Potom existuj́ı ortonormálńı vektory v1, . . . , vm ∈ V takové, že plat́ı

∀j ∈ {1, . . . , m}, span(u1, . . . , uj) = span(v1, . . . , vj) . (4.12)

D̊ukaz. Začněme konstrukci ortonormálńıch vektor̊u v1, . . . , vm volbou

v1 :=
u1

‖u1‖
,

což splňuje (4.12) pro j = 1. Ostatńı vektory v2, . . . , vm zvoĺıme induktivně následuj́ıćım
postupem. Necht’ j ≥ 2 a předpokládejme, že ortonormálńı vektory v1, . . . , vj−1 už byly
zvoleny takovým zp̊usobem, že splňuj́ı

span(u1, . . . , uj−1) = span(v1, . . . , vj−1) . (4.13)

Definujme

vj :=
uj − 〈v1, uj〉v1 − · · · − 〈vj−1, uj〉vj−1

‖uj − 〈v1, uj〉v1 − · · · − 〈vj−1, uj〉vj−1‖
. (4.14)

Všimněte si, že uj 6∈ span(u1, . . . , uj−1) (protože vektory u1, . . . , um jsou lineárně nezávislé),
a tud́ıž uj 6∈ span(v1, . . . , vj−1). Z tohoto d̊uvodu je vektor vj v (4.14) dobře definován
(neděĺıme nulou). Zřejmě plat́ı ‖vj‖ = 1.

Pro libovolné k ∈ {1, . . . , j − 1} máme

〈vk, vj〉 =
〈

vk,
uj − 〈v1, uj〉v1 − · · · − 〈vj−1, uj〉vj−1

‖uj − 〈v1, uj〉v1 − · · · − 〈vj−1, uj〉vj−1‖

〉

=
〈vk, uj〉 − 〈vk, uj〉

‖uj − 〈v1, uj〉v1 − · · · − 〈vj−1, uj〉vj−1‖
= 0 .

Tud́ıž takto zkonstruované vektory v1, . . . , vj jsou ortonormálńı.

Z definice (4.14) vid́ıme, že uj ∈ span(v1, . . . , vj). Zkombinováńım této informace s (4.13)
vid́ıme, že plat́ı

span(u1, . . . , uj) ⊂ span(v1, . . . , vj) .

Obě sady vektor̊u jsou lineárně nezávislé (vektory u podle předpokladu, vektory v z ortonor-
mality a Důsledku 4.14). Tedy oba podprostory výše muśı mı́t dimenzi j, a tud́ıž si muśı
být rovny.
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Jako d̊usledek zodpov́ıme otázku existence ortonormálńı báze. Zde je d̊uležité, že uvažujeme
pouze konečně dimenzionálńı vektorové prostory.

Důsledek 4.19. V každém vektorovém prostoru se skalárńım součinem existuje
ortonormálńı báze.

D̊ukaz. Zvolme libovolnou bázi ve V. Aplikaćı Gram–Schmidtova ortogonalizačńıho procesu
na prvky této báze dostaneme ortonormálńı vektory. Tyto vektory jsou lineárně nezávislé
(viz Důsledek 4.14) a jejich lineárńı obal je roven V (viz (4.12)). Tud́ıž se jedná o ortonormálńı
bázi ve V.

4.6 Ortogonálńı projekce

Definice 4.20. Pro libovolnou podmnožinu U ⊂ V definujeme ortogonálńı doplněk k U jako
množinu

U
⊥ := {v ∈ V : ∀u ∈ U, 〈v, u〉 = 0} .

Množina U⊥ je tedy tvořena všemi těmi vektory z V, jež jsou ortogonálńı ke každému vektoru
z U.

Př́ıklad 4.21. V⊥ = {0} a {0}⊥ = V. ♦

Bez ohledu na to, jestli U je podprostor V, ortogonálńı doplněk U⊥ je vždy podprostorem V.

Tvrzeńı 4.22. ∀U ⊂ V, U⊥ ⊂⊂ V.

Dále se zamyslete nad d̊ukazem následuj́ıćıho tvrzeńı.

Tvrzeńı 4.23. ∀U1,U2 ⊂ V,

U1 ⊂ U2 =⇒ U
⊥
2 ⊂ U

⊥
1 .

Následuj́ıćı tvrzeńı ukazuje, že každý podprostor vektorového prostoru vede k přirozenému
direktńımu rozkladu celého prostoru.

Věta 4.24. ∀U ⊂⊂ V,
V = U⊕ U

⊥ .

D̊ukaz. Necht’ U je podprostorem V.
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V = U+ U⊥ Nejdř́ıve ukážeme, že V je součtem podprostor̊u U a U⊥. Necht’ v ∈ V je
libovolný vektor. Necht’ u1, . . . , um je ortonormálńı báze v U. Pak zřejmě plat́ı

v = 〈u1, v〉u1 + · · ·+ 〈um, v〉um
︸ ︷︷ ︸

u

+ v − 〈u1, v〉u1 − · · · − 〈um, v〉um
︸ ︷︷ ︸

w

.

Zřejmě u ∈ U. Z ortonormality u1, . . . , um dostáváme

〈uj, w〉 = 〈uj, v〉 − 〈uj, v〉 = 0

pro všechna j = 1, . . . , m. Tedy vektor w je ortogonálńı ke každému vektoru z lineárńıho
obalu span(u1, . . . , um) = U. Jinými slovy w ∈ U⊥. T́ımto jsme právě dokázali V = U+U⊥.

U ∩ U⊥ = {0} K d̊ukazu, že se ve skutečnosti jedná o direktńı součet, stač́ı ukázat, že

pr̊unik podprostor̊u U a U
⊥ je pouze nulový vektor a použ́ıt Větu 1.26. Pokud v ∈ U ∩U⊥,

potom v (jenž lež́ı v U) je ortogonálńı ke každému vektoru z U, tedy včetně sebe, což
znamená 〈v, v〉 = 0. Podle definice skalárńıho součinu z toho plyne v = 0.

Důležitým d̊usledkem je následuj́ıćı tvrzeńı.

Důsledek 4.25. ∀U ⊂⊂ V,
(U⊥)⊥ = U .

D̊ukaz. Dokážeme rovnost jako platnost dvou inkluźı.

(U⊥)⊥ ⊃ U Pokud u ∈ U, pak 〈v, u〉 = 0 pro každý vektor v ∈ U⊥ (podle definice U⊥).

Poněvadž u je ortogonálńı ke každému vektoru z U⊥, máme u ∈ (U⊥)⊥.

(U⊥)⊥ ⊂ U Necht’ nyńı v ∈ (U⊥)⊥. Z Věty 4.24 plyne, že existuj́ı vektory u ∈ U a w ∈ U⊥

takové, že máme rozklad v = u + w. Z toho dostáváme v − u = w ∈ U⊥. Poněvadž
v ∈ (U⊥)⊥ (podle předpokladu) a u ∈ (U⊥)⊥ (z už dokázané opačné inkluze), máme rovněž
v − u = w ∈ (U⊥)⊥. Tedy v − u ∈ U⊥ ∩ (U⊥)⊥, z čehož plyne, že v − u je ortogonálńı sám
k sobě, tedy v − u = 0, a tedy v = u ∈ U.

Nyńı využijeme ortogonálńıho rozkladu z Věty 4.24 k definici velice d̊uležitého lineárńıho
zobrazeńı.

Definice 4.26. Necht’ U ⊂⊂ V. Ortogonálńı projekce V na U je zobrazeńı definované
předpisem

PU : V→ U : {v 7→ u} ,
kde u je vektor určený rozkladem

∀v ∈ V, ∃! u ∈ U, w ∈ U
⊥, v = u+ w . (4.15)

Rozklad (4.15) plat́ı d́ıky platnosti direktńıho součtu V = U⊕U⊥ dokázanému ve Větě 4.24.

Měli byste si dokázat, že PU ∈ L (V) a že PU splňuje následuj́ıćı vlastnosti.
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Tvrzeńı 4.27. ∀U ⊂⊂ V,

(i) ranPU = U;

(ii) kerPU = U⊥;

(iii) ∀v ∈ V, v − PUv ∈ U⊥;

(iv) P 2
U
= PU;

(v) ∀v ∈ V, ‖PUv‖ ≤ ‖v‖;
(vi) Je-li v1, . . . , vm ortonormálńı báze prostoru U, pak plat́ı

∀v ∈ V, PUv = 〈v1, v〉v1 + · · ·+ 〈vm, v〉vm .

V bodě (iv) použ́ıváme zápis P 2
U
:= PUPU.

4.7 Lineárńı funkcionály

Definice 4.28. Lineárńı funkcionál φ na V je lineárńı zobrazeńı φ : V→ K.

Př́ıklad 4.29. Necht’ v ∈ V je pevně daný vektor. Potom zobrazeńı definované předpisem

u 7→ 〈v, u〉

je lineárńı funkcionál na V. ♦

Následuj́ıćı pozoruhodné tvrzeńı ukazuje, že každý lineárńı funkcionál je tohoto typu.

Věta 4.30 (Rieszova o reprezentaci). Necht’ φ je lineárńı funkcionál na V. Potom plat́ı:

∃! v ∈ V, ∀u ∈ V, φ(u) = 〈v, u〉 .

D̊ukaz. Důkaz si rozdělme do dvou krok̊u.

Existence Dokažme si nejdř́ıve, že existuje nějaký vektor v ∈ V takový, že plat́ı φ(u) =
〈v, u〉 pro všechny vektory u ∈ V (tedy požadované tvrzeńı, ovšem bez vykřičńıku u exis-
tenčńıho kvantifikátoru). Necht’ v1, . . . , vm je nějaká ortonormálńı báze ve V. Potom

φ(u) = φ
(
〈v1, u〉 v1 + · · ·+ 〈vm, u〉 vm

)

= 〈v1, u〉 φ(v1) + · · ·+ 〈vm, u〉 φ(vm)
=
〈

φ(v1) v1 + · · ·+ φ(vm) vm, u
〉

pro libovolný vektor u ∈ V. Tedy požadované tvrzeńı dostaneme volbou

v := φ(v1) v1 + · · ·+ φ(vm) vm .
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Jednoznačnost Nyńı ukažme, že pouze jeden vektor v ∈ V splňuje požadovaný vztah φ(u) =
〈v, u〉 pro všechny vektory u ∈ V. Necht’ existuj́ı dva vektory v1, v2 ∈ V splňuj́ıćı

∀u ∈ V, φ(u) = 〈v1, u〉 = 〈v2, u〉 .

Potom

∀u ∈ V, 0 = 〈v1, u〉 − 〈v2, u〉 = 〈v1 − v2, u〉 .

Pro speciálńı volbu u := v1 − v2 dostaneme v1 − v2 = 0, tedy v1 = v2, z čehož plyne
požadovaná jednoznačnost.

4.8 Sdružené zobrazeńı

V daľśım výkladu budeme kromě V potřebovat ještě jeden vektorový prostor se skalárńım
součinem:

W := vektorový prostor se skalárńım součinem nad K.

Následuj́ıćı definice představuje daľśı d̊uležitou operaci na prostoru lineárńıch zobrazeńı.

Definice 4.31. Necht’ T ∈ L (V,W). Sdružené zobrazeńı k T je zobrazeńı T ∗ definované
předpisem

T ∗ : W→ V : {w 7→ v : ∀u ∈ V, 〈w, Tu〉 = 〈v, u〉} .

Zde 〈w, Tu〉 znač́ı skalárńı součin na W, zat́ımco 〈v, u〉 znač́ı skalárńı součin na V. Existence
a jednoznačnost takovéhoto vektoru v plyne z Věty 4.30 (aplikované na lineárńı funkcionál
φ(u) := 〈w, Tu〉). Obraz sdruženého zobrazeńı T ∗w je tedy jednoznačně určený vektor ve V

splňuj́ıćı vztah

∀u ∈ V, ∀w ∈W, 〈w, Tu〉 = 〈T ∗w, u〉 .

Př́ıklad 4.32. Uvažujme zobrazeńı (viz Př́ıklad 3.7)

T : Kn → K
m :












x1
...
xn




 7→








a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn
a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn

...
am1x1 + am2 + · · ·+ amnxn














,

kde ajk ∈ K, j = 1, . . . ,m, k = 1, . . . , n, jsou daná č́ısla. Sdružené zobrazeńı k T ∗ (v̊uči eukleidovskému
skalárńımu součinu) je dáno předpisem

T ∗ : Km → K
n :












ξ1
...
ξm




 7→








a11ξ1 + a21ξ2 + · · ·+ am1ξm
a12ξ1 + a22ξ2 + · · ·+ am2ξm

...
a1nξ1 + a2nξ2 + · · ·+ amnξm














.

♦

Následuj́ıćı tvrzeńı ukazuje, že T ∗ je nejen zobrazeńı, ale dokonce lineárńı, a že operace
sdružeńı T 7→ T ∗ splňuje množstv́ı zaj́ımavých vlastnost́ı. Důkazy přenecháváme čtenáři.
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Tvrzeńı 4.33.

(i) ∀T ∈ L (V,W), T ∗ ∈ L (W,V); (lineárnost)

(ii) ∀S, T ∈ L (V,W), (S + T )∗ = S∗ + T ∗; (aditivita)

(iii) ∀T ∈ L (V,W), α ∈ K, (αT )∗ = αT ∗; (konjugovaná homogenita)

(iv) ∀T ∈ L (V,W), (T ∗)∗ = T ; (dvojité sdružeńı)

(v) I∗ = I; (identita)
kde I je identický operátor na V

(vi) ∀T ∈ L (V,U), S ∈ L (U,W), (ST )∗ = T ∗S∗, (součin)
kde U znač́ı nějaký daľśı vektorový prostor se skalárńım součinem.

Daľśı tvrzeńı poskytuje d̊uležité vztahy mezi jádrem a oborem hodnot zobrazeńı a jeho
sdruženého zobrazeńı. Důkaz je jednoduchý, avšak právě kv̊uli d̊uležitosti si tato tvrzeńı
zformulujeme jako větu.

Věta 4.34. ∀T ∈ L (V,W),

(i) ker T ∗ = (ranT )⊥;

(ii) ranT ∗ = (ker T )⊥;

(iii) ker T = (ranT ∗)⊥;

(iv) ranT = (ker T ∗)⊥.

D̊ukaz. Necht’ w ∈W. Potom plat́ı ekvivalence

w ∈ ker T ∗ ⇐⇒ T ∗w = 0

⇐⇒ ∀v ∈ V, 〈T ∗w, v〉 = 0

⇐⇒ ∀v ∈ V, 〈w, Tv〉 = 0

⇐⇒ w ∈ (ranT )⊥ .

T́ımto jsme dokázali vlastnost (i). Pokud vezmeme ortogonálńı doplněk obou stran rovnosti (i)
a použijeme Tvrzeńı 4.25, dostaneme (iv). Vlastnosti (ii) a (iii) jsou tvrzeńı (i) a (iv) s
vyměněnými rolemi mezi T a T ∗.

Důsledek 4.35. ∀T ∈ L (V,W),

(i) dim ranT ∗ = dim ranT ;

(ii) dim ker T ∗ = dim ker T + dimW− dimV.
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D̊ukaz. Z Věty 3.35 plynou identity

dimV = dim ker T + dim ranT , (4.16)

dimW = dim ker T ∗ + dim ranT ∗ . (4.17)

Z Věty 4.24 o ortogonálńım rozkladu, máme V = ker T ⊕ (ker T )⊥ a W = ker T ∗⊕ (ker T ∗)⊥,
z čehož plynou identity

dimV = dimker T + dim(ker T )⊥ , (4.18)

dimW = dimker T ∗ + dim(ker T ∗)⊥ . (4.19)

Srovnáńım (4.16) s (4.18) dostaneme

dim ranT = dim(ker T )⊥ = dim ranT ∗ ,

kde posledńı rovnost plyne z Věty 4.34(ii). T́ım jsme dokázali identitu (i). Užit́ım Věty 4.34(iv)
v (4.19) odvod́ıme

dimW = dimker T ∗ + dim ranT

a kombinaćı tohoto vztahu s (4.16) dostaneme identitu (ii). (Vztah (4.17) jsme tedy v̊ubec
nepoužili, ale mohli bychom ho využ́ıt pro alternativńı d̊ukaz rovnost́ı (i) a (ii).)

Př́ıklad 4.36 (Soustavy lineárńıch algebraických rovnic, Fredholmovy věty). Jako aplikaci těchto ab-
straktńıch výsledk̊u uvažujme operátorové rovnice

Tx = y , (4.20)

Tx = 0 , (4.21)

T ∗ξ = η , (4.22)

T ∗ξ = 0 , (4.23)

kde T je zobrazeńı z Kn do Km definované v Př́ıkladu (4.32), x, η ∈ Kn a y, ξ ∈ Km. Tyto rovnice jsou tedy
ekvivalentńı soustavám lineárńıch algebraických rovnic







a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = y1

a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn = y2

...

am1x1 + am2 + · · ·+ amnxn = ym






a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = 0

a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn = 0

...

am1x1 + am2 + · · ·+ amnxn = 0







a11ξ1 + a21ξ2 + · · ·+ am1ξm = η1

a12ξ1 + a22ξ2 + · · ·+ am2ξm = η2

...

a1nξ1 + a2nξ2 + · · ·+ amnξm = η2






a11ξ1 + a21ξ2 + · · ·+ am1ξm = 0

a12ξ1 + a22ξ2 + · · ·+ am2ξm = 0

...

a1nξ1 + a2nξ2 + · · ·+ amnξm = 0

Zde předpokládáme, že č́ısla ajk ∈ K, j = 1, . . . ,m, k = 1, . . . , n, a vektory y a η jsou zadané, zat́ımco
vektory x a ξ představuj́ı neznámé. Rovnice (4.20) a (4.21) tedy představuj́ı m rovnic o n neznámých,
zat́ımco (4.22) a (4.23) představuj́ı n rovnic o m neznámých.

Z Př́ıkladu 3.40 už v́ıme, že pokud počet neznámých je větš́ı než počet rovnic, potom existuje netriviálńı
řešeńı homogenńı soustavy rovnic (tedy n > m pro (4.21) a n < m pro (4.23)). Rovněž v́ıme, že pokud
počet neznámých je menš́ı než počet rovnic, potom existuje pravá strana, pro ńıž neńı nehomogenńı soustava
rovnic řešitelná (tedy n < m pro (4.20) a n > m pro (4.22)).

Uvažujme nyńı speciálńı př́ıpadm = n, kdy počet rovnic je stejný jako počet neznámých. Z Př́ıkladu 3.46 už
v́ıme, že nehomogenńı soustava (4.20) má řešeńı (a to právě jedno) pro libovolnou volbu pravé strany tehdy
a jen tehdy, pokud homogenńı soustava (4.21) má pouze triviálńı řešeńı. Stejný typ tvrzeńı samozřejmě plat́ı
i pro sdružené rovnice (4.22) a (4.23).
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Pod́ıvejme se nyńı, jaký je vztah mezi rovnicemi (4.20) a (4.21) na jedné straně a rovnicemi (4.22) a (4.23)
na druhé straně. Poněvadž předpokládáme m = n, z Důsledku 4.35(ii) vid́ıme, že dim kerT = dimkerT ∗.
Tedy:

Podprostory řešeńı rovnic (4.21) a (4.23) maj́ı stejnou dimenzi.

To, že x je řešeńım rovnice (4.20) s pravou stranou y je ekvivalentńı tomu, že y ∈ ranT . Toto je podle
Věty 4.34(iv) ekvivalentńı tomu, že y ∈ (kerT )∗. Posledńı vlastnost je pak ekvivalentńı tomu, že 〈ξ, y〉 = 0
pro všechny vektory ξ ∈ kerT ∗. Dostáváme tedy ekvivalenci:

Rovnice (4.20) s pravou stranou y má řešeńı ⇐⇒ y je ortogonálńı ke každému řešeńı rovnice (4.23).

Analogické tvrzeńı samozřejmě plat́ı i pro pár (4.22) a (4.21).

Tato tvrzeńı o řešeńı soustav lineárńıch algebraických rovnic se nazývaj́ı Fredholmovy věty. My je dostáváme
elegantně coby d̊usledek abstraktńıch tvrzeńı o lineárńıch zobrazeńıch. ♦
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4.9 Cvičeńı

1. Necht’ x :=
(

2i
−1
0

)

, y :=
(

−1
−i
1

)

, z :=
(

0
i
0

)

jsou vektory v C3. Spočtěte:

(a) eukleidovké normy ‖x‖, ‖y‖, ‖z‖, ‖y − z‖;
(b) eukleidovské skalárńı součiny 〈x, y〉, 〈x, z〉, 〈y, z〉, 〈z, x〉.

2. Necht’ x, y ∈ R2 jsou nenulové. Ukažte, že plat́ı vztah

〈x, y〉 = ‖x‖‖y‖ cos θ ,

kde θ je úhel mezi vektory x a y (pokud si je představujeme jako šipky umı́stěné
v počátku souřadného systému R2).

[Hint: Nakreslete si trojúhelńık tvořený vektory x, y a x− y a užijte kosinovou větu.]

3. Necht’ u, v ∈ V. Dokažte následuj́ıćı ekvivalenci:

〈u, v〉 = 0 ⇐⇒ ∀α ∈ K, ‖u‖ ≤ ‖u+ αv‖ .

[Hint: Rozviňte pravou stranu a pǐste α = β〈v, u〉, kde β je malé reálné č́ıslo.]

4. Necht’ vektory u, v ∈ V splňuj́ı rovnosti

‖u‖ = 3 , ‖u+ v‖ = 4 , ‖u− v‖ = 6 .

Čemu je rovna norma ‖v‖?
[
√
17.]

5. Necht’ V je reálný vektorový prostor. Ukažte, že pak plat́ı vztah

∀u, v ∈ V, 〈u, v〉 = 1

4

(
‖u+ v‖2 − ‖u− v‖2

)
.

6. Necht’ V je komplexńı vektorový prostor. Ukažte, že pak plat́ı vztah

∀u, v ∈ V, 〈u, v〉 = 1

4

(
‖u+ v‖2 − ‖u− v‖2 + i‖u− iv‖2 − i‖u+ iv‖2

)
.

7. Ukažte, že vektory





1

2

1

2

1

2

1

2



 ,





1

2

1

2

− 1

2

− 1

2



 ,





1

2

− 1

2

− 1

2

1

2



 ,





− 1

2

1

2

− 1

2

1

2



 ,

tvoř́ı ortonormálńı bázi v R4.

8. Pomoćı Gram–Schmidtova ortogonalizačńıho procesu zkonstruujte z vektor̊u

(
2
0
0

)

,
(

2
2
0

)

,
(

2
2
2

)

,

ortonormálńı bázi v R3.
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9. Pomoćı Gram–Schmidtova ortogonalizačńıho procesu zkonstruujte z vektor̊u

(
2i
0
0

)

,
(

2i
2i
0

)

,
(

2i
2i
2i

)

,

ortonormálńı bázi v C3.

10. Ukažte, že zobrazeńı

φ : K3 → K :
{(

x1

x2

x3

)

7→ 2x1 − 5x2 + x3

}

je lineárńı funkcionál na K3.

11. Uvažujme lineárńı zobrazeńı

T : C3 → C
2 :
{(

x1

x2

x3

)

7→
(
ix2+3x3

2x1

)}

.

Spočtěte k němu sdružené zobrazeńı T ∗.

[T : C2 → C3 :
{

( y1
y2 ) 7→

( 2y2
−iy1
3y1

)}

.]

12. Necht’ v ∈ V je fixńı vektor a uvažujme lineárńı zobrazeńı

T : V→ K : {u 7→ 〈v, u〉} .

Spočtěte k němu sdružené zobrazeńı T ∗.

[T ∗ : K→ V : {α 7→ αv}.]
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5 Matice

V této kapitolce konečně zavedeme pojem matice a ukážeme si souvislost matic s lineárńımi
zobrazeńımi. Budeme implicitně předpokládat, že č́ısla m,n znač́ıćı počet vektor̊u či velikost
matic jsou striktně kladná celá č́ısla, tedy:

m,n ∈ N∗.

5.1 Tabulková definice

Definice 5.1. Matićı typu m×n nazveme obdélńıkovou tabulku o m řádćıch a n sloupćıch






a11 . . . a1n
...

...
am1 . . . amn




 , (5.1)

kde ajk ∈ K, j = 1, . . . , m, k = 1, . . . , n.

Č́ısla ajk vystupuj́ıćı v matici budeme nazývat prvky matice. n-tici č́ısel

aj :=
(
aj1, . . . , ajn

)

budeme nazývat j-tým řádkem matice a m-tici č́ısel

ak :=






a1k
...

amk






budeme nazývat k-tým sloupcem matice. Všimněte si, že prvńı index č́ısla ajk znač́ı č́ıslo
řádku a druhý index znač́ı č́ıslo sloupce.

Je-li m = n, mluv́ıme o čtvercové matici stupně n.

Jsou-li všechny prvky matice reálná č́ısla, mluv́ıme o reálné matici. Jinak mluv́ıme o kom-
plexńı matici.

Matice typu m×n má tedy m řádk̊u a n sloupc̊u. Na tyto sloupce se můžeme d́ıvat jako na
matice typu m×1 nebo také jako na prvky v Km (sloupcové vektory). Podobně na řádky se
můžeme d́ıvat jako na matice typu 1× n nebo také jako na prvky v Kn (řádkové vektory).

Tabulku (5.1) budeme př́ıležitostně zkracovat na (ajk)
k=1,...,n
j=1,...,m či dokonce na (ajk), pokud

bude rozsah index̊u jasný z kontextu.

5.2 Matice lineárńıho zobrazeńı

Necht’ T ∈ L (V,W). Necht’ (v1, . . . , vn) je báze prostoru V a (w1, . . . , wm) je báze pros-
toru W. Z vlastnost́ı báze plyne, že pro každý index k = 1, . . . , n existuj́ı jednoznačně
určená č́ısla a1k, . . . , amk ∈ K taková, že máme rozklad

Tvk = a1kw1 + · · ·+ amkwm .

Č́ısla ajk zcela určuj́ı lineárńı zobrazeńı T , protože lineárńı zobrazeńı je určeno svými hod-
notami na prvćıch báze (viz Př́ıklad 3.8).



68 5. Matice David Krejčǐŕık

Definice 5.2. Matice zobrazeńı T ∈ L (V,W) vzhledem k báźım (v1, . . . , vn) ∈ V
n a

(w1, . . . , wm) ∈Wm je tabulka

M
(
T, (v1, . . . , vn), (w1, . . . , wm)

)
:=






a11 . . . a1n
...

...
am1 . . . amn




 ,

jej́ıž prvky jsou (jednoznačně) určeny rozklady

Tvk = a1kw1 + · · ·+ amkwm , k = 1, . . . , n .

Pokud volba báźı je zřejmá z kontextu, budeme označeńı matice zobrazeńı T zkracovat
na M(T ). Pokud V = W a ve V coby výchoźım i ćılovém prostoru zvoĺıme stejnou bázi
(v1, . . . , vn) ∈ Vn, zkracujeme M

(
T, (v1, . . . , vn), (v1, . . . , vn)

)
=: M

(
T, (v1, . . . , vn)

)

Jako pomůcku pro zapamatováńı si, jak je matice M(T ) zkonstruována z T , si můžete
napsat vektory báze výchoźıho prostoru v1, . . . , vn nahoru a vektory báze ćılového prostoru
w1, . . . , wm doleva tabulky takovýmto zp̊usobem:

v1 . . . vk . . . vn

w1
...

wm






a1k
...

amk




 .

Zde zobrazujeme pouze k-tý sloupec matice, a ten se skládá právě z č́ısel, která potřebujeme,
abychom mohli zapsat Tvk coby lineárńı kombinaci vektor̊u w1, . . . , wm.

Př́ıklad 5.3. Matice nulového zobrazeńı se skládá z prvk̊u, jež jsou všechny rovny nule. Tedy

M(0) =






0 . . . 0
...

...
0 . . . 0




 .

♦

Př́ıklad 5.4. Připomeňme si nyńı zobrazeńı z Př́ıkladu 3.7

T : Kn → K
m :

{





x1
...
xn






︸ ︷︷ ︸

x

7→






a11x1 + · · ·+ a1nxn
...

am1x1 + · · ·+ amnxn




 =:






y1
...
ym






︸ ︷︷ ︸

y

}

,

kde ajk ∈ K, j = 1, . . . ,m, k = 1, . . . , n. Připomeňme, že v př́ıpadě souřadnicových prostor̊u Kn vždy
(pokud neřekneme jinak) uvažujeme kanonickou bázi (viz Př́ıklady 2.6 a 2.22). Za tohoto předpokladu se
čtenář snadno přesvědč́ı o tom, že matice zobrazeńı T má přesně předpokládaný tvar

M(T ) =






a11 . . . a1n
...

...
am1 . . . amn




 .

♦
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5.3 Operace s maticemi

Právě jsme viděli, že každému lineárńımu zobrazeńı odpov́ıdá matice. Je matice součtu
lineárńıch zobrazeńı rovna součtu matic jednotlivých zobrazeńı? Je matice lineárńıho zo-
brazeńı přenásobeného nějakým č́ıslem rovna č́ıslu krát matice samotného lineárńıho zo-
brazeńı? Tedy

∀T, S ∈ L (V,W), M(T + S)
?
= M(T ) +M(S) , (5.2)

∀T ∈ L (V,W), α ∈ K M(αT )
?
= αM(T ) . (5.3)

V této fázi nemaj́ı otázky dobrý smysl, poněvadž, přestože jsme definovali pojem součtu
dvou lineárńıch zobrazeńı a přenásobeńı lineárńıho zobrazeńı č́ıslem, součet matic a jejich
násobeńı č́ısly jsme zat́ım nedefinovali. Naštěst́ı zřejmé definice dávaj́ı ty správné vlastnosti.

Jmenovitě, pro matice stejného typu m×n zavedeme jejich součet přes součet jejich prvk̊u:





a11 . . . a1n
...

...
am1 . . . amn




+






b11 . . . b1n
...

...
bm1 . . . bmn




 :=






a11 + b11 . . . a1n + b1n
...

...
am1 + bm1 . . . amn + bmn




 ,

tedy (ajk) + (bjk) := (ajk + bjk). Přenásobeńı č́ıslem definujeme rovněž po složkách:

α






a11 . . . a1n
...

...
am1 . . . amn




 :=






αa11 . . . αa1n
...

...
αam1 . . . αamn




 ,

tedy α(ajk) := (αajk). Čtenář si snadno ověř́ı, že s takto definovanými operacemi skutečně
plat́ı rovnosti (5.2) a (5.3).

Poněvadž jsme zavedli operace součet a přenásobeńı č́ıslem, neměli byste být překvapeni,
že se tu co nevidět objev́ı vektorový prostor. Označme si symbolem Km×n množinu všech
matic typu m × n, jejichž prvky jsou č́ısla z tělesa K. S operacemi sč́ıtáńı a přenásobeńı
č́ıslem definovanými výše se skutečně jedná o vektorový prostor.

Tvrzeńı 5.5. Km×n je vektorový prostor nad K.

Pod́ıvejme se nyńı na matici složeného zobrazeńı. Za t́ımto účelem uvažujme tři vektorové
prostory U, V a W a jejich báze (u1, . . . , up), (v1, . . . , vn) a (w1, . . . , wm). Necht’ S ∈ L (U,V)
a T ∈ L (V,W). Složené zobrazeńı TS je lineárńı zobrazeńı z U do W. Máme tedy takovýto
diagram:

dimV=n

V

T

##●
●●

●●
●●

●●
●●

●

U
dimU=p

S

;;①①①①①①①①①①①①

TS
// W
dimW=m

Jak můžeme spoč́ıtat matici složeného zobrazeńı M(TS) z jednotlivých matic M(T ) a M(S)?
Nejhezč́ı řešeńı by bylo mı́t takovýto vztah

M(TS)
?
= M(T )M(S) . (5.4)
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Pravá strana rovnice však nedává žádný smysl, poněvadž jsme prozat́ım nedefinovali součin
matic. Definujme nyńı tuto operaci, a to právě tak, aby platil vztah (5.4).

Označme si složky jednotlivých matic zobrazeńı:

M(T ) =:






a11 . . . a1n
...

...
am1 . . . amn




 , M(S) =:






b11 . . . b1p
...

...
bn1 . . . anp




 , M(TS) =:






c11 . . . c1p
...

...
cm1 . . . cmp




 .

Potom máme, pro všechna k = 1, . . . , p,

TSuk = T

(
n∑

r=1

brkvr

)

=
n∑

r=1

brkTvr =
n∑

r=1

brk

m∑

j=1

ajrwj =
m∑

j=1

(
n∑

r=1

ajrbrk

︸ ︷︷ ︸

cjk

)

wj .

Z toho vid́ıme, že M(TS) je matice typu m× p, jej́ıž prvek v j-tém řádku a k-tém sloupci
je dán vztahem

∑n
r=1 ajrbrk.

Nyńı je jasné, jak definovat násobeńı matic, aby platil vztah (5.4). Máme-li m × n matici
A = (ajk) a n × p matici B = (bjk), potom AB = (cjk) je matice typu m × p definovaná
prvky

cjk :=

n∑

r=1

ajrbrk (pro součin matic C = AB). (5.5)

Všimněte si, že se sč́ıtá přes indexy, jež spolu soused́ı. Tedy prvek cjk matice C = AB,
jež sed́ı na pr̊uniku j-tého řádku a k-tého sloupce, dostaneme tak, že j-tý řádek mat-
ice A “pronásob́ıme” s k-tým sloupcem matice B, kde pronásobeńı můžeme chápat jako
reálný eukleidovský skalárńı součin na Rn vektoru aj (napsaném do sloupce) s vektorem bk.
Schematicky:



 cjk := aj1b1k + · · ·+ ajnbnk



 =



aj1 . . . ajn










b1k
...

bnk






Dobře si uvědomte, že součin matic definujeme pouze pro matice, kdy počet sloupc̊u prvńı
(zleva) matice (A) je roven počtu řádk̊u druhé matice (B), jinak by toto pronásobeńı nemělo
smysl.

Možná jste se s touto definićı násobeńı matic už setkali v nějakém předchoźım kurzu, ale
nejsṕı̌s jste pro ńı neviděli tuto motivaci.

Pozor! Násobeńı matic neńı komutativńı (najděte si př́ıklad, viz Cvičeńı 3.7.5). Komutátor
čtvercových matic A a B můžeme zavést obdobně jako pro zobrazeńı: [AB] := AB − BA.

5.4 Matice vektoru

Definice 5.6. Matićı vektoru v ∈ V vzhledem k bázi (v1, . . . , vn) ∈ Vn je matice typu n× 1

M
(
v, (v1, . . . , vn)

)
:=






b1
...
bn




 ,
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jej́ıž prvky jsou (jednoznačně) určeny rozkladem

v = b1v1 + · · ·+ bnvn .

Pokud volba báze je zřejmá z kontextu, budeme označeńı matice vektoru v opět zkracovat
na M(v).

Následuj́ıćı tvrzeńı ukazuje, jak pojmy matice lineárńıho zobrazeńı, matice vektoru a náso-
beńı matic do sebe hezky zapadaj́ı.

Tvrzeńı 5.7. Necht’ je dána báze (v1, . . . , vn) prostoru V a báze (w1, . . . , wm) prostoru W.
Pro libovolné zobrazeńı T ∈ L (V,W) a vektor v ∈ V plat́ı

M(Tv) = M(T )M(v) .

D̊ukaz. Máme

M(T ) =






a11 . . . a1n
...

...
am1 . . . amn




 , kde Tvk =:

m∑

j=1

ajkwj

je rozklad do báze pro dané k = 1, . . . , n. Obdobně máme

M(v) =






b1
...
bn




 , kde v =:

n∑

k=1

bkvk .

Z uvedených rozklad̊u do báze odvod́ıme

Tv =

n∑

k=1

bkTvk =

n∑

k=1

bk

m∑

j=1

ajkwj =

m∑

j=1

(
n∑

k=1

ajkbk

)

wj ,

z čehož (a definice matice vektoru) vid́ıme, že

M(Tv) =






a11b1 + · · ·+ a1nbn
...

am1b1 + · · ·+ amnbn




 .

Stejný výsledek však dostaneme, pokud pronásob́ıme matice M(T ) a M(v) podle pravidla
násobeńı matic.

5.5 Izomorfismus

Definice 5.8. Dva vektorové prostory jsou izomorfńı, pokud existuje invertibilńı lineárńı
zobrazeńı z jednoho prostoru na druhý.
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Takovémuto zobrazeńı budeme ř́ıkat izomorfismus. Pokud V a W jsou dva izomorfńı vek-
torové prostory, ṕı̌seme V ≃W, což naznačuje, že tyto prostory maj́ı stejné vlastnosti v tom
smyslu, že izomorfńı zobrazeńı poskytuje jednoznačné přǐrazeńı mezi prvky jednotlivých
prostor̊u.

Tomu odpov́ıdá i samotná terminologie: Řecké slovo isos znamená “stejný” a řecké slovo
morf znamená “tvar”.

Lze se jednoduše přesvědčit o tom, že pokud dva vektorové prostory jsou izomorfńı a jeden
z nich je konečně dimenzionálńı, nezbytně i ten druhý muśı být konečně dimenzionálńı.
Následuj́ıćı tvrzeńı ukazuje, že plat́ı mnohem v́ıc.

Věta 5.9. Plat́ı tato ekvivalence:

V ≃W ⇐⇒ dimV = dimW .

D̊ukaz. Opět dokážeme ekvivalenci jako platnost dvou implikaćı.

⇒ Izomorfnost prostor̊u podle definice znamená, že existuje invertibilńı lineárńı zobrazeńı
T : V → W. Poněvadž T je invertibilńı, je bijektivńı (Věta 3.43), a tud́ıž ker T = {0} a
ranT = W. Tedy dim ker T = 0 a dim ranT = dimW. Z Věty 3.35 pak plyne

dimV = dimker T + dim ranT = dimW ,

což jsme chtěli ukázat.

⇐ Necht’ (v1, . . . , vn) je báze prostoru V a (w1, . . . , wn) je báze prostoru W. Necht’ dále
T : V→W je lineárńı zobrazeńı definované předpisem

T (a1v1 + · · ·+ anvn) := a1w1 + · · ·+ anwn ,

kde a1, . . . , an ∈ K jsou libovolná č́ısla. Potom T je surjektivńı (jelikož w1, . . . , wn generuj́ıW)
a injektivńı (jelikož w1, . . . , wn jsou lineárně nezávislé). Tedy T je bijektivńı, a tud́ıž invert-
ibilńı (Věta 3.43). Zobrazeńı T je hledaný izomorfismus mezi prostory V a W.

Důsledkem předchoźı věty je naprosto pozoruhodné tvrzeńı: Každý konečně dimenzionálńı
vektorový prostor V je izomorfńı souřadnicovému prostoru Kn s n := dimV. To umožňuje
převést řešeńı jistých úloh v abstraktńım prostoru V na řešeńı odpov́ıdaj́ıćıch úloh v souřad-
nicovém prostoru K

n. To může být v mnoha ohledech jednodušš́ı, protože můžeme využ́ıt
speciálńıch vlastnost́ı prostoru Kn, jenž obecný vektorový prostor nemá (např́ıklad existenci
skalárńıho součinu).

Proč se tedy v̊ubec zabývat abstraktńımi vektorovými prostory? Důvod je ten, že i zkoumáńı
v prostoru Kn vede k prostor̊um, jež nejsou rovny Kn (např́ıklad jádro či obor hodnot
lineárńıch zobrazeńı, prostor matic či polynomů); přestože každý z těchto prostor̊u je sice
izomorfńı nějakému Km, tento postřeh zkoumáńı nijak nezjednoduš́ı.

Zafixujme nějakou bázi (v1, . . . , vn) prostoru V a bázi (w1, . . . , wm) prostoru W. Definujme
zobrazeńı

M : L (V,W)→ K
m×n : {T 7→ M(T )} . (5.6)
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Definice součtu matic a přenásobeńı č́ıslem zaručuj́ı, že takto definované zobrazeńı je li-
neárńı. Následuj́ıćı tvrzeńı ukazuje, že zobrazeńı M definuje izomorfismus mezi prostorem
lineárńıch zobrazeńı L (V,W) a prostorem matic Km×n.

Tvrzeńı 5.10. Zobrazeńı M je izomorfismus.

D̊ukaz. Lineárnost jsme už okomentovali, tud́ıž stač́ı dokázat, že M je invertibilńı. Podle
Věty 3.43 stač́ı ukázat, že M je bijektivńı.

Začněme s injektivitou. Pokud T ∈ L (V,W) a M(T ) = 0, potom Tvk = 0 pro všechna
k = 1, . . . , n. Poněvadž (v1, . . . , vn) je báze, dostáváme T = 0, a tedy M je injektivńı.

Abychom ukázali, že M je surjektivńı, vezměme matici

A :=






a11 . . . a1n
...

...
am1 . . . amn




 ∈ K

m×n

a zobrazeńı T ∈ L (V,W) splňuj́ıćı

Tvk =

m∑

j=1

ajkwj , k = 1, . . . , n .

Je jasné, že M(T ) = A, a tud́ıž M = Km×n, což jsme chtěli ukázat.

Izomorfismus 5.6 je velice silná a užitečná vlastnost. Speciálně nám ukazuje, že pojmy jako
jádro, hodnost, obor hodnot, injektivita, surjektivita a invertibilita, jež jsme zavedli pro
abstraktńı zobrazeńı T : V→ W, lze zavést i pro matici M(T ), a tedy pro jakoukoli matici
z Km×n pokud ji chápeme jako zobrazeńı z Kn do Km, viz ńıže. Je vhodné držet v paměti
následuj́ıćı diagram:

∈V
v
❴

M

��

✤ T //
∈W
w
❴

M

��
M(v, (v1, . . . , vn))

∈Kn

✤

M(T,(v1,...,vn),(w1,...,wm))
// M(w, (w1, . . . , wm))

∈Km

(5.7)

kde (v1, . . . , vn) je báze ve V a (w1, . . . , wm) je báze ve W.

Př́ıklad 5.11. Jako aplikaci uvažujme abstraktńı operátorovou rovnici

Tv = w , (5.8)

kde T ∈ L (V,W). Zvoĺıme-li v prostoru V bázi (v1, . . . , vn) a v prostoru W bázi (w1, . . . , wm), potom
izomorfismus 5.6 zaručuje, že vektor v ∈ V je řešeńım (5.8) tehdy a jen tehdy, pokud souřadnicový vektor
M(v) ∈ Kn je řešeńım maticové rovnice

M(T )M(v) = M(w) . (5.9)

Stač́ı se tedy zabývat pouze rovnićı (5.9), jež je jednodušš́ı než obecná rovnice (5.8). Jak už bylo zmı́něno,
můžeme např́ıklad použ́ıt speciálńıch vlastnost́ı souřadnicového prostoruKn, které obecný vektorový prostor
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nemá (např́ıklad existenci skalárńıho součinu). Připomeňme, že pokud složky vektoru v vzhledem k bázi
(v1, . . . , vn) označ́ıme x1, . . . , xn, tedy v = x1v1+ · · ·+xnvn, složky vektoru w vzhledem k bázi (w1, . . . , wm)
označ́ıme y1, . . . , ym, tedy w = y1w1 + · · ·+ ymym, a prvky matice M(T ) vzhledem k těmto báźım označ́ıme
ajk, tedy Tvk = a1kw1 + · · ·+ amkwm pro k = 1, . . . , n, pak (5.9) znamená






a11 . . . a1n
...

...
am1 . . . amn











x1
...
xn




 =






y1
...
ym




 ,

jež je vám dobře známá soustava lineárńıch algebraických rovnic. ♦

Jaká je dimenze prostoru matic Km×n? Zřejmá báze je dána maticemi, jejichž prvky jsou
všechny rovny nule, kromě jednoho prvku, jenž je roven jedničce:

(
1 0 ... 0
0 0 ... 0
...
...

...
0 0 ... 0

) (
0 1 ... 0
0 0 ... 0
...
...

...
0 0 ... 0

)

. . .

(
0 0 ... 1
0 0 ... 0
...
...

...
0 0 ... 0

)

(
0 0 ... 0
1 0 ... 0
...
...

...
0 0 ... 0

) (
0 0 ... 0
0 1 ... 0
...
...

...
0 0 ... 0

)

. . .

(
0 0 ... 0
0 0 ... 1
...
...

...
0 0 ... 0

)

...
...

...
(

0 0 ... 0
0 0 ... 0
...
...

...
1 0 ... 0

) (
0 0 ... 0
0 0 ... 0
...
...

...
0 1 ... 0

)

. . .

(
0 0 ... 0
0 0 ... 0
...
...

...
0 0 ... 1

)

.

Takovýchto matic je mn (m krát n), tedy:

Tvrzeńı 5.12. dimKm×n = mn .

Dı́ky tomuto tvrzeńı a izomorfismu M, dostáváme z Věty 5.9 takovýto d̊usledek:

Důsledek 5.13. dimL (V,W) = (dimV)(dimW) .

5.6 Hodnost matice

Připomeňme definici hodnosti lineárńıho zobrazeńı (3.3). Jak je přirozené definovat hod-
nost matice? Samozřejmě budeme cht́ıt vyžadovat, aby hodnost zobrazeńı a hodnost matice
tohoto zobrazeńı daly to samé č́ıslo.

Mějme matici typu m× n

A =






a11 . . . a1n
...

...
am1 . . . amn




 = (ajk)

k=1,...,n
j=1,...,m .

Každá takováto matice A nám definuje lineárńı zobrazeńı

TA : Kn → K
m : {x 7→ Ax} .
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Naopak matice lineárńıho zobrazeńı TA vzhledem ke kanonické bázi prostoru Kn je rovna A
(viz Př́ıklad 5.4). Zřejmě plat́ı

ranTA =












a11x1 + · · ·+ a1nxn
...

am1x1 + · · ·+ amnxn




 :






x1
...
xn




 ∈ K

n







= span











a11
...

am1




 , . . . ,






a1n
...

amn









 ,

kde druhá rovnost plyne z pozorováńı, že libovolný vektor z Kn můžeme napsat jako lineárńı
kombinaci vektor̊u kanonické báze (e1, . . . , en). Následuj́ıćı definice je tedy ta přirozená.

Definice 5.14. Hodnost matice A = (ajk)
k=1,...,n
j=1,...,m je č́ıslo

rankA := dim span











a11
...

am1




 , . . . ,






a1n
...

amn









 .

Hodnost matice je tedy maximálńı počet lineárně nezávislých sloupc̊u matice A.

Konzistenci tohoto pojmu pro matice s dř́ıve zavedeným pojmem hodnosti lineárńıho zo-
brazeńı osvětluje následuj́ıćı tvrzeńı.

Tvrzeńı 5.15. Necht’ T ∈ L (V,W). Plat́ı tato rovnost:

rankT = rankM(T ) .

D̊ukaz. Necht’ (v1, . . . , vn) je báze prostoru V a (w1, . . . , wm) je báze prostoru W. Funkce,
jež přǐrazuje vektoru w ∈ span(Tv1, . . . , T vn) matici vektoru M(w), je zřejmě izomorfismus
mezi lineárńımi obaly span(Tv1, . . . , T vn) a span(M(Tv1), . . . ,M(Tvn)). Tedy

rankT = dim span(Tv1, . . . , T vn) = dim span
(
M(Tv1), . . . ,M(Tvn)

)
= rankM(T ) ,

kde prvńı rovnost je d̊usledkem identity ranT = span(Tv1, . . . , T vn) a posledńı rovnost
plyne z Definice 5.14.

Všimněte si dobře, že v předchoźım tvrzeńı nevystupuj́ı žádné báze. Přestože tvar matice
M(T ) záviśı na volbě báźı v prostorech V a W, rovnost výše ukazuje, že hodnost matice na
volbě báźı nezáviśı (protože rankT na volbě báze nezáviśı).

K čemu je hodnost matice dobrá? Nacháźı uplatněńı zvláště při řešeńı operátorových rovnic,
jak demonstruje následuj́ıćı př́ıklad.

Př́ıklad 5.16 (Soustavy lineárńıch algebraických rovnic, Frobeniova věta). Uvažujme soustavu lineárńıch
algebraických rovnic (viz Př́ıklady 3.40 a 3.46)

Ax = y (5.10)



76 5. Matice David Krejčǐŕık

a odpov́ıdaj́ıćı homogenńı soustavu
Ax = 0 , (5.11)

kde použ́ıváme maticové zápisy

A :=






a11 . . . a1n
...

...
am1 . . . amn




 , x :=






x1
...
xn




 , y :=






y1
...
ym




 .

Z Př́ıkladu 3.40 už v́ıme, že (5.11) má netriviálńı řešeńı, pokud n > m; a že existuje volba y, pro ńıž (5.10)
neńı řešitelná, pokud n < m. Z Př́ıkladu 3.46 pro n = m v́ıme, že nastávaj́ı dvě možnosti: (i) bud’

rovnice (5.10) má řešeńı pro každé y, a to právě jedno, a rovnice (5.11) má pouze triviálńı řešeńı; nebo
(ii) rovnice (5.11) má netriviálńı řešeńı a rovnice (5.10) nemá řešeńı pro každé y.

V př́ıpadě, kdy (5.11) má netriviálńı řešeńı, kolik takových řešeńı je? Odpověd’ je jednoduchá. Stač́ı si
uvědomit, že množina všech řešeńı rovnice (5.11) je podprostor kerA ⊂⊂ Kn a že máme (z Věty 3.35 a
Tvrzeńı 5.15)

dimkerA = n− rankA .

Tedy počet řešeńı homogenńı rovnice (5.11) je roven počtu sloupc̊u matice A minus hodnost matice A.
Speciálně pokud rankA = n, (5.11) má pouze triviálńı řešeńı.

Obdobně, pokud je y v (5.10) dáno, jak rozhodnout, zda je soustava řešitelná? Za t́ımto účelem definujme
rozš́ı̌renou matici soustavy (5.10) takovýmto zp̊usobem

(A, y) :=






a11 . . . a1n y1
...

...
...

am1 . . . amn ym




 .

Potom plat́ı tzv. Frobeniova věta:

soustava (5.10) je řešitelná ⇐⇒ rankA = rank(A, y).

D̊ukaz. Soustavu (5.10) můžeme zapsat ve tvaru

n∑

j=1

xja
j = y , kde aj :=






a1j
...

amj






je j-tý sloupec matice A. Odtud je vidět, že soustava (5.10) má řešeńı tehdy a jen tehdy, když

y ∈ span(a1, . . . , an) . (5.12)

⇒ Plat́ı-li (5.12), pak rankA = rank(A, y), poněvadž lineárńı obal se nezměńı, vynecháme-li prvek, který
je lineárńı kombinaćı ostatńıch.

⇐ Je-li naopak rankA = rank(A, y), tedy

dim span(a1, . . . , an) = dim span(a1, . . . , an, y) ,

pak nezbytně máme (5.12). Skutečně, kdyby to nebyla pravda, byly by vektory aj1 , . . . , ajk , y pro nějakou
volbu 1 ≤ j1 < · · · < jk ≤ n lineárně nezávislé, kde aj1 , . . . , ajk , y je báze v span(a1, . . . , an), a tedy by
platilo

dim span(aj1 , . . . , ajk , y) = dim span(a1, . . . , an) + 1 ,

což nemůže být pravda.

♦
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5.7 Transpozice

Definujme si nyńı matici, jež dostaneme z dané matice prohozeńım řádk̊u a sloupc̊u.

Definice 5.17. Transponovaná matice k matici A = (ajk)
k=1,...,n
j=1,...,m je matice AT =

(aTkj)
j=1,...,m
k=1,...,n definovaná vztahy

aTkj := ajk

kde j = 1, . . . , m a k = 1, . . . , n.

Všimněte si, že pokud je matice A typu m×n, pak transponovaná matice AT je typu n×m.
Schematicky:

A =






a11 a12 . . . a1n
...

...
...

am1 am2 . . . amn




 , AT =








a11 . . . am1

a12 . . . am2
...

...
a1n . . . amn








,

kde schválně ṕı̌seme matice obdélńıkového tvaru, aby bylo jasné, jak se měńı při transpozici
typ matice.

Následuj́ıćı tvrzeńı nám ř́ıká, jak se transpozice matice chová v̊uči základńım operaćım na
matićıch.

Tvrzeńı 5.18. Plat́ı tyto vztahy:

(i) ∀A,B ∈ K
m×n, (A+B)T = AT +BT ;

(ii) ∀A ∈ K
m×n, α ∈ K, (αA)T = αAT ;

(iii) ∀A ∈ K
m×n, B ∈ K

n×p, (AB)T = BTAT .

D̊ukaz. Důkaz tvrzeńı (i) a (ii) přenecháváme čtenáři. Dokažme si pouze zaj́ımavou vlast-
nost (iii). Pǐsme prvky matic, co nás zaj́ımaj́ı, ve tvaru

A = (ajk)
k=1,...,n
j=1,...,m , B = (bjk)

k=1,...,p
j=1,...,n ,

C := AB = (cjk)
k=1,...,p
j=1,...,m , D := BTAT = (djk)

k=1,...,m
j=1,...,p .

Podle definice součinu matic (viz (5.5)) a Definice 5.17 máme

cTkj = cjk =

n∑

r=1

ajrbrk , dkj =

n∑

s=1

bTksa
T
sj =

n∑

s=1

bskajs .

Zřejmě plat́ı cTkj = dkj pro všechna k = 1, . . . , p a j = 1, . . . , m.

5.8 Sdružeńı
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Definice 5.19. Sdružená matice k matici A = (ajk)
k=1,...,n
j=1,...,m je matice A∗ = (a∗kj)

j=1,...,m
k=1,...,n

definovaná vztahy
a∗kj := aTkj

kde j = 1, . . . , m a k = 1, . . . , n.

Sdruženou matici A∗ tedy dostaneme tak, že nejdř́ıve zkonstruujeme transponovanou matici AT

a pak každý prvek matice AT komplexně sdruž́ıme (nebo samozřejmě můžeme postupovat v
opačném pořad́ı). Připomeneme-li Definici 5.17 transponované matice, máme zřejmý vztah
a∗kj := ajk. Rozumı́me-li symbolem A matici, jež dostaneme z matice A tak, že všechny jej́ı
prvky komplexně sdruž́ıme, máme snadno zapamatovatelný vztah

A∗ = A
T
= AT .

Schematicky:

A =






a11 a12 . . . a1n
...

...
...

am1 am2 . . . amn




 , A∗ =








a11 . . . am1

a12 . . . am2
...

...
a1n . . . amn








.

Následuj́ıćı tvrzeńı nám ukazuje, že definice sdružené matice je konzistentńı s dř́ıve zave-
deným pojmem sdruženého zobrazeńı (viz Definice 4.31). Tedy matice sdruženého zobrazeńı
je rovna sdružené matici p̊uvodńıho zobrazeńı.

Tvrzeńı 5.20. Necht’ T ∈ L (V,W), kde V,W jsou vektorové prostory se skalárńım
součinem. Necht’ (v1, . . . , vn) je ortonormálńı báze ve V a (w1, . . . , wm) je ortonormálńı
báze ve W. Pak plat́ı vztah

M
(
T ∗, (w1, . . . , wm), (v1, . . . , vn)

)
= M

(
T, (v1, . . . , vn), (w1, . . . , wm)

)∗
.

D̊ukaz. Použijme zkratkovitá označeńı

M(T ) := M
(
T, (v1, . . . , vn), (w1, . . . , wm)

)
=: (ajk)

k=1,...,n
j=1,...,m ,

M(T ∗) := M
(
T ∗, (w1, . . . , wm), (v1, . . . , vn)

)
=: (bkj)

j=1,...,m
k=1,...,n .

Připomeňme, že k-tý sloupec matice M(T ) dostaneme tak, že Tvk naṕı̌seme jako lineárńı
kombinaci vektor̊u w1, . . . , wm; koeficienty této lineárńı kombinace jsou pak přesně ta č́ısla,
jež tvoř́ı k-tý sloupec maticeM(T ). Poněvadž (w1, . . . , wm) je ortonormálńı báze ve W, v́ıme,
jak psát Tvk jako lineárńı kombinaci vektor̊u w1, . . . , wm (viz (4.10)):

Tvk = 〈w1, T vk〉w1 + · · ·+ 〈wm, T vk〉wm .

Z toho dostáváme výraz pro prvek v j-tém řádku a k-tém sloupci matice M(T ):

ajk = 〈wj, T vk〉 .
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Obdobným postupem (nebo stač́ı jen prohodit role T a v1, . . . , vn na jedné straně s rolemi T ∗

a w1, . . . , wm na druhé straně) dostaneme

bjk = 〈vj , T ∗wk〉 = 〈Tvj, wk〉 = 〈wk, T vj〉 ,

kde druhá rovnost plyne z definice sdruženého zobrazeńı a třet́ı rovnost plyne z vlastnost́ı
skalárńıho součinu. Tedy plat́ı

bjk = akj = aTjk = a∗jk ,

což jsme chtěli dokázat.

Pro platnost předešlého tvrzeńı je naprosto kruciálńı, že uvažujeme ortonormálńı báze. Na
druhou stranu pojem sdruženého zobrazeńı je nezávislý na volbě báze. Z tohoto d̊uvodu
budeme upřednostňovat sdružená lineárńı zobrazeńı, namı́sto sdružených matic.

Důležitým d̊usledkem jsou následuj́ıćı tvrzeńı.

Věta 5.21. ∀A ∈ Km×n,

(i) rankA = rankA∗;

(ii) rankA = rankAT .

D̊ukaz. Uvažujme zobrazeńı

TA : Kn → K
m : {x 7→ Ax} ,

TA∗ : Km → K
n : {ξ 7→ A∗ξ} .

Vzhledem ke kanonickým báźım prostor̊u Kn a Km dostáváme z Tvrzeńı 5.20 vztah

M(TA
∗) = M(TA)

∗ = A∗ = M(TA∗) .

Poněvadž zobrazeńı M : L (Km,Kn)→ Kn×m je izomorfismus, plat́ı

TA
∗ = TA∗ .

Z toho následně dostáváme výsledek

rankTA∗ = rankTA
∗ = rankTA ,

kde druhá rovnost plyne z abstraktńıho Důsledku 4.35(i). K ověřeńı platnosti tvrzeńı (i)
si stač́ı uvědomit, že hodnost matice A jsme definovali právě jako hodnost (=dimenze
oboru hodnot) odpov́ıdaj́ıćıho zobrazeńı TA (viz Definice 5.14). Druhé tvrzeńı (ii) pak plyne
okamžitě z rovnosti rankA = rankA, jež plat́ı pro libovolnou matici A (ověřte si).

Hodnost matice A je tedy rovna maximálńımu počtu lineárně nezávislých sloupc̊u (podle
Definice 5.14) a zároveň maximálńımu počtu lineárně nezávislých řádk̊u (podle předešlé
Věty 5.21(ii)).
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Důsledek 5.22. ∀A ∈ Km×n,
rankA ≤ min{m,n} .
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5.9 Cvičeńı

1. Spočtěte součin matic




1 2
3 4
5 6





(
6 5 4 3
2 1 0 −1

)

.

[
(

10 7 4 1
26 19 12 5
42 31 20 9

)

.]

2. Rozhodněte, které z následuj́ıćıch maticových součin̊u má smysl, a v př́ıpadě, že smysl
má, součin spoč́ıtejte.

(a)





1 0 2 −1
0 3 4 9
7 4 1 5











2 i
1 3
0 −1
ei 0







, (b)





1 0 2 −1
0 3 4 9
7 4 1 5











2 1
1 3
0 −1
6 0







,

(c)







2 1
1 3
0 −1
6 0











1 0 2 −1
0 3 4 9
7 4 1 5



 , (d)
(
1 0 2 −1

)







2
1
0
ei







,

(e)





2
1
0




(
1 0 2 −1

)
, (f)

(
1 2

)





1 2
0 −1
4 i



 .

[(a), (b), (d), (e) maj́ı smysl, ostatńı ne.]

3. Uvažujte matici

Aθ :=

(
cos θ − sin θ
sin θ cos θ

)

,

kde θ ∈ R. Ukažte, že plat́ı vztah

∀θ1, θ2 ∈ R, Aθ2Aθ1 = Aθ1+θ2 .

Interpretujte geometricky (viz Cvičeńı 3.7.4).

4. Dokažte, že distributivńı vlastnost plat́ı pro součet a násobeńı matic. Jinými slovy,
necht’ A,B,C jsou matice takové, že výraz A(B + C) má smysl. Dokažte, že potom
AB + AC má smysl a že plat́ı

A(B + C) = AB + AC .

5. Dokažte, že násobeńı matic je asociativńı. Jinými slovy, necht’ A,B,C jsou matice
takové, že výraz (AB)C má smysl. Dokažte, že potom A(BC) má smysl a že plat́ı

(AB)C = A(BC) .

6. Dokažte, že násobeńı matic neńı komutativńı.

[Hint: Spočtěte komutátor matic ( 1 0
0 0 ) a ( 0 0

0 1 ), viz Př́ıklad 3.11.]
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7. Uvažujte lineárńı zobrazeńı

T : K2 → K
2 :

{(
x1

x2

)

7→
(
a11x1 + a12x2

a21x1 + a22x2

)}

,

kde a11, a12, a21, a22 ∈ K jsou daná č́ısla. Najděte matici zobrazeńı T v̊uči těmto báźım
v K2 (výchoźı i ćılový prostor zobrazeńı):

(a) ( 1
0 ) , ( 0

1 ) (kanonická báze);

(b) ( 1
0 ) , ( 1

1 );

(c) ( i
0 ) , ( 0

i ).

[(a) ( a11 a12
a21 a22 ); (b)

(
a11−a21 a11+a12−a21−a22

a21 a21+a22

)
; (c) ( a11 a12

a21 a22 ). ]

8. Uvažujte lineárńı zobrazeńı

T : K2 → K
3 :







(
x1

x2

)

7→





a11x1 + a12x2

a21x1 + a22x2

a31x1 + a32x2










,

kde a11, a12, a21, a22, a31, a32 ∈ K jsou daná č́ısla. Najděte matici zobrazeńı T v̊uči
těmto báźım:

(a) ( 1
0 ) , ( 0

1 ) pro K2 a
(

1
0
0

)

,
(

0
1
0

)

,
(

0
0
1

)

pro K3 (kanonické báze);

(b) ( 1
1 ) , ( 0

1 ) pro K2 a
(

1
0
0

)

,
(

0
1
0

)

,
(

0
0
1

)

pro K3.

[(a) ( a11 a12
a21 a22 ); (b)

(
a11+a12 a12
a21+a22 a22
a31+a32 a32

)

. ]

9. Uvažujte matici

A :=





1 −1 0
2 −2 0
0 1 −3





a odpov́ıdaj́ıćı zobrazeńı TA : R3 → R3 : {x 7→ Ax}.
(a) Spočtěte jádro, jeho dimenzi, obor hodnot a hodnost zobrazeńı TA a hodnost

matice A.

[ker TA = span
((

3
3
1

))

, dim ker TA = 1, ranTA = span
((

1
2
0

)

,
(

0
0
−3

))

, rankTA =

rankA = 2.]

(b) Najděte sdruženou matici A∗ a definujte odpov́ıdaj́ıćı zobrazeńı TA∗ . Spočtěte
jádro, jeho dimenzi, obor hodnot a hodnost zobrazeńı TA∗ a hodnost matice A∗.

[ker TA∗ = span
((

−2
1
0

))

, dim ker TA∗ = 1, ranTA∗ = span
((

1
−1
0

)

,
(

0
1
−3

))

, rankTA∗ =

rankA∗ = 2.]

(c) Rozhodněte, zda soustava Ax = y je řešitelná pro

y :=
(

1
3
0

)

,

a to (i) př́ımým výpočtem, (ii) užit́ım Frobeniovy věty a (iii) užit́ım Fredholmovy
věty. Je-li řešitelná, najděte řešeńı.

[Soustava neńı řešitelná; (ii) rank(A, y) = 3; (iii) y 6∈ (ker TA∗)⊥. ]
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(d) Stejné zadáńı jako v předchoźım bodě, avšak pro pravou stranu

y :=
(

1
2
0

)

.

[Soustava je řešitelná; (ii) rank(A, y) = 2; (iii) y ∈ (ker TA∗)⊥. Řešeńım jsou prvky

množiny
{(

1
0
0

)

+ s
(

3
3
1

)

: s ∈ R

}

. ]
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6 Determinanty

Tato kapitolka neńı logickým pokračováńım předchoźıch, avšak bude užitečná pro prak-
tické výpočty s vektory a maticemi (zkoumáńı lineárńı závislosti a nezávislosti vektor̊u,
hodnosti matice, řešeńı soustavy lineárńıch algebraických rovnic). Hlubš́ımu porozuměńı
determinantu coby invariantu lineárńıho zobrazeńı dosáhneme až na konci této kapitolky.

V této kapitolce budeme uvažovat pouze čtvercové matice typu n×n, jež budeme genericky
značit

A := (ajk)j,k=1,...,n =






a11 . . . a1n
...

...
an1 . . . ann




 ,

kde n ∈ N∗ a ajk ∈ K, j, k = 1, . . . , n.

Diagonálou čtvercové matice A budeme rozumět prvky matice, jež lež́ı na šikmé čáře, jež
jde z levého horńıho rohu do pravého dolńıho rohu, tedy m-tici č́ısel

a11, a22, . . . , ann .

6.1 Inverzńı matice

Začněme představeńım ještě jedné operace na prostoru matic, která nám poslouž́ı jako mo-
tivace pro zavedeńı pojmu determinantu.

Jak definovat inverzńı matici ke čtvercové matici A? Přirozené je chápat matici A jako
lineárńı zobrazeńı TA na souřadnicovém prostoru definované předpisem

TA : Kn → K
n :












x1
...
xn




 7→






a11x1 + · · ·+ a1nxn
...

an1x1 + · · ·+ annxn




 =






a11 . . . a1n
...

...
an1 . . . ann











x1
...
xn












. (6.1)

Připomeňme (viz Př́ıklad 5.4), že matice tohoto zobrazeńı TA vzhledem ke kanonické bázi
(e1, . . . , en) prostoru Kn je rovna právě matici A, tedy M(TA) = A. Avšak pro lineárńı
zobrazeńı jsme inverzńı zobrazeńı definovali (viz Definice 3.41): je to lineárńı zobrazeńı T−1

A

splňuj́ıćı
T−1
A TA = I = TAT

−1
A , (6.2)

kde I je identické zobrazeńı na Kn, t.j.

I : Kn → K
n :












x1
...
xn




 7→






x1
...
xn




 =






1 0
. . .

0 1











x1
...
xn












.

Z tohoto předpisu vid́ıme, že matice identického zobrazeńı I vzhledem ke kanonické bázi
(e1, . . . , en) splňuje

M(I) =






1 0
. . .

0 1




 =: I , (6.3)

kde na pravé straně vystupuje matice, jež má na diagonále samé jedničky a všechny os-
tatńı prvky jsou rovny nule. Jak ukazuje posledńı (definičńı) rovnost, tuto matici budeme
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schismaticky opět označovat symbolem I. Aplikaćı izomorfismu M : L (Kn) → Kn×n na
rovnosti v (6.4) a připomenut́ım, že maticové násobeńı je konzistentńı se skládáńım zo-
brazeńı (viz (5.4)), dostáváme maticové rovnosti

A−1A = I = AA−1 , (6.4)

kde A−1 := M(T−1
A ) je pouhé značeńı. Toto vše vede k následuj́ıćı přirozené definici.

Definice 6.1. Matice A ∈ K
n×n je invertibilńı, pokud existuje matice A−1 ∈ K

n×n taková,
že

A−1A = I a AA−1 = I .

Matici A−1 ř́ıkáme inverzńı matice k matici A.

Stejně jako v Tvrzeńı 3.42 lze snadno ukázat, že pokud matice A je invertibilńı, pak má
právě jednu inverzńı matici A−1 (a tud́ıž jednotné značeńı A−1 v Definici 6.1 je smysluplné).

Z identity (5.4) plyne, že matice A je invertibilńı tehdy a jen tehdy, pokud zobrazeńı TA je
invertibilńı. Nav́ıc máme vztah

M(T−1
A ) = A−1 = M(TA−1) ,

kde matice zobrazeńı bereme jako výše vhledem ke kanonické bázi (e1, . . . , en).

Je-li dána matice A, jak rozhodnout, zda je invertibilńı? Pokud je invertibilńı, jak k ńı naj́ıt
inverzńı matici A−1? Tato úloha vede k uvažováńı soustavy lineárńıch algebraických rovnic,
již můžeme zapsat ve tvaru

Ax = y ,

kde y ∈ Kn je n-tice daných č́ısel a x ∈ Kn je n-tice neznámých. Z abstraktńı Věty 3.44
plyne, že tato soustava je řešitelná pro všechny vektory y tehdy a jen tehdy, pokud A je
invertibilńı. V takovémto př́ıpadě je pak řešeńı dáno předpisem

x = A−1y .

Uměńı rozhodnout, zda je daná matice invertibilńı, a spočteńı jej́ı inverze jsou tedy funda-
mentálńı dovednosti pro řešeńı soustav lineárńıch algebraických rovnic. Pojem determinantu
tyto dovednosti elegantně mechanizuje. Pod́ıvejme se nyńı, jak to funguje v dvojrozměrném
př́ıpadě.

6.2 Dvojdimenzionálńı Cramerovo pravidlo

Uvažujme soustavu rovnic
a11x1 + a12x2 = y1 ,

a21x1 + a22x2 = y2 ,
(6.5)

kde a11, a12, a21, a22, y1, y2 ∈ K jsou daná č́ısla a x1, x2 ∈ K jsou neznámé, které hledáme.
Tento systém můžeme zapsat v maticovém tvaru jako

Ax = y , kde A :=

(
a11 a12
a21 a22

)

, y :=

(
y1
y2

)

.
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Vynásob́ıme-li prvńı rovnici v (6.5) č́ıslem a22, druhou rovnici č́ıslem a12 a vzniklé rovnice
odečteme, dostaneme rovnost

(a11a22 − a21a12)x1 = a22y1 − a12y2 .

Je-li

detA := a11a22 − a21a12 6= 0 , (6.6)

pak

x1 =
a22y1 − a12y2
a11a22 − a21a12

. (6.7)

Analogicky bychom dostali

x2 =
a11y2 − a21y1
a11a22 − a21a12

. (6.8)

Označ́ıme-li

A1 :=

(
y1 a12
y2 a22

)

, A2 :=

(
a11 y1
a21 y2

)

,

můžeme výsledky (6.7) a (6.8) elegantně zapsat ve tvaru

x1 =
detA1

detA
, x2 =

detA2

detA
. (6.9)

Vzorc̊um (6.9) se ř́ıká Cramerovo pravidlo a detA se nazývá determinant matice A typu
2× 2.

Jelikož řešeńı x splňuje x = A−1y (pokud je A invertibilńı), z uvedených výsledk̊u vid́ıme,
že A je invertibilńı tehdy a jen tehdy, pokud detA 6= 0. Nav́ıc plat́ı užitečný (a snadno
zapamatovatelný) vzorec pro inverzńı matici

A−1 =
1

detA

(
a22 −a12
−a21 a11

)

. (6.10)

V následuj́ıćım si ukážeme, jak zavést pojem determinantu pro čtvercovou matici libovolného
stupně. Později se přesvědč́ıme, že nenulovost determinantu je ekvivalentńı invertibilitě, pro
libovolně velkou matici.

6.3 Definice

Determinant si zadefinujeme indukćı podle stupně př́ıslušné matice.

Definice 6.2. n = 1 Pro matici A = (a11) stupně 1 definujeme detA := a11.

n ≥ 2 Pro matici A = (ajk)j,k=1,...,n stupně n ≥ 2 definujeme

detA :=
n∑

k=1

(−1)k+1 a1k detA1k , (6.11)

kde A1k je matice vytvořená z matice A vyškrtnut́ım 1. řádku a k-tého sloupce.
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Matice A1k (stupně n− 1) se nazývá d́ılč́ı matice. Schematicky:








a11 . . . a1k−1 a1k a1k+1 . . . a1n
a21 . . . a2k−1 a2k a2k+1 . . . a2n
...

...
...

...
...

an1 . . . ank−1 ank ank+1 . . . ann








︸ ︷︷ ︸

A

 






a21 . . . a2k−1 a2k+1 . . . a2n
...

...
...

...
an1 . . . ank−1 ank+1 . . . ann






︸ ︷︷ ︸

A1k

.

Pro matici A = (a11) stupně 1 definujeme d́ılč́ı matici vztahem A11 := (1). Potom platnost
vztahu (6.11) můžeme rozš́ı̌rit i pro n = 1.

Obecná Definice 6.2 je konzistentńı s definićı (6.6) pro n = 2. Pro n = 3 dostáváme

det





a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33



 = a11 det

(
a22 a23
a32 a33

)

− a12 det

(
a21 a23
a31 a33

)

+ a13 det

(
a21 a22
a31 a32

)

= a11a22a33 + a12a23a31 + a21a32a13 − (a13a22a31 + a12a21a33 + a23a32a11) .

Tento vzorec se dá zapamatovat podle tzv. Sarrusova pravidla (zde prezentovaného pomoćı
RGB zbarveńı):

a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

−
a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

6.4 Prohazováńı řádk̊u

Z definice determinantu pro matice stupně n = 2 (viz (6.6)) vid́ıme, že velikost determinantu
se nezměńı při záměně řádk̊u v matici, avšak změńı se znaménko. Toto je obecná vlastnost
determinant̊u, jak ukazuje následuj́ıćı tvrzeńı.

Tvrzeńı 6.3. Necht’ A je matice stupně n ≥ 2. Necht’ Ã je matice, kterou dostaneme z A,
vyměńıme-li mezi sebou j-tý a (j + 1)-tý řádek (1 ≤ j ≤ n− 1). Potom plat́ı

det Ã = − detA .

D̊ukaz. Vhledem k tomu, jak jsme obecný determinant zavedli (viz Definice 6.2), je přirozené
tvrzeńı dokázat pomoćı indukce. Pro n = 2 jsme už zmı́nili, že tvrzeńı plat́ı. Necht’ n ≥ 3.
Dokažme, že plat́ı-li tvrzeńı pro n− 1, pak plat́ı pro n.

j > 1 Podle Definice 6.2 máme

detA =
n∑

k=1

(−1)k+1 a1k detA1k , (6.12)

det Ã =

n∑

k=1

(−1)k+1 a1k det Ã1k , (6.13)
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kde

A1k =












a21 . . . a2k−1 a2k+1 . . . a2n
...

...
...

...
aj1 . . . ajk−1 ajk+1 . . . ajn
aj+11 . . . aj+1k−1 aj+1k+1 . . . aj+1n
...

...
...

...
an1 . . . ank−1 ank+1 . . . ann












, (6.14)

Ã1k =












a21 . . . a2k−1 a2k+1 . . . a2n
...

...
...

...
aj+11 . . . aj+1k−1 aj+1k+1 . . . aj+1n

aj1 . . . ajk−1 ajk+1 . . . ajn
...

...
...

...
an1 . . . ank−1 ank+1 . . . ann












. (6.15)

Matice A1k a Ã1k jsou tedy nižš́ıho stupně n− 1 a s prohozenými řádky j − 1 a j, pro něž
plat́ı indukčńı předpoklad

det Ã1k = − detA1k .

Dosazeńım této rovnosti do (6.13) a užit́ım (6.12) dostaneme požadované tvrzeńı det Ã =
− detA pro matici A stupně n.

j = 1 Podle Definice 6.2 máme

det Ã =

n∑

k=1

(−1)k+1 a2k det Â1k , (6.16)

kde

Â1k :=














a11 . . . a1k−1 a1k+1 . . . a1n
a31 . . . a3k−1 a3k+1 . . . a3n
...

...
...

...
aj+11 . . . aj+1k−1 aj+1k+1 . . . aj+1n

aj1 . . . ajk−1 ajk+1 . . . ajn
...

...
...

...
an1 . . . ank−1 ank+1 . . . ann














. (6.17)

Pod́ıváme se na matici (6.14) a snadno ověř́ıme vztah

detA1k = a21 detA
21
1k − a22 detA

22
1k + . . .

+ (−1)ka2k−1 detA
2k−1
1k + (−1)k+1−1a2k+1 detA

2k+1
1k + . . .

+ (−1)n+1−1a2n detA
2n
1k

=
k−1∑

j=1

(−1)j+1a2j detA
2j
1k −

n∑

j=k+1

(−1)j+1a2j detA
2j
1k , (6.18)

kde matici A2j
1k dostaneme z matice A vyškrtnut́ım 1. a 2. řádku a j-tého a k-tého sloupce.
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Na druhou stranu se pod́ıváme na matici (6.17) a ověř́ıme vztah

det Â1k = a11 detA
21
1k − a12 detA

22
1k + . . .

+ (−1)ka1k−1 detA
2k−1
1k + (−1)k+1−1a1k+1 detA

2k+1
1k + . . .

+ (−1)n+1−1a1n detA
2n
1k

=

k−1∑

j=1

(−1)j+1a1j detA
2j
1k −

n∑

j=k+1

(−1)j+1a1j detA
2j
1k . (6.19)

Dosazeńım vztahu (6.18) do (6.12) a vztahu (6.19) do (6.16) dostaneme

detA =
n∑

k=1

(−1)k+1 a1k

(
k−1∑

j=1

(−1)j+1a2j detA
2j
1k −

n∑

j=k+1

(−1)j+1a2j detA
2j
1k

)

=:
n∑

k=1

n∑

j=1
j 6=k

αjka1ka2j , (6.20)

det Ã =

n∑

k=1

(−1)k+1 a2k

(
k−1∑

j=1

(−1)j+1a1j detA
2j
1k −

n∑

j=k+1

(−1)j+1a1j detA
2j
1k

)

=:
n∑

k=1

n∑

j=1
j 6=k

βjka2ka1j . (6.21)

Užit́ım těchto definičńıch vztah̊u, pro koeficienty αjk a βjk plat́ı

αjk =

{

(−1)k+1 detA2j
1k ⇔ j < k ,

−(−1)k+1 detA2j
1k ⇔ j > k ,

βjk =

{

(−1)k+1 detA2j
1k ⇔ j < k ,

−(−1)k+1 detA2j
1k ⇔ j > k .

Poněvadž A2j
1k = A2k

1j (j 6= k), zřejmě plat́ı (pro všechna j, k = 1, . . . , n, j 6= k)

βkj = −αjk .

Užit́ım těchto vztah̊u v (6.20) a (6.21) dostáváme požadovanou rovnost

det Ã =

n∑

j,k=1
j 6=k

βjka2ka1j =

n∑

j,k=1
j 6=k

βkja2ja1k = −
n∑

j,k=1
j 6=k

αjka2ja1k = − detA .

Zde druhá rovnost je pouhá záměna index̊u, přes které se sč́ıtá.

Jako d̊usledek Tvrzeńı 6.3 dostáváme toto obecněǰśı tvrzeńı:

Tvrzeńı 6.4. Necht’ A je matice stupně n ≥ 2. Necht’ Ã je matice, kterou dostaneme z A,
vyměńıme-li mezi sebou j-tý a i-tý řádek (1 ≤ j 6= i ≤ n). Potom plat́ı

det Ã = − detA .
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D̊ukaz. Tuto výměnu můžeme realizovat postupnou záměnou dvou soused́ıćıch řádk̊u, a to
pomoćı lichého počtu takovýchto záměn. Bez újmy na obecnosti předpokládejme i < j. Pak
vyměńıme i-tý řádek s (i + 1)-tým, pak s (i + 2)-tým atd., až nakonec s i + (j − i)-tým;
k tomu tedy potřebujeme celkem j− i záměn soused́ıćıch řádk̊u. Potom j-tý řádek p̊uvodńı
matice, který je nyńı (j − 1)-tý, přesuneme na i-té mı́sto; k tomu potřebujeme (j − 1) − i
záměn soused́ıćıch řádk̊u. Celkový počet požadovaných záměn soused́ıćıch řádk̊u je

j − i+ (j − 1)− i = 2(j − i)− 1 ∈ 2N∗ − 1 .

Opakovaným užit́ım Tvrzeńı 6.3 tedy dostáváme

det Ã = (−1)2(j−i)−1 detA = − detA ,

což jsme chtěli ukázat.

Důsledek 6.5. Má-li matice A dva řádky stejné, plat́ı detA = 0.

D̊ukaz. Označme symbolem Ã matici, kterou dostaneme z matice A prohozeńım těchto
dvou stejných řádk̊u. Podle předešlého Tvrzeńı 6.4 bude platit det Ã = − detA. Poněvadž
se však jedná o stejné řádky, plat́ı Ã = A, a tud́ıž det Ã = detA. Nakonec tedy dostáváme
detA = − detA, z čehož plyne detA = 0.

6.5 Rozklad podle řádk̊u

Připomeňme, že značeńım A1k jsme označili matici, již dostaneme z matice A vyškrtnut́ım
1. řádku a k-tého sloupce. Obecněji budeme značit symbolem Ajk matici, již dostaneme
z matice A vyškrtnut́ım j-tého řádku a k-tého sloupce.

Definice 6.6. Kofaktorová matice odpov́ıdaj́ıćı matici A = (ajk)j,k=1,...,n je matice

cof A := (ajk)j,k=1,...,n , kde ajk := (−1)j+k detAjk .

Č́ıslo ajk se nazývá kofaktorem (nebo též algebraickým doplňkem) prvku ajk matice A. Č́ıslo
detAjk se nazývá minorem prvku ajk matice A.

Př́ıklad 6.7. Pro matici 2× 2 zřejmě máme

cof

(
a11 a12
a21 a22

)

=

(
a22 −a21
−a12 a11

)

.

♦

Věta 6.8 (Rozklad determinantu podle řádk̊u).

∀j = 1, . . . , n, detA =
n∑

k=1

ajk a
jk .
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D̊ukaz. Pro j = 1 to je př́ımo Definice 6.2. Necht’ j ≥ 2. Označme Ã matici, kterou
dostaneme z A záměnou 1. a j-tého řádku. Pak plat́ı (Tvrzeńı 6.4)

det Ã = − detA . (6.22)

Podle Definice 6.2 máme

det Ã =
n∑

k=1

(−1)k+1 ajk det Ã1k . (6.23)

Avšak d́ılč́ı matice Ajk se od Ã1k lǐśı pouze t́ım, že 1. řádek v Ajk je (j − 1)-tým řádkem
v Ã1k. Matici Ajk tedy dostaneme z Ã1k tak, že (j − 1)-tý řádek přemı́st́ıme na 1. mı́sto,
což se dá uskutečnit (j− 2)-ma záměnami soused́ıćıch řádk̊u. Podle Tvrzeńı 6.3 tedy máme

det Ã1k = (−1)j detAjk .

Dosazeńım tohoto vztahu do (6.23) a užit́ım (6.22) dostáváme

detA = −
n∑

k=1

(−1)j+k+1 ajk detAjk =
n∑

k=1

(−1)j+k ajk detAjk ,

což je požadované tvrzeńı užit́ım definice kofaktoru.

Z Věty 6.8 dostáváme následuj́ıćı zřejmé d̊usledky.

Důsledek 6.9. Má-li matice A jeden řádek nulový, plat́ı detA = 0. Tedy

det










a11 . . . a1k . . . a1n
...

...
...

0 . . . 0 . . . 0
...

...
...

an1 . . . ank . . . ann










= 0 .

Důsledek 6.10. Označ́ıme-li symbolem Ã matici, kterou dostaneme z matice A tak, že jeden
řádek přenásob́ıme č́ıslem α ∈ K, pak plat́ı det Ã = α detA. Tedy

det










a11 . . . a1k . . . a1n
...

...
...

αaj1 . . . αajk . . . αajn
...

...
...

an1 . . . ank . . . ann










= α det










a11 . . . a1k . . . a1n
...

...
...

aj1 . . . ajk . . . ajn
...

...
...

an1 . . . ank . . . ann










.

Důsledek 6.11. Je-li j-tý řádek matice C tvaru aj1 + bj1, . . . , ajn + bjn, matice A má j-tý
řádek rovný aj1, . . . , ajn, matice B má j-tý řádek rovný bj1, . . . , bjn, zat́ımco ostatńı řádky
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matic A a B jsou stejné jako matice C, pak plat́ı detC = detA + detB. Tedy

det










a11 . . . a1k . . . a1n
...

...
...

aj1 + bj1 . . . ajk + bjk . . . ajn + bjn
...

...
...

an1 . . . ank . . . ann










= det










a11 . . . a1k . . . a1n
...

...
...

aj1 . . . ajk . . . ajn
...

...
...

an1 . . . ank . . . ann










+ det










a11 . . . a1k . . . a1n
...

...
...

bj1 . . . bjk . . . bjn
...

...
...

an1 . . . ank . . . ann










.

6.6 Lineárńı závislost řádk̊u

Uvědomte si, že na prvky ajk ∈ K j-tého řádku matice, k = 1, . . . , n, lze nahĺıžet jako na
složky vektoru

aj := aj1e1 + · · ·+ ajnen

v souřadnicovém prostoru Kn v̊uči kanonické bázi e1, . . . , en ∈ Kn. Matici A můžeme tedy
schematicky zapsat ve tvaru

A =










a1
...
aj
...
an










.

V tomto smyslu nadále rozumı́me pojmy lineárńı kombinace a lineárńı závislosti řádk̊u
matice. Obdobně lze nahĺıžet i na prvky sloupc̊u matice.

Lemma 6.12. Přidáme-li k jednomu řádku matice lineárńı kombinaci ostatńıch řádk̊u, pak
se determinant nezměńı.

D̊ukaz. Toto tvrzeńı plyne z předchoźıch d̊usledk̊u. Důkaz stač́ı provést pro př́ıpad, kdy
lineárńı kombinace je násobek jednoho z ostatńıch řádk̊u. Obecný př́ıpad dostaneme, použi-
jeme-li (n− 1) krát tento speciálńı př́ıpad.

Uvažujme tedy matici, kterou dostaneme z matice A tak, že k j-tému řádku přidáme α
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násobek i-tého řádku, kde α ∈ K. Pro tento speciálńı př́ıpad však dostáváme

det















a1
...
ai
...

aj + αai
...
an















= detA+ det















a1
...
ai
...

αai
...
an















= detA+ α det















a1
...
ai
...
ai
...
an















= detA .

Zde prvńı rovnost plyne z Důsledku 6.11, druhá rovnost plyne z Důsledku 6.10 a třet́ı rovnost
plyne z Důsledku 6.5 (matice má dva řádky stejné).

Tvrzeńı 6.13. Plat́ı tato implikace:

řádky matice A jsou lineárně závislé =⇒ detA = 0 .

D̊ukaz. Necht’ např́ıklad j-tý řádek matice A je lineárńı kombinaćı ostatńıch řádk̊u, tedy

aj =

n∑

i=1
i6=j

αi ai , kde αi ∈ K .

Definujme matici Ã, kterou obdrž́ıme z matice A, odečteme-li od j-tého řádku lineárńı
kombinaci ostatńıch řádk̊u, tedy

Ã :=














a1
...

aj −
n∑

i=1
i6=j

αi ai

...
an














.

Z Lemmatu 6.12 dostáváme det Ã = detA, zat́ımco Důsledek 6.9 dává det Ã = 0 (j-tý řádek
je nulový). Tedy detA = det Ã = 0.

6.7 Rozklad podle sloupc̊u

Pod́ıvejme se nyńı, jaký je vztah mezi determinanty matice a jej́ı transpozice (viz Definice 5.17).
Připomeňme, že transponovaná matice ke čtvercové matici je opět čtvercová matice.

Věta 6.14. Pro libovolnou matici A plat́ı

detAT = detA .
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D̊ukaz. Důkaz provedeme indukćı podle stupně n matice A. Pro n = 1 je tvrzeńı zřejmé.
Necht’ věta plat́ı pro n− 1 s n ≥ 2 a dokažme ji pro n. Z Věty 6.8 dostáváme (pro všechna
k = 1, . . . , n)

detAT =

n∑

k=1

aTjk a
T jk

, kde aT
jk

= (−1)j+k det(AT )jk

a matici (AT )jk dostaneme z matice AT vyškrtnut́ım j-tého řádku a k-tého sloupce. Poněvadž
plat́ı (podle definice transpozice)

(AT )jk = (Akj)
T

a matice Akj je stupně n, z indukčńıho předpokladu plyne

det(AT )jk = det(Akj)
T = detAkj .

Užit́ım této identity dostáváme

n detAT =

n∑

j=1

(
n∑

k=1

aTjk a
T jk

)

=

n∑

k=1

(
n∑

j=1

aTjk a
T jk

)

=
n∑

k=1

(
n∑

j=1

(−1)j+k aTjk det(AT )jk

)

=
n∑

k=1

(
n∑

j=1

(−1)j+k akj detAkj

)

= n detA ,

z čehož plyne požadované tvrzeńı.

Z předchoźı věty a Věty 6.8 plyne duálńı tvrzeńı.

Věta 6.15 (Rozklad determinantu podle sloupc̊u).

∀k = 1, . . . , n, detA =
n∑

j=1

ajk a
jk .

Z této věty pak plynou analogické duálńı d̊usledky.

Důsledek 6.16. Tvrzeńı 6.3 a 6.4, D̊usledek 6.5, 6.9, 6.10 a 6.11, Lemma 6.12 a
Tvrzeńı 6.13. z̊ustanou v platnosti, nahrad́ıme-li slovo “řádek” slovem “sloupec”.
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6.8 Kritéria pro invertibilitu a lineárńı nezávislost

Nyńı se dostáváme k jedné z nejd̊uležitěǰśıch aplikaćı determinant̊u. Následuj́ıćı věta nám
dává velice užitečné kritérium pro rozhodnut́ı, zda (i) matice je invertibilńı; (ii) sada vektor̊u
na souřadnicovém prostoru lineárně nezávislá. Stač́ı spoč́ıtat determinant.

Věta 6.17. Následuj́ıćı tvrzeńı jsou ekvivalentńı:

(i) matice A je invertibilńı;

(ii) sloupce matice A jsou lineárně nezávislé;

(iii) řádky matice A jsou lineárně nezávislé;

(iv) detA 6= 0.

D̊ukaz. Dokažme jednotlivé ekvivalence.

(i)⇔ (ii) Matice A je invertibilńı tehdy a jen tehdy, pokud zobrazeńı TA definované v (6.1)

je invertibilńı (viz text pod Definićı 6.1). Podle abstraktńı Věty 3.44 plat́ı, že TA je invert-
ibilńı tehdy a jen tehdy, pokud TA je surjektivńı. Avšak obor hodnot zobrazeńı TA je roven
lineárńımu obalu sloupc̊u matice A (viz text nad Definićı 5.14), tedy TA je surjektivńı tehdy
a jen tehdy, pokud tento lineárńı obal generuje celý prostor Kn. Poněvadž v́ıme, že tento
prostor je n-dimenzionálńı, dostáváme podle Tvrzeńı 2.34, že lineárńı obal sloupc̊u matice A
generuje celý prostor Kn tehdy a jen tehdy, pokud tyto sloupce jsou lineárně nezávislé.

(ii)⇔ (iii) Toto tvrzeńı plyne př́ımo z rovnosti rankA = rankAT (viz Věta 5.21(ii)).

(iii)⇔ (iv) Implikace (iv)⇒ (iii) je pouhá obměna Tvrzeńı 6.13. Zbývá tedy dokázat opačnou

implikaci (iii)⇒ (iv). Budeme postupovat indukćı podle stupně n matice A. Pro n = 1 je
implikace zřejmá. Je-li to pravda pro n ≥ 1, dokažme implikaci i pro n + 1.

Poněvadž řádky matice A = (ajk)j,k=1,...,n+1 stupně n+1 jsou lineárně nezávislé, je v prvńım
řádku alespoň jeden nenulový prvek a1p, p ∈ {1, . . . , n+ 1}. Přidáme-li ke každému k-tému
sloupci matice A pro k = 1, . . . , n + 1, k 6= p, −a1k/a1p násobek p-tého sloupce, dostaneme
matici B = (bjk)j,k=1,...,n+1, jež má v prvńım řádku jediný nenulový prvek, a to b1p = a1p.
Rozvineme-li detB podle prvńıho řádku, dostaneme

detB = (−1)1+p a1p detB1p ,

kde matici B1p dostaneme z matice B vyškrtnut́ım 1. řádku a p-tého sloupce. K zakončeńı
d̊ukazu stač́ı dokázat, že řádky matice B1p stupně n jsou lineárně nezávislé, a použ́ıt indukčńı
předpoklad.

Kdyby byly řádky matice B1p lineárně závislé, pak jsou i jej́ı sloupce lineárně závislé (ek-
vivalence (ii)⇔ (iii)). Poněvadž však v prvńım řádku matice B jsou kromě p-tého mı́sta
samé nuly, byly by sloupce matice B lineárně závislé, a tud́ıž i jej́ı řádky lineárně závislé.
Poněvadž zp̊usob, jakým byla matice B z A vytvořena, zachovává lineárńı nezávislost řádk̊u
(přesvědčte se o tom), dostáváme spor s lineárńı nezávislost́ı řádk̊u matice A. Tedy řádky
matice B1p jsou lineárně závislé.



96 6. Determinanty David Krejčǐŕık

6.9 Obecné Cramerovo pravidlo

Nyńı se dostáváme do pozice, v ńıž jsme schopni použ́ıt pojem determinantu pro konstrukci
inverzńı matice libovolného stupně.

Věta 6.18. A (cof A)T = (cof A)TA = (detA) I .

D̊ukaz. Požadované tvrzeńı je ekvivalentńı rovnostem
n∑

i=1

ajia
ki = δjk detA a

n∑

i=1

aika
ij = δjk detA .

Pro j = k prvńı rovnost plyne z Věty 6.8 (rozklad determinantu podle řádk̊u) a druhá
rovnost plyne z Věty 6.15 (rozklad determinantu podle sloupc̊u). Pro j 6= k máme (rozklad
determinantu podle řádk̊u)

n∑

i=1

ajia
ki = det Ã ,

kde Ã je matice, kterou dostaneme z A tak, že k-tý řádek nahrad́ıme j-tým řádkem. Matice Ã
má tedy dva řádky stejné, a tud́ıž det Ã = 0 (Důsledek 6.5). Obdobně (užit́ım rozkladu
determinantu podle sloupc̊u) ukážeme, že i druhá sume je rovna nule pro j 6= k.

Důsledek 6.19. Necht’ matice A je invertibilńı. Potom plat́ı

A−1 =
1

detA
(cof A)T .

Tento vzoreček mechanizuje řešeńı operátorové rovnice Ax = y. Skutečně, pokud A je
invertibilńı, máme jednoznačně dané řešeńı x = A−1y.

6.10 Determinant součinu je součin determinant̊u

Věta 6.20. Necht’ A,B ∈ K
n×n. Potom plat́ı

det(AB) = detA detB .

D̊ukaz. Jako prvńı věc si uvědomme, že stač́ı ukázat následuj́ıćı:

∀A ∈ K
n×n, ∃γA ∈ K, ∀B ∈ K

n×n, det(AB) = γA detB . (6.24)

Skutečně, pro speciálńı volbu B := I dostaneme detA = γA. Dokažme tedy toto tvrzeńı.

Již v́ıme, že řádky matice C := AB jsou lineárńı kombinace řádk̊u matice B; přesněji (podle
definice součinu matic) plat́ı

cj =

n∑

k=1

ajkbk ,
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kde cj je označeńı pro řádky matice C a bj je označeńı pro řádky matice B, j = 1, . . . , n.
Užit́ım Důsledk̊u 6.11 a 6.10 dostáváme

detC = det








c1
c2
...
cn








= det











n∑

k1=1

a1k1bk1

c2
...
cn











=
n∑

k1=1

a1k1 det








bk1
c2
...
cn








=

n∑

k1=1

a1k1

n∑

k2=1

a2k2 det








bk1
bk2
...
cn








= . . .

=
n∑

k1,k2,...,kn=1

a1k1a2k2 . . . ankn det








bk1
bk2
...
bkn








.

Pro determinant vystupuj́ıćı na posledńım řádku plat́ı

det








bk1
bk2
...
bkn








=

{

0 ⇔ ∃i, l ∈ {1, . . . , n}, i 6= l, ki = kl ,

εk1k2...kn detB ⇔ ∀i, l ∈ {1, . . . , n}, i 6= l, ki 6= kl ,

kde symbol εk1k2...kn (pro navzájem r̊uzná č́ısla k1, k2, . . . , kn ∈ {1, . . . , n}) je bud’ +1, nebo
−1 (podle hodnot č́ısel k1, k2, . . . , kn). Dostáváme tedy požadované tvrzeńı (6.24) s

γA :=

n∑

k1,k2,...,kn=1
∀i,l∈{1,...,n}, i6=l, ki 6=kl

a1k1a2k2 . . . ankn εk1k2...kn ,

č́ımž je d̊ukaz u konce.

Poznámka 6.21. Permutaćı uspořádané n-tice přirozených č́ısel (1, 2, . . . , n) nazveme jak-
oukoli n-tici (k1, k2, . . . , kn), kde 1 ≤ kj ≤ n pro všechna j ∈ {1, . . . , n} a ki 6= kj pro všechna
i, j ∈ {1, . . . , n}, i 6= j. Řekneme, že permutace je sudá, muśıme-li provést sudý počet výměn
dvou sousedńıch prvk̊u n-tice (k1, k2, . . . , kn), abychom dostali n-tici (1, 2, . . . , n); naopak
řekneme, že permutace je lichá, je-li tento pořebný počet lichý. Potom pro symbol εk1k2...kn
vystupuj́ıćı v předchoźım d̊ukazu plat́ı

εk1k2...kn =

{

+1 ⇔ (k1, k2, . . . , kn) je sudá permutace,

−1 ⇔ (k1, k2, . . . , kn) je lichá permutace.
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Definujeme-li nav́ıc, že εk1k2...kn = 0, jakmile existuj́ı dva ruzné indexy i, l ∈ {1, . . . , n}
takové, že ki = kl, pak z předchoźıho d̊ukazu plyne vztah

detA =

n∑

k1,k2,...,kn=1

εk1k2...kn a1k1a2k2 . . . ankn ,

pro libovolnou matici A ∈ K
n×n. Tato rovnost se obyčejně bere za definici determinantu

matice A. Objekt εk1k2...kn se nazývá Levi-Civit̊uv symbol.

6.11 Změna báze

Čtvercovou matici stupně nmůžeme chápat jako matici nějakého lineárńıho zobrazeńı T z n-
dimenzionálńıho vektorového prostoru V do toho samého prostoru. Avšak matice zobrazeńı
záviśı na volbě báze v prostoru V; dvě rozd́ılné báze můžou dát odlǐsné matice zobrazeńı T .
Nyńı se pod́ıvame na to, jak tyto matice spolu souviśı. Za chv́ıli rovněž pochoṕıme, proč se
touto souvislost́ı zabýváme zrovna v kapitolce o determinantech.

Připomeňme, že matici lineárńıho zobrazeńı T : U→ V vzhledem k báźım (u1, . . . , up) v U

a (v1, . . . , vn) ve V jsme značili symbolem

M
(
T, (u1, . . . , up), (v1, . . . , vn)

)
.

V př́ıpadě lineárńıho zobrazeńı T : V → V, kdy výchoźı a ćılový prostor je ten samý, a
pokud zvoĺıme stejnou bázi v1, . . . , vn jak ve výchoźım, tak ćılovém prostoru, má smysl
značeńı matice T zkracovat na

M
(
T, (v1, . . . , vn)

)
:= M

(
T, (v1, . . . , vn), (v1, . . . , vn)

)
.

Nav́ıc, pokud bude volba báze zřejmá z kontextu, budeme značeńı opět zkracovat na M(T ).

Pod́ıvejme se nejdř́ıve na identické zobrazeńı I : V → V : {v 7→ v}. Pokud zvoĺıme stejnou
bázi (v1, . . . , vn) ve výchoźım i ćılovém prostoru (což je v obou př́ıpadech ten samý pros-
tor V), dostaneme identickou matici (na diagonále samé nuly a všechny ostatńı prvky jsou
rovny nule)

M
(
I, (v1, . . . , vn), (v1, . . . , vn)

)
=






1 0
. . .

0 1




 , (6.25)

a to pro libovolnou volbu báze (v1, . . . , vn). (Připomeňme, že tuto matici jsme opět značili
schismatickým symbolem I, viz (6.3).) Následuj́ıćı tvrzeńı souviśı s otázkou, jak vypadá
matice identického zobrazeńı, pokud zvoĺıme odlǐsné báze pro výchoźı a ćılový prostor.

Tvrzeńı 6.22. Necht’ (u1, . . . , un) a (v1, . . . , vn) jsou libovolné báze ve V. Vzhledem k těmto
báźım je matice M

(
I, (u1, . . . , un), (v1, . . . , vn)

)
invertibilńı a plat́ı vztah

M
(
I, (u1, . . . , un), (v1, . . . , vn)

)−1
= M

(
I, (v1, . . . , vn), (u1, . . . , un)

)
.
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D̊ukaz. Připomeňme nejdř́ıve, jak souviśı násobeńı matic se skládáńım lineárńıch zobrazeńı.
Za t́ımto účelem uvažujme tři vektorové prostory U, V a W a jejich báze (u1, . . . , up),
(v1, . . . , vn) a (w1, . . . , wm). Necht’ T ∈ L (U,V) a S ∈ L (V,W). Složené zobrazeńı ST
je lineárńı zobrazeńı z U do W. Máme tedy takovýto diagram:

dimV=n

V

S

##●
●●

●●
●●

●●
●●

●

U
dimU=p

T

;;①①①①①①①①①①①①

ST
// W
dimW=m

Pro matice těchto zobrazeńı vzhledem k uvedeným báźım plat́ı vztah

M
(
ST, (u1, . . . , up), (w1, . . . , wm)

)

= M
(
S, (v1, . . . , vn), (w1, . . . , wm)

)
M
(
T, (u1, . . . , up), (v1, . . . , vn)

)
. (6.26)

Užit́ım tohoto obecného vztahu pro speciálńı volbu U := V, W := V, S := I, T := I a
wj := uj a připomenut́ım (6.25) dostaneme

I = M
(
I, (v1, . . . , vn), (u1, . . . , un)

)
M
(
I, (u1, . . . , un), (v1, . . . , vn)

)
.

Záměnou roĺı u a v pak dostaneme také vztah

I = M
(
I, (u1, . . . , un), (v1, . . . , vn)

)
M
(
I, (v1, . . . , vn), (u1, . . . , un)

)
.

Tyto dvě rovnice dávaj́ı požadovaný vztah.

Př́ıklad 6.23. Jako aplikaci předchoźıho tvrzeńı uvažujme v K2 dvě báze (( 42 ) , (
5
3 )) a (( 10 ) , (

0
1 )). Poněvadž

druhá báze je kanonická, snadno ověř́ıme rovnost

M
(
I, (( 42 ) , (

5
3 )) , ((

1
0 ) , (

0
1 ))
)
=

(
4 5
2 3

)

.

Spočteńım inverze matice, jež vystupuje na pravé straně (např́ıklad užit́ım vztahu (6.10)) a užit́ım
Tvrzeńı 6.22 dostaneme

M
(
I, (( 1

0 ) , (
0
1 )) , ((

4
2 ) , (

5
3 ))
)
=

1

2

(
3 −5
−2 4

)

,

aniž bychom vektory kanonické báze museli pracně rozkládat do báze (( 42 ) , (
5
3 )). ♦

Následuj́ıćı věta zodpov́ıdá otázku, jak se matice zobrazeńı měńı při změně báze.

Věta 6.24. Necht’ T ∈ L (V) a uvažujme ve V dvě báze (u1, . . . , un) a (v1, . . . , vn). Potom
plat́ı

M
(
T, (u1, . . . , un)

)
= Q−1

M
(
T, (v1, . . . , vn)

)
Q ,

kde
Q := M

(
I, (u1, . . . , un), (v1, . . . , vn)

)
.
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D̊ukaz. Užit́ım obecného vztahu (6.26) pro speciálńı volbu U := V, W := V, S := T , T := I
a wj := vj dostaneme

M
(
T, (u1, . . . , un), (v1, . . . , vn)

)
= M

(
T, (v1, . . . , vn)

)
M
(
I, (u1, . . . , un), (v1, . . . , vn)

)

︸ ︷︷ ︸

Q

.

Zároveň, užit́ım (6.26) pro speciálńı volbu U := V, W := V, S := I a wj := uj, máme

M
(
T, (u1, . . . , un)

)
= M

(
I, (v1, . . . , vn), (u1, . . . , un)

)

︸ ︷︷ ︸

Q−1

M
(
T, (u1, . . . , un), (v1, . . . , vn)

)
.

Kombinaćı těchto dvou vztah̊u dostaneme požadované tvrzeńı.

Matici Q ř́ıkáme matice přechodu od staré báze (v1, . . . , vn) k nové bázi (u1, . . . , un). Ve
sloupćıch má matice Q zapsány souřadnice vektor̊u nové báze v̊uči staré bázi.

6.12 Invarianty

Invariantem lineárńıho zobrazeńı T ∈ L (V) nazveme takovou charakteristiku jeho mat-
ice, jež nezáviśı na volbě báze ve V, vzhledem k ńıž je matice zkonstruována. Takovouto
charakteristiku pak můžeme vztáhnout i na samotné zobrazeńı T .

Už v́ıme, že hodnost matice je právě takovým invariantem. Na to jsme přǐsli tak (viz
Tvrzeńı 5.15), že hodnost matice zobrazeńı (viz Definice 5.14) vzhledem k jakékoli bázi
byla rovna dř́ıve zavedenému pojmu hodnosti zobrazeńı (viz definice pod Větou 3.35), jež
samozřejmě na volbě báze nezáviśı.

Z Věty 3.35 pak rovnou vid́ıme, že dimenze jádra matice (coby zobrazeńı na souřadnicovém
prostoru) je daľśım takovým invariantem.

V této kapitolce jsme se zabývali determinanty čtvercových matic. Každou takovou matici
můžeme chápat jako matici nějakého abstraktńıho lineárńıho zobrazeńı T ∈ L (V) vzhledem
k nějaké bázi ve V. Změńıme-li bázi, dostaneme obecně jinou matici, avšak determinant se
nezměńı d́ıky Větám 6.20 a 6.24. Determinant matice je tedy invariantem a má smysl
zavést pojem determinantu lineárńıho zobrazeńı (coby determinant jeho matice vzhledem
k libovolně zvolené bázi).

Na závěr si představme ještě jednu d̊uležitou charakteristiku čtvercové matice.

Definice 6.25. Stopa matice A = (ajk)j,k=1,...,n je č́ıslo

trA = a11 + · · ·+ ann .

Stopa matice je tedy součet jej́ıch prvk̊u lež́ıćıch na diagonále.

Následuj́ıćı tvrzeńı se občas nazývá “cykličnost” stopy.

Tvrzeńı 6.26. ∀A,B ∈ Kn×n,
tr(AB) = tr(BA) .
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D̊ukaz. Necht’ A = (ajk)j,k=1,...,n a B = (bjk)j,k=1,...,n. Podle definice stopy a součinu matic
máme

tr(AB) =

n∑

j=1

n∑

r=1

ajrbrj =

n∑

r=1

n∑

j=1

brjajr = tr(BA) ,

kde jsme pouze zaměnili pořad́ı sumace.

V d̊usledku tohoto tvrzeńı a Věty 6.24 dostáváme, že stopa matice je invariantem a opět
má smysl zavést pojem stopy lineárńıho zobrazeńı.

V následuj́ıćı kapitolce se seznámı́me s daľśımi invarianty lineárńıho zobrazeńı.
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6.13 Cvičeńı

1. Spočtěte determinant následuj́ıćıch matic (značme si každou z nich jednotným sym-
bolemA) a najděte jejich transponovanou, sdruženou a kofaktorovou matici. Rozhodněte,
zda jsou matice invertibilńı a pokud ano, spočtěte inverzńı matici.

(a) (b) (c) (d) (e) (f)

(
1 3
0 2

)

,

(
1 −i
2i 2

)

,

(
1 i
2i 2

)

,





1 −1 0
2 −2 0
0 1 −3



,





1 −1 0
1 −2 0
0 1 −3



,







i 0 0 0
0 1 −1 0
0 1 −2 0
0 0 1 −3






.

[(a) detA = 2, AT = A∗ = ( 1 0
3 2 ), cof A = ( 2 0

−3 1 ), A
−1 = 1

2
( 2 −3
0 1 );

(b) detA = 0, AT = ( 1 2i
−i 2 ), A

∗ = ( 1 −2i
i 2 ), cof A = ( 2 −2i

i 1 ), A−1 neexistuje;
(c) detA = 4, AT = ( 1 2i

i 2 ), A
∗ =

(
1 −2i
−i 2

)
, cof A =

(
2 −2i
−i 1

)
, A−1 = 1

4

(
2 −i

−2i 1

)
;

(d) detA = 0, AT = A∗ =
(

1 2 0
−1 −2 1
0 0 −3

)

, cof A =
(

6 6 2
−3 −3 −1
0 0 0

)

, A−1 neexistuje;

(e) detA = 3, AT = A∗ =
(

1 1 0
−1 −2 1
0 0 −3

)

, cof A =
(

6 3 1
−3 −3 −1
0 0 −1

)

, A−1 = 1
3

(
6 −3 0
3 −3 0
1 −1 −1

)

;

(f) cof A =

(
3 0 0 0
0 6i 3i i
0 −3i −3i −i
0 0 0 −i

)

, pro zbytek užijte blokový tvar matice a výsledky v (e).]

2. Vyřešte soustavu lineárńıch algebraických rovnic

Ax = y , kde A :=





1 −1 1
1 1 −1
0 −1 2



 , y :=





1
1
1





a x ∈ R3 je hledaný vektor: (a) př́ımým výpočtem; (b) spočteńım inverzńı matice.

[(b) A−1 = 1
2

(
1 1 0
−2 2 2
−1 1 2

)

, x = A−1y =
(

1
1
1

)

. ]

3. V trojrozměrném reálném souřadnicovém prostoru definujme vektorový součin před-
pisem 



u1

u2

u3





︸ ︷︷ ︸

u

×





v1
v2
v3





︸ ︷︷ ︸

v

:=





u2v3 − u3v2
u3v1 − u1v3
u1v2 − u2v1





︸ ︷︷ ︸

u×v

,

kde u1, u2, u3, v1, v2, v3 ∈ R.

(a) Ukažte, že formálně plat́ı snadno zapamatovatelný vzorec (∀u, v ∈ R
3)

u× v = det





e1 e2 e3
u1 u2 u3

v1 v2 v3



 ,

kde e1, e2, e3 je kanonická báze v R3.

(b) Ukažte, že plat́ı vztah (∀u, v, w ∈ R
3)

〈u, (v × w)〉 = det





u1 u2 u3

v1 v2 v3
w1 w2 w3



 .

(c) Dokažte následuj́ıćı vlastnosti (∀u, v, w ∈ R3):
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(i) u× v = −v × u ; (antikomutativita)

(ii) u× (v + w) = u× v + u× w ; (distributivita)

(iii) u× (v × w) = v 〈u, w〉 − w 〈u, v〉 ; (bac−cab)
(iv) u× (v × w) + v × (w × u) + w × (u× v) = 0 ; (Jacobiho identita)

(v) 〈u, (v × w)〉 = 〈v, (w × u)〉 = 〈w, (u× v)〉 . (cykličnost)

(d) Interpretujte vektorový součin geometricky:

(i) ‖u× v‖ = ‖u‖‖v‖ sinϕ, kde ϕ je úhel mezi vektory u a v;

[Hint: Použijte vlastnosti (v) a (iii) výše a Cvičeńı 4.9.2.]

(ii) |〈u, (v × w)〉| = objem rovnoběžnostěnu tvořeného vektory u, v, w.

4. V tomto cvičeńı si ukážeme daľśı motivaci pro zavedeńı determinantu, jak tento
pojem úzce souviśı s objemem těles (ve vyšš́ım kurzu upotřeb́ıte při substituci ve
v́ıcerozměrných integrálech). Necht’ Ω ⊂ Rn je omezená otevřená množina v n-rozměr-
ném eukleidovském prostoru a uvažujme libovolné lineárńı zobrazeńı T : Rn → Rn.
Zap̊usob́ıme-li zobrazeńım T na každý bod množiny Ω (body interpretujeme jako vek-
tory v Rn), dostaneme přetransformovanou množinu

T (Ω) := {Tx : x ∈ Ω} .

Plat́ı obecné tvrzeńı
|T (Ω)| = | det T | |Ω|

kde stejným symbolem | · | znač́ıme jak objem tělesa, tak absolutńı hodnotu.

(a) Dokažte tvrzeńı pro krychli Ω = (0, 1)n v libovolné dimenzi n ∈ N∗ a T diagonálńı,
t.j.

T






x1
...
xn




 =






λ1x1
...

λnxn




 =






λ1 0
. . .

0 λn











x1
...
xn




 ,

kde λ1, . . . , λn ∈ R jsou libovolná č́ısla. Jaký je geometrický význam zdefor-
mované krychle T (Ω)?

(b) Dokažte tvrzeńı pro čtverec Ω = (0, 1)2 v rovině a T libovolné, t.j.

T

(
x1

x2

)

=

(
a11x1 + a12x2

a21x1 + a22x2

)

=

(
a11 a12
a21 a22

)(
x1

x2

)

,

kde a11, a12, a21, a22 ∈ R jsou libovolná č́ısla. Jaký je geometrický význam zdefor-
movaného čtverce T (Ω)?

[(a) T (Ω) = (0, λ1)× · · · × (0, λn) je obecný kvádr.
(b) T (Ω) je rovnoběžńık.

Obecně plat́ı | det(v1, . . . , vn)| = objem rovnoběžnostěnu tvořeného vektory v1, . . . , vn.]
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7 Spektrum

V kapitolce 3 jsme se zabývali lineárńımi zobrazeńımi z jednoho vektorového prostoru do
jiného vektorového prostoru. Nyńı se zaměř́ıme na lineárńı zobrazeńı z jednoho vektorového
prostoru do toho samého vektorového prostoru, kterým budeme př́ıležitostně ř́ıkat operátory.
Studium takovýchto zobrazeńı představuje nejhlubš́ı část lineárńı algebry, s mnoha ap-
likacemi ve fyzice i jinde.

Poněvadž většina kĺıčových výsledk̊u z této přednášky neplat́ı na nekonečně dimenzionálńıch
vektorových prostorech, budeme se výhradně zabývat konečně dimenzionálńımi vektorovými
prostory. Abychom se vyhnuli obtěžuj́ıćım trivialitám, vypust́ıme ze všech úvah nulový pros-
tor {0}. V této kapitolce tud́ıž předpokládáme následuj́ıćı:

V := konečně dimenzionálńı, nenulový vektorový prostor nad K.

7.1 Motivace 1: Diferenciálńı rovnice

Pro daný operátor T : V→ V a vektor u0 ∈ V, uvažujme Cauchyho úlohu
{

u′(t) = Tu(t) , t ∈ [0,∞) ,

u(0) = u0 ,
(7.1)

kde u : [0,∞)→ V je vektorová funkce, kterou hledáme. Prvńı řádek v (7.1) je diferenciálńı
operátorová rovnice a druhý řádek je počátečńı podmı́nka. Pokud parametr t chápeme jako
čas, operátoru T se ř́ıká generátor časového vývoje. Derivace vektorových veličin se zavád́ı
stejným zp̊usobem jako derivace skalárńıch funkćı:

u′(t) := lim
ε→0

u(t+ ε)− u(t)

ε
, (7.2)

kde však pro vektory vε, v0 ∈ V definujeme

lim
ε→0

vε = v0 :⇐⇒ lim
ε→0
‖vε − v0‖ = 0

pomoćı jakékoli normy ‖ · ‖ na prostoru V (např́ıklad pomoćı normy definované skalárńım
součinem, pokud je V vektorový prostor se skalárńım součinem).

Mnoho fyzikálńıch úloh vede diferenciálńım rovnićım typu (7.1). V př́ıpadě nekonečně dimen-
zionálńıch vektorových prostor̊u sem spadaj́ı i fundamentálńı rovnice vedeńı tepla, vlnová a
Schrödingerova. Uved’me si významnou tř́ıdu př́ıklad̊u z klasické mechaniky.

Př́ıklad 7.1 (Newton̊uv pohybový zákon). Uvažujme pohyb tělesa (hmotného bodu) o hmotnosti m po
př́ımce R, na nějž p̊usob́ı śıla F . V čase t je poloha a rychlost tělesa popsána vektory x(t), v(t) ∈ R. Podle
druhého Newtonova pohybového zákona (zákon śıly) rychlost tělesa v splňuje Cauchyho úlohu

{

mv′(t) = F (t) ,

v(0) = v0 ,
(7.3)

kde v0 ∈ R je počátečńı rychlost (rychlost tělesa v čase nula). Poněvadž rychlost je (podle definice) změna
polohy za infinitezimálńı změnu času, poloha tělesa x splňuje Cauchyho úlohu

{

x′(t) = v(t) ,

x(0) = x0 ,
(7.4)
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kde x0 ∈ R je počátečńı poloha (poloha tělesa v čase nula). Chápeme-li polohu x a rychlost v částice
coby souřadnice vektoru v dvojdimenzionálńım (fázovém) prostoru R2, můžeme diferenciálńı rovnice
s počátečńımi podmı́nkami (7.3) a (7.4) zapsat v elegantńım maticovém tvaru







(
x
v

)′

=

(
v
F
m

)

,

(
x(0)
v(0)

)

=

(
x0
v0

)

,

(7.5)

kde pro přehlednost vynecháváme psańı argumentu s t. Zde derivaci eukleidovského vektoru chápeme po
složkách, což je konzistentńı s obecnou definićı (7.2). Předpokládejme nyńı, že śıla F záviśı na čase pouze
skrze časový vývoj polohy a rychlosti pohybuj́ıćı se částice, t.j. F (t) = f(x(t), v(t)) pro nějakou danou
funkci f . Nav́ıc předpokládejme, že tato závislost je lineárńı, tedy že existuj́ı č́ısla α, β ∈ R taková, že

f(x, v) = αx+ βv . (7.6)

Za tohoto předpokladu je (7.5) ekvivalentńı Cauchyho úloze







(
x
v

)′

=

(
0 1
α
m

β
m

)(
x
v

)

,

(
x(0)
v(0)

)

=

(
x0
v0

)

,

(7.7)

což je speciálńı př́ıpad abstraktńıho problému (7.1).

Linearita (7.6) je vskutku silný předpoklad o charakteru p̊usob́ıćı śıly. Na druhou stranu tento vzorec
obsahuje pohybové zákony, které dobře znáte:

1. α = 0, β = 0 Rovnoměrný př́ımočarý pohyb: na těleso nep̊usob́ı žádná śıla.

2. α = 0, β < 0 Pohyb tělesa v odporuj́ıćım prostřed́ı: č́ım větš́ı rychlost, t́ım větš́ı odpor prostřed́ı

(śıla těleso brzd́ı, proto p̊usob́ı proti směru pohybu tělesa); β je konstanta charakterizuj́ıćı odpor
prostřed́ı pro dané těleso.

3. α < 0, β = 0 Harmonický oscilátor : č́ım větš́ı výchylka, t́ım větš́ı śıla p̊usob́ıćı proti směru pohybu

kuličky na pružině; α je konstanta charakterizuj́ıćı tuhost pružiny. Pro α < 0, β < 0 dostáváme
tlumený harmonický oscilátor ; β je konstanta úměrná koeficientu odporu (např́ıklad prostřed́ı, v němž
oscilátor kmitá).

Kromě těchto kanonických pohybových zákon̊u lze (7.6) chápat jako lineárńı aproximaci obecné śıly f =
f(x, v) p̊usob́ıćı na těleso. ♦

Zamysleme se nyńı nad t́ım, jak operátorovou rovnici (7.1) vyřešit. Zkusme se nejdř́ıve
pod́ıvat po existenci “stacionárńıch” řešeńı

u(t) = eλt u0 , (7.8)

kde λ ∈ K a u0 ∈ V. Kv̊uli splněńı počátečńı podmı́nky v (7.1) je jasné, že zde vys-
tupuj́ıćı vektor u0 muśı být právě počátečńı vektor z časově závislé úlohy (7.1). Hledáme tedy
neznámá č́ısla λ a vektory u0 takové, že stacionárńı Ansatz (7.8) řeš́ı (7.1). Dosazeńım (7.8)
do diferenciálńı rovnice z prvńıho řádku úlohy (7.1) dostaneme časově nezávislou rovnici

Tu0 = λu0 . (7.9)

Vyřešeńım této rovnice (v ńıž jak č́ısla λ, tak vektory u0 jsou neznámé!) tedy dostaneme
alespoň speciálńı řešeńı (7.8) rovnice (7.1). Na konci tohoto kurzu uvid́ıme pozoruhodnou



106 7. Spektrum David Krejčǐŕık

věc, že znalost všech řešeńı stacionárńıho problému (7.9) stač́ı k úplnému vyřešeńı časově
závislé úlohy (7.1) (v tomto kurzu alespoň pro speciálńı tř́ıdu operátor̊u T ).

Pro nulový vektor u0 = 0 je řešeńım rovnice (7.9) libovolné č́ıslo λ, a to bez ohledu na tvar
operátoru T . Z tohoto d̊uvodu je rozumné se v problému (7.9) omezit na netriviálńı řešeńı
(odpov́ıdaj́ıćı nenulovým vektor̊um u0).

7.2 Motivace 2: Invariantńı podprostory

Uvažujme lineárńı zobrazeńı
T : V→ V : {v 7→ Tv}

a připomeňme značeńı T ∈ L (V). Předpokládejme, že máme direktńı rozklad

V = U1 ⊕ · · · ⊕ Um ,

kde Uj ⊂⊂ V, j = 1, . . . , m. Pak k pochopeńı zobrazeńı T stač́ı chápat zúžená zobrazeńı

T ↾Uj
: Uj → V : {v 7→ Tv} ,

jež by měla být jednodušš́ı, protože Uj je obecně menš́ı než V. Důležitá situace nastává,
pokud T ↾Uj

zobrazuje výchoźı prostor Uj opět na Uj, tedy pokud T ↾Uj
∈ L (Uj). Tato

situace je tak d̊uležitá, že j́ı dáme jméno.

Definice 7.2. Necht’ T ∈ L (V) a U ⊂⊂ V. Řekneme, že U je invariantńı podprostor
v̊uči T , pokud plat́ı:

∀u ∈ V, u ∈ U =⇒ Tu ∈ U .

Jinými slovy, U je invariantńı podprostor v̊uči T tehdy a jen tehdy, pokud T ↾U∈ L (U).

Př́ıklad 7.3. {0} ⊂⊂ V je invariantńı podprostor v̊uči T . ♦

Př́ıklad 7.4. V ⊂⊂ V je invariantńı podprostor v̊uči T . ♦

Př́ıklad 7.5. kerT ⊂⊂ V je invariantńı podprostor v̊uči T (u ∈ kerT ⇒ Tu = 0 ∈ kerT ). ♦

Př́ıklad 7.6. ranT ⊂⊂ V je invariantńı podprostor v̊uči T (podle definice ranT ). ♦

Př́ıklad 7.7. Uvažujme operátor derivace na prostoru všech polynomů nejvýše stupně m ≥ 1,

D : Pm → Pm : {p 7→ p′} .

Pak podprostor Pm−1 ⊂⊂ Pm je invariantńı v̊uči D, protože derivace polynomu nejvýše stupně m − 1 je
polynom nejvýše stupně m− 1 (ve skutečnosti je to polynom nejvýše stupně m− 2). ♦
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Pod́ıvejme se nyńı na nejjednodušš́ı možné invariantńı podprostory, a to invariantńı pod-
prostory dimenze 1.

Snadno nahlédneme, že U je jednodimenzionálńı podprostor ve V tehdy a jen tehdy, pokud
existuje nenulový vektor u ∈ V takový, že

U = span(u) = {αu : α ∈ K} . (7.10)

Podprostor U je tedy určen všemi násobky vektoru u.

Pokud je U z (7.10) invariantńı podprostor v̊uči zobrazeńı T ∈ L (V), pak Tu ∈ U, což
znamená, že existuje č́ıslo λ ∈ K takové, že

Tu = λu . (7.11)

Naopak, pokud u ∈ V je nenulový vektor splňuj́ıćı (7.11) pro nějaké č́ıslo λ ∈ K, pak
podprostor U definovaný v (7.10) je invariantńı v̊uči T .

7.3 Definice

Úvahy předchoźıch, motivačńıch podkapitolek (viz (7.9) a (7.11)) nás přiváděj́ı k nejd̊uležitěǰśı
definici lineárńı algebry.

Definice 7.8. Spektrum operátoru T ∈ L (V) je množina

σ(T ) := {λ ∈ K : ∃u ∈ V, u 6= 0, Tu = λu} .

Prvky λmnožiny σ(T ) se nazývaj́ı vlastńı č́ısla operátoru T . Nenulový vektor u ∈ V splňuj́ıćı
Tu = λu se nazývá vlastńı vektor operátoru T odpov́ıdaj́ıćı vlastńımu č́ıslu λ ∈ σ(T ).

Mı́sto vlastńı č́ıslo budeme př́ıležitostně použ́ıvat alternativńı termı́n vlastńı hodnota.

V této definici je nutné vyžadovat, že vektor u je nenulový, poněvadž s nulovým vektorem u
je rovnice Tu = λu splněna pro všechna č́ısla λ ∈ K, a to bez ohledu na tvar T , což by činilo
spektrálńı úlohu triviálńı.

Množina všech vlastńıch vektor̊u operátoru T odpov́ıdaj́ıćıch vlastńımu č́ıslu λ ∈ σ(T ) je
zřejmě rovna ker(T −λI) \ {0}. Speciálně tedy máme, že celkový počet lineárně nezávislých
vlastńıch vektor̊u operátoru T odpov́ıdaj́ıćıch vlastńımu č́ıslu λ se rovná

mg(λ) := dimker(T − λI) .

Č́ıslu mg(λ) ř́ıkáme geometrická násobnost vlastńı hodnoty λ ∈ σ(T ). Pokud λ ∈ σ(T ) a
mg(λ) = 1, řekneme, že λ je geometricky jednoduchá vlastńı hodnota a v opačném př́ıpadě
řekneme, že se jedná o vlastńı hodnotu degenerovanou.

Z kapitolky 7.1 je zřejmé, že Cauchyho úloha (7.1) s generátorem T má netriviálńı stacionárńı
řešeńı tehdy a jen tehdy, pokud spektrum T je neprázdné a počátečńı podmı́nka v (7.1) je
právě vlastńı vektor operátoru T . Obdobně, z kapitolky 7.2 je zřejmé, že jednodimenzionálńı
invariantńı podprostor v̊uči zobrazeńı T existuje tehdy a jen tehdy, pokud spektrum T je
neprázdné.

Obrázek na titulńı stránce (absorpčńı spektrum Slunce) odpov́ıdá spektru lineárńıho operá-
toru (ovšem na nekonečně dimenzionálńım vektorovém prostoru), jenž v kvantové teorii
reprezentuje energii atomů (z nichž se Slunce skládá).
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7.4 Př́ıklady vlastńıch hodnot a vektor̊u

Pod́ıvejme se nyńı na pár základńıch př́ıklad̊u vlastńıch hodnot a vektor̊u.

Př́ıklad 7.9 (Operátor násobeńı). Pro libovolné č́ıslo α ∈ K má zobrazeńı αI na vektorovém prostoru V

pouze jednu vlastńı hodnotu, a to α, tedy
σ(αI) = {α} .

Každý nenulový vektor je vlastńım vektorem odpov́ıdaj́ıćım vlastńı hodnotě α, poněvadž ker(αI − αI) =
ker(0) = V. Geometrická násobnost vlastńı hodnoty α je zřejmě rovna dimenzi celého prostoru,

mg(α) = dimV .

♦

Př́ıklad 7.10 (Rotace). Pro složitěǰśı př́ıklad uvažujme zobrazeńı

T : K2 → K
2 :

{(
x
y

)

7→
(
−y
x

)

=

(
0 −1
1 0

)(
x
y

)}

.

Pro volbu K = R má zobrazeńı hezkou geometrickou interpretaci: T otoč́ı vektor v rovině R2 o 90◦ kolem
počátku proti směru hodinových ručiček (viz Cvičeńı 3.7.4 pro ϕ = π/2). Lineárńı zobrazeńı má vlastńı
hodnotu tehdy a jen tehdy, pokud existuje nenulový vektor, jenž je zobrazen na skalárńı násobek sebe
samého. Pootočeńım vektoru o 90◦ v R

2 zřejmě nemůžeme dostat násobek toho samého vektoru. Závěr:
pokud K = R, operátor T nemá vlastńı hodnoty, tedy σ(T ) = ∅.

Pro volbu K = C je však závěr zcela odlǐsný. Abychom našli vlastńı hodnoty operátoru T , muśıme naj́ıt
č́ısla λ ∈ C taková, že operátorová rovnice

T

(
x
y

)

= λ

(
x
y

)

má jiná řešeńı než x = y = 0. V našem př́ıpadě tomu odpov́ıdá systém lineárńıch algebraických rovnic

−y = λx ,

x = λy .

Dosazeńım druhé rovnice do prvńı rovnice dostaneme

−y = λ2y ,

jež je ekvivalentńı (poněvadž y nemůže být nula, aniž by zároveň x bylo nula) č́ıselné rovnosti

−1 = λ2 ,

jej́ımž řešeńım jsou č́ısla ±i. Dostáváme tud́ıž výsledek, že T má dvě vlastńı hodnoty:

σ(T ) = {i,−i} .
Vlastńı vektory odpov́ıdaj́ıćı vlastńımu č́ıslu i maj́ı tvar

u(i) := α

(
1
−i

)

, kde α ∈ C \ {0} ,

a vlastńı vektory odpov́ıdaj́ıćı vlastńımu č́ıslu −i maj́ı tvar

u(−i) := β

(
1
i

)

, kde β ∈ C \ {0} .

Všimněte si, že vlastńı vektory u(i) a u(−i) jsou lineárně nezávislé. Následně uvid́ıme, že toto je zcela obecná
vlastnost pro vlastńı vektory odpov́ıdaj́ıćı r̊uzným vlastńım hodnotám. Pro geometrické násobnosti vlastńıch
hodnot ±i zřejmě plat́ı

mg(i) = 1 = mg(−i) ,
jedná se tedy o jednoduché vlastńı hodnoty. ♦
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Př́ıklad 7.11. Necht’ C∞(R) je vektorový prostor nad C tvořený spojitými funkcemi, jejichž všechny
derivace jsou rovněž spojité:

C∞(R) :=
{

ψ : R→ C : ∀k ∈ N, ψ(k) spojitá
}

a uvažujme operátor derivace
D : C∞(R)→ C∞(R) : {ψ 7→ ψ′} .

Poněvadž exponenciálńı funkce ψλ(z) := eλx zjevně splňuj́ı ψ′
λ = λψλ pro všechna λ ∈ C, plat́ı

σ(D) = C .

Nyńı uvažujme tu samou operaci derivace, avšak na restriktivněǰśım prostoru funkćı

C∞
0 (R) := {ψ ∈ C∞(R) : suppψ kompaktńı} ,

kde suppψ ⊂ R znač́ı uzávěr množiny bod̊u, kde ψ je nenulová (kompaktnost je v tomto př́ıpadě ekvivalentńı
omezenosti). Necht’

D0 : C∞
0 (R)→ C∞

0 (R) : {ψ 7→ ψ′} .
Poněvadž exponenciálńı funkce ψλ(z) := eλx, jež jsou jediným řešeńım diferenciálńı rovnice ψ′

λ = λψλ,
nejsou nikde v R nula, máme ψλ 6∈ C∞

0 (R), a tud́ıž

σ(D0) = ∅ .

U tohoto př́ıkladu je však naprosto nezbytné poznamenat, že prostory funkćı C∞(R) a C∞
0 (R) jsou nekonečně

dimenzionálńı vektorové prostory, pro něž je potřeba spektrum definovat jinak. Při této správné definici (již
zde nebudeme zmiňovat) je i spektrum D0 rovno celé komplexńı rovině. Naš́ı Definici 7.8 se v př́ıpadě
nekonečně dimenzionálńıch vektorových prostor̊u ř́ıká bodové spektrum a výsledky tohoto př́ıkladu ve
skutečnosti ř́ıkaj́ı, že spektrum operátoru D je čistě bodové a tvořené celou komplexńı rovinou, zat́ımco
bodové spektrum operátoru D0 je skutečně prázdné. ♦

7.5 Lineárńı nezávislost vlastńıch vektor̊u

Věta 7.12. Necht’ T ∈ L (V). Pokud λ1, . . . , λm jsou navzájem odlǐsné vlastńı hodnoty
operátoru T a v1, . . . , vm jsou odpov́ıdaj́ıćı vlastńı vektory, potom plat́ı:

v1, . . . , vm jsou lineárně nezávislé.

D̊ukaz. Postupujme sporem. Necht’ v1, . . . , vm jsou lineárně závislé. Necht’ k ∈ N∗ je nejmenš́ı
index, pro nějž plat́ı

vk ∈ span(v1, . . . , vk−1) .

To znamená, že existuj́ı č́ısla α1, . . . , αk−1 ∈ K taková, že

vk = α1v1 + · · ·+ αk−1vk−1 . (7.12)

Zap̊usobeńım zobrazeńı T na obě strany této rovnosti dostaneme

λkvk = α1λ1v1 + · · ·+ αk−1λk−1vk−1 .

Zároveň, vynásobeńım rovnice (7.12) dostaneme

λkvk = α1λkv1 + · · ·+ αk−1λkvk−1 .
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Odečteńım těchto dvou rovnic nakonec dostaneme vztah

0 = α1(λk − λ1)v1 + · · ·+ αk−1(λk − λk−1)vk−1 .

Poněvadž vektory v1, . . . , vk−1 jsou lineárně nezávislé (podle definice indexu k) a λk 6= λj

pro všechna j = 1, . . . , k − 1 (podle předpokladu věty), dostáváme výsledek

α1 = · · · = αk−1 = 0 .

To však znamená (viz (7.12)), že vk = 0, což je ve sporu s předpokladem věty.

Následuj́ıćı d̊usledek předchoźı věty ř́ıká, že lineárńı zobrazeńı nemůže mı́t v́ıce odlǐsných
vlastńıch hodnot než je dimenze vektorového prostoru, na kterém funguje.

Důsledek 7.13. Každý operátor na V má nejv́ıce dimV r̊uzných vlastńıch hodnot.

D̊ukaz. Necht’ T ∈ L (V). Pokud λ1, . . . , λm jsou navzájem odlǐsné vlastńı hodnoty zo-
brazeńı T a v1, . . . , vm jsou odpov́ıdaj́ıćı vlastńı vektory, potom plat́ı, že v1, . . . , vm jsou
lineárně nezávislé (viz předchoźı Věta 7.12). Tedym ≤ dimV (viz Steinitzova Věta 2.19).

7.6 Existence spektra

V Př́ıkladu 7.10 jsme viděli, že existuj́ı operátory (na reálném vektorovém prostoru), jež
maj́ı prázdné spektrum. V této kapitolce si ukážeme, že spektrum operátor̊u na (konečně
dimenzionálńıch, nenulových) komplexńıch vektorových prostorech je však vždy netriviálńı.
Za t́ımto účelem si nejdř́ıve ukažme vztah mezi spektrem a determinantem operátoru.

Věta 7.14. Necht’ T ∈ L (V). Potom plat́ı

σ(T ) = {λ ∈ C : det(T − λI) = 0} . (7.13)

D̊ukaz. Tvrzeńı plyne z těchto ekvivalenćı:

λ ∈ σ(T ) ⇐⇒ T − λI neńı injektivńı ⇐⇒ det(T − λI) = 0 ,

kde prvńı ekvivalence plyne př́ımo z Definice 7.8, zat́ımco druhá ekvivalence je jedno z kritéríı
Věty 6.17. Připomeňme, že injektivita a invertibilita jsou ekvivalentńı pojmy a že determi-
nant operátoru je invariant (det(T−λI) můžeme spoč́ıtat jako detM(T−λI) pro libovolnou
volbu báze).

Uvědomme si dobře platnost rovnost́ı

det(T − λI) = detM(T − λI) = det
(
M(T )− λM(I)

)
,

kde prvńı rovnost byla zmı́něna už na konci předchoźıho d̊ukazu a druhá plat́ı d́ıky linearitě
izomorfismu M. Z vlastnost́ı determinantu matice je pak zřejmé, že

det(T − λI) = αnλ
n + αn−1λ

n−1 + · · ·+ α1λ+ α0 , (7.14)
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kde αn, . . . , α0 ∈ K, je polynom v proměnné λ, jemuž se ř́ıká charakteristický polynom
zobrazeńı T . Pro krajńı č́ısla vystupuj́ıćı v polynomu (7.14) zřejmě plat́ı

αn = (−1)n , α0 = det T ,

kde n je dimenze uvažovaného vektorového prostoru. Z prvńıho vztahu vid́ıme, že stupeň
charakteristického polynomu je roven právě dimenzi vektorového prostoru. Rovnici

det(T − λI) = 0 (7.15)

jež vystupuje v (7.13), se ř́ıká charakteristická rovnice zobrazeńı T . Věta 7.14 tedy redukuje
výpočet spektra na řešeńı algebraické rovnice (7.15).

Věta 7.15. Každý operátor na komplexńım vektorovém prostoru má alespoň jedno vlastńı
č́ıslo.

D̊ukaz. Necht’ T je operátor na vektorovém prostoru dimenze n ≥ 1. Věta 7.14 redukuje
výpočet spektra operátoru T na hledáńı kořen̊u polynomu (7.14), jehož stupeň je právě n.
Základńı věta algebry (viz např. [3, Thm. 4.7]) nám ř́ıká, že každý polynom stupně n ≥ 1
má alespoň jeden komplexńı kořen.

Z d̊ukazu předchoźı věty je jasné, že můžeme ř́ıct mnohem v́ıce. Necht’ T je operátor na
komplexńım vektorovém prostoru dimenze n ≥ 1 a necht’ λ1, . . . , λm jsou jeho navzájem
odlǐsné vlastńı hodnoty (m ≥ 1). Pro každé k ∈ {1, . . . , m}, necht’ma(λk) znač́ı násobnost λk

coby kořene polynomiálńı rovnice (7.15) a nazvěme toto přirozené nenulové č́ıslo algebraickou
násobnost́ı vlastńı hodnoty λk ∈ σ(T ). Pak plat́ı

ma(λ1) + · · ·+ma(λm) = n .

Skutečně, toto plyne z faktorizace polynomu

det(T − λI) = c (λ− λ1)
ma(λ1) . . . (λ− λm)

ma(λm) ,

jež je d̊usledkem základńı věta algebry. Z tohoto d̊uvodu bývá ve spektrálńı teorii zvykem
ve výčtu vlastńıch hodnot operátoru každou vlastńı hodnotu zopakovat tolikrát, kolik je
jej́ı algebraická násobnost. S touto konvenćı můžeme přeformulovat Větu 7.15 tak, že každý
operátor na komplexńım vektorovém prostoru dimenze n ≥ 1 má právě n vlastńıch č́ısel.

Student si snadno ověř́ı, že v Př́ıkladech 7.9 a 7.10 jsou si geometrické a algebraické násobnosti
vlastńıch hodnot rovny. Obecně tomu však neńı, jak ukazuje následuj́ıćı př́ıklad. (Obecně
plat́ı nerovnost mg(λ) ≤ ma(λ).)

Př́ıklad 7.16. Uvažujme matici

A :=

(
0 1
0 0

)

a odpov́ıdaj́ıćı zobrazeńı TA : C→ C : {x 7→ Ax}. Snadno ověř́ıme, že

σ(TA) = {0} .

Této nulové vlastńı hodnotě odpov́ıdá pouze jeden vlastńı vektor ( 10 ) či přesněji

ker(TA) = span

((
1
0

))

.
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V d̊usledku toho v́ıme, že mg(0) = 1. Avšak

det(A− λI) = λ2 ,

z čehož vid́ıme, že ma(0) = 2. ♦

Z d̊ukazu Věty 7.15 je rovněž jasné, proč situace kolem existence vlastńıch hodnot operátor̊u
na reálných vektorových prostorech je zcela odlǐsná (polynom nemuśı mı́t žádný reálný
kořen).

7.7 Jednoduché matice

V 5. kapitolce jsme diskutovali matici lineárńıho zobrazeńı z jednoho vektorového pros-
toru do jiného vektorového prostoru. Tato matice závisela na volbě báze v každém z těchto
vektorových prostor̊u. Nyńı, kdy se zabýváme operátory (tedy lineárńımi zobrazeńımi z jed-
noho vektorového prostoru do toho samého prostoru), vystač́ıme pouze s jednou báźı. Nav́ıc
výsledná matice bude čtvercová.

Abychom byli specifičtěǰśı, necht’ T ∈ L (V) a necht’ (v1, . . . , vn) je báze ve V. Potom

M
(
T, (v1, . . . , vn)

)
=






a11 . . . a1n
...

...
an1 . . . ann




 ,

kde prvky matice jsou (jednoznačně) určeny rozklady

Tvk = a1kv1 + · · ·+ ankvn , k = 1, . . . , n .

Č́ısla z tohoto rozkladu tvoř́ı k-tý sloupec matice.

Pokud je T operátor na souřadnicovém prostoru Kn a báze neńı specifikována, budeme vždy
implicitně předpokládat, že voĺıme bázi kanonickou. Pak dostaneme k-tý sloupec matice
operátoru T aplikaćı na k-tý bazický vektor.

Ćılem lineárńı algebry je ukázat, že pro každý daný operátor T ∈ L (V) existuje báze
ve V, vzhledem k ńıž má matice M(T ) “jednoduchý tvar”. Jednoduchost́ı budeme rozumět,
že “mnoho” prvk̊u matice je nulových. Co je myšleno mnohost́ı, ukazuje např́ıklad tato
definice.

Definice 7.17.

• Horńı trojúhelńıková matice je matice, jež má všechny prvky pod diagonálou nulové.

• Dolńı trojúhelńıková matice je matice, jež má všechny prvky nad diagonálou nulové.

• Diagonálńı matice je matice, jež má všechny prvky kromě diagonály nulové.

Horńı trojúhelńıková matice tedy vypadá nějak takto (diagonála je vyznačena modře):









a11 a12 a13 . . . a1n
0 a22 a23 . . . a2n
0 0 a33 . . . a3n
...

...
...

. . .
...

0 0 0 . . . ann
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Připomeňme, že diagonálou čtvercové matice rozumı́me prvky, jež lež́ı na šikmé čáře, jež jde
z levého horńıho rohu do pravého dolńıho rohu matice. Diagonálńı matice je tedy matice,
jež je zároveň horńı i dolńı trojúhelńıková matice. Transpozice horńı trojúhelńıkové matice
je dolńı trojúhelńıková matice a naopak.

Je-li matice horńı trojúhelńıková matice, budeme rovněž ř́ıkat, že matice je horńıho troj-
úhelńıkového tvaru. A obdobně pro dolńı trojúhelńıkovou matici a diagonálńı matici.

Následuj́ıćı tvrzeńı demonstruje užitečné spojeńı mezi horńımi trojúhelńıkovými maticemi
a invariantńımi podprostory.

Tvrzeńı 7.18. Necht’ T ∈ L (V) a (v1, . . . , vn) je báze ve V. Následuj́ıćı tvrzeńı jsou ekvi-
valentńı:

(i) M
(
T, (v1, . . . , vn)

)
je horńı trojúhelńıková matice;

(ii) ∀k = 1, . . . , n, Tvk ∈ span(v1, . . . , vk);

(iii) ∀k = 1, . . . , n, span(v1, . . . , vk) je invariantńı v̊uči T .

D̊ukaz. Ekvivalence (i)⇔(ii) plyne př́ımo z definice. Implikace (iii)⇒(ii) je rovněž zřejmá.
Zbývá tedy ukázat implikaci (ii)⇒(iii).

Předpokládejme tedy, že plat́ı (ii). Zvolme k ∈ {1, . . . , n}. Z platnosti (ii) v́ıme, že plat́ı

Tv1 ∈ span(v1) ⊂ span(v1, . . . , vk) ,

T v2 ∈ span(v1, v2) ⊂ span(v1, . . . , vk) ,

...

Tvk ∈ span(v1, . . . , vk) .

V d̊usledku toho máme implikaci

v ∈ span(v1, . . . , vk) =⇒ Tv ∈ span(v1, . . . , vk) ,

což znamená, že span(v1, . . . , vk) je invariantńı v̊uči T .

Nyńı můžeme ukázat, že pro každý operátor na komplexńım vektorovém prostoru existuje
báze, vzhledem k ńıž je matice operátoru jednoduchá ve smyslu samých nul pod diagonálou.

Věta 7.19. Necht’ V je komplexńı vektorový prostor a T ∈ L (V). Potom existuje báze ve V,
vzhledem k ńı̌z je M(T ) horńı trojúhelńıková matice.

D̊ukaz. Důkaz provedeme indukćı podle dimenze prostoru V. Tvrzeńı zřejmě plat́ı, pokud
dimV = 1. Předpokládejme nyńı, že dimV ≥ 2 a požadované tvrzeńı plat́ı pro všechny
vektorové prostory, jejichž dimenze je menš́ı než dimV.

Necht’ λ ∈ σ(T ) je libovolné vlastńı č́ıslo operátoru T (Věta 7.15 zaručuje, že T má alespoň
jedno vlastńı č́ıslo). Necht’

U := ran(T − λI) .
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Poněvadž T − λI neńı surjektivńı (viz Věta 3.44), plat́ı striktńı nerovnost m := dimU <
dimV. Nav́ıc plat́ı, že U je invariantńı v̊uči T . Abychom to dokázali, necht’ u ∈ U. Potom

Tu = (T − λI)u+ λu .

Zřejmě (T − λI)u ∈ U (z definice podprostoru U) a λu ∈ U. Tedy skutečně plat́ı, že U je
invariantńı v̊uči T .

Zúžené zobrazeńı T ↾U je tedy operátor na U (jinými slovy T ↾U∈ L (U)). Dı́ky naš́ı indukčńı
hypotéze v́ıme, že existuje báze (u1, . . . , um) v U, vzhledem k ńıž ma zúžený operátor matici
horńıho trojúhelńıkového tvaru. Pro každé j = 1, . . . , m tedy plat́ı (viz Tvrzeńı 7.18)

Tuj = (T ↾U)(uj) ∈ span(u1, . . . , uj) . (7.16)

Rozšǐrme nyńı u1, . . . , um ∈ U ⊂⊂ V na bázi (u1, . . . , um, v1, . . . , vr) ve V. Pro každé k =
1, . . . , r máme

Tvk = (T − λI)vk + λvk . (7.17)

Definice podprostoru U zaručuje, že (T − λI)vk ∈ U = span(u1, . . . , um). Ze vztahu (7.17)
tud́ıž dostáváme

Tvk ∈ span(u1, . . . , um, v1, . . . , vk) . (7.18)

Užijme nakonec Tvrzeńı 7.18, abychom ze vztah̊u (7.16) a (7.18) odvodili, že T má matici
horńıho trojúhelńıkového tvaru vzhledem k bázi (u1, . . . , um, v1, . . . , vr).

V této větě je naprosto kruciálńı, že uvažujeme operátor na komplexńım vektorovém pros-
toru. Pro operátory na reálném vektorovém prostoru tvrzeńı obecně neplat́ı, jak ukazuje
následuj́ıćı př́ıklad.

Př́ıklad 7.20. Uvažujme operátor rotace

T : R2 → R
2 :

{(
x1
x2

)

7→
(
−x2
x1

)

=

(
0 −1
1 0

)(
x1
x2

)}

z Př́ıkladu 7.10. Předpokládejme, že existuje báze v, w v R2, v̊uči ńıž má T horńı trojúhelńıkovou matici,
tedy

M
(
T, (v, w)

)
=

(
a11 a12
0 a22

)

,

kde a11, a12, a22 ∈ R. Podle definice matice zobrazeńı (viz Definice 5.2) to znamená, že vektory v, w splňuj́ı
rovnice

Tv = a11v ,

Tw = a12v + a22w .

Dosazeńım akce operátoru T je prvńı rovnice ekvivalentńı skalárńı soustavě

−v2 = a11v1 ,

v1 = a11v2 ,

kde v =: ( v1
v2 ). Dosazeńım druhé rovnice do prvńı dostaneme vztah (1 + a211)v2 = 0, z něhož plyne, že

v2 = 0 (zde je d̊uležité, že a11 muśı být reálné), a z druhé rovnice pak plyne, že i v1 = 0. Tedy v je nulový
vektor, což je ve sporu s předpokladem, že v, w jsou lineárně nezávislé (coby vektory báze). Dokázali jsme,
že neexistuje báze, v̊uči ńıž má operátor T horńı trojúhelńıkovou matici.

Jedna osvětluj́ıćı poznámka na závěr. Když v této kapitolce mluv́ıme o matici operátoru T : V → V,
vždy bereme stejnou bázi ve výchoźım i ćılovém prostoru. Kdybychom povolili možnost volby r̊uzných báźı
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ve V, pak i pro operátor z právě uvažovaného př́ıkladu existuj́ı báze, vzhledem k ńıž má matice operátoru
(vzhledem ke dvěma r̊uzným báźım!) horńı trojúhelńıkový tvar, např́ıklad

M
(
T, (e1, e2), (e2, e1)

)
=

(
1 0
0 −1

)

.

♦

Následuj́ıćı tvrzeńı plat́ı jak na komplexńım, tak na reálném vektorovém prostoru, avšak na
reálném vektorovém prostoru neńı předpoklad splněn pro všechny operátory.

Tvrzeńı 7.21. Necht’ V je vektorový prostor se skalárńım součinem a T ∈ L (V). Má-li
operátor T matici horńıho trojúhelńıkového tvaru vzhledem k nějaké bázi ve V, pak má rovněž
matici horńıho trojúhelńıkového tvaru vzhledem k nějaké ortonormálńı bázi ve V.

D̊ukaz. Necht’ operátor T má matici horńıho trojúhelńıkového tvaru vzhledem k nějaké bázi
(v1, . . . , vn) ve V. Pak span(v1, . . . , vj) je invariantńı vhledem k T pro všechna j = 1, . . . , n
(viz Tvrzeńı 7.18). Aplikaćı Gram–Schmidtova ortogonalizačńıho procesu (viz Věta 4.18)
dostaneme z (v1, . . . , vn) ortonormálńı bázi (w1, . . . , wn) splňuj́ıćı

∀j ∈ {1, . . . , n}, span(w1, . . . , wj) = span(w1, . . . , wj) .

Tedy rovněž span(w1, . . . , wj) je invariantńı vhledem k T pro všechna j = 1, . . . , n. Užit́ım
Tvrzeńı 7.18 dostáváme, že T má matici horńıho trojúhelńıkového tvaru vzhledem k ortonormálńı
bázi (w1, . . . , wn) ve V.

7.8 Spektrum jednoduchých matic

Nejdř́ıve si ukažme, že matice z Definice 7.17 jsou vskutku jednoduché v tom smyslu, že
jejich determinant je snadné spoč́ıst.

Tvrzeńı 7.22. Necht’ A = (ajk)j,k=1,...,n je horńı trojúhelńıková (nebo dolńı trojúhelńıková
nebo diagonálńı) matice. Potom plat́ı:

detA = a11a22 . . . ann .

D̊ukaz. Opakvaným užit́ım rozkladu determinantu podle prvńıho sloupce (viz Věta 6.15),
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dostaneme nakonec požadované tvrzeńı

det










a11 a12 a13 . . . a1n
0 a22 a23 . . . a2n
0 0 a33 . . . a3n
...

...
...

. . .
...

0 0 0 . . . ann










= a11 det








a22 a23 . . . a2n
0 a33 . . . a3n
...

...
. . .

...
0 0 . . . ann








= a11a22 det






a33 . . . a3n
...

. . .
...

0 . . . ann






...

= a11a22 . . . ann,

poněvadž každá d́ılč́ı matice je opět horńı trojúhelńıková.

Jak zjistit pohledem na matici operátoru, zda je operátor invertibilńı? Pokud máme štěst́ı a
máme k dispozici bázi, vzhledem k ńıž je matice operátoru horńıho trojúhelńıkového tvaru,
pak tento problém má jednoduché řešeńı, jak ukazuje následuj́ıćı tvrzeńı.

Tvrzeńı 7.23. Necht’ T ∈ L (V) má matici M(T ) =: (ajk)j,k=1,...,n horńıho trojúhelńıkového
tvaru vzhledem k nějaké bázi ve V. Potom plat́ı, že T je invertibilńı tehdy a jen tehdy, pokud
všechny prvky na diagonále této matice jsou nenulové:

T je invertibilńı ⇐⇒ ∀j = 1, . . . , n, ajj 6= 0 .

D̊ukaz. Nejdř́ıve si uvědomme tyto obecné ekvivalence:

T je invertibilńı ⇐⇒ M(T ) je invertibilńı ⇐⇒ detM(T ) 6= 0 ,

kde prvńı ekvivalence plat́ı d́ıky izomorfnosti zobrazeńı M a druhá ekvivalence je jedno
z kritéríı Věty 6.17. Posledńı vlastnost je však ekvivalentńı dokazovanému kritériu, poněvadž
detM(T ) = a11 . . . ann (viz Tvrzeńı 7.22).

Jak zjistit pohledem na matici operátoru, jak vypadá jeho spektrum? Tento problém má
opět jednoduché řešeńı pro matice horńıho trojúhelńıkového tvaru.

Tvrzeńı 7.24. Necht’ T ∈ L (V) má matici M(T ) =: (ajk)j,k=1,...,n horńıho trojúhelńıkového
tvaru vzhledem k nějaké bázi ve V. Potom plat́ı, že vlastńı hodnoty operátoru T jsou rovny
diagonálńım prvk̊um této matice:

σ(T ) = {a11, . . . , ann} .
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D̊ukaz. Necht’ (v1, . . . , vn) je báze ve V, vzhledem k ńıž má T matici horńıho trojúhelńıko-
vého tvaru:

M
(
T, (v1, . . . , vn)

)
=










a11 a12 a13 . . . a1n
0 a22 a23 . . . a2n
0 0 a33 . . . a3n
...

...
...

. . .
...

0 0 0 . . . ann










.

Potom máme

M
(
T − λI, (v1, . . . , vn)

)
=










a11 − λ a12 a13 . . . a1n
0 a22 − λ a23 . . . a2n
0 0 a33 − λ . . . a3n
...

...
...

. . .
...

0 0 0 . . . ann − λ










,

kde λ ∈ K je libovolné č́ıslo. Podle Tvrzeńı 7.23 v́ıme, že T − λI neńı invertibilńı tehdy a
jen tehdy, když λ je rovno jednomu z č́ısel a11, . . . , ann. Avšak podle Definice 7.8 plat́ı, že λ
je vlastńı č́ıslo operátoru T tehdy a jen tehdy, když T − λI neńı invertibilńı.

Spektrum jsme prozat́ım definovali pouze pro operátory. Nyńı si zaved’me vhodnou definici
pro matice.

Definice 7.25. Vlastné č́ısla a vlastńı vektory matice A ∈ Kn×n definujeme coby vlastńı
č́ısla a vlastńı vektory zobrazeńı

TA : Cn → C
n : {x 7→ Ax} .

Zde je d̊uležité, že operátor TA generovaný matićı A uvažujeme na komplexńım souřadnicovém
prostoru Cn, a to i když A ∈ Rn×n. Spektrum matice je tedy vždy neprázdné.

Z Věty 7.19 a Tvrzeńı 7.22 a 7.24 této kapitolky dostáváme zaj́ımavé pozorováńı, že determi-
nant matice můžeme spoč́ıst také tak, že nelezneme vlastńı č́ısla této matice a pronásob́ıme
je mezi sebou. Toto pozorováńı je konzistentńı s dř́ıve diskutovaným pojmem invariant̊u,
poněvadž jak spektrum operátoru, tak determinant matice jsou objekty nezávislé na volbě
báze. Obdobně stopu matice dostaneme coby součet vlastńıch č́ısel této matice. Pro d̊uležitost
tohoto pozorováńı si to shrňme.

Tvrzeńı 7.26. Necht’ A ∈ K
n×n a λ1, . . . , λm jsou navzájem odlǐsné vlastńı hodnoty A.

Potom plat́ı:

(i) detA = λ
ma(λ1)
1 . . . λ

ma(λm)
m ;

(ii) trA = ma(λ1) λ1 + · · ·+ma(λm) λm;

kde ma(λj) je algebraická násobnost vlastńı hodnoty λj.

D̊ukaz. Podle Věty 7.19 existuje báze, vzhledem k ńıž má matice operátoru TA horńı troj-
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úhelńıkový tvar. Jinými slovy (viz Věta 6.24),

B = Q−1AQ ,

kde B = (bjk)j,k=1,...,n je horńı trojúhelńıková matice a Q je matice přechodu od staré báze
k nové. Už v́ıme, že detB = detA (viz Věta 6.20) a trA = trB (viz Tvrzeńı 6.26). Avšak
determinant horńı trojúhelńıkové matice se spočte snadno a stopa jako obvykle:

detB = b11 . . . bnn a trB = b11 + · · ·+ bnn . (7.19)

Z Tvrzeńı 7.24 v́ıme, že každé z č́ısel b11, . . . , bnn je rovno nějaké z navzájem odlǐsných
vlastńıch hodnot λ1, . . . , λm zobrazeńı TA, avšak je možné, že hned několik (stejných) č́ısel
z b11, . . . , bnn je rovno té samé vlastńı hodnotě. Poněvadž podle Věty 6.20 a Tvrzeńı 7.22
rovněž plat́ı

det(A− λI) = det(B − λI) = (b11 − λ) . . . (bnn − λ) ,

vid́ıme, že č́ıslo bjj se v (7.19) opakuje právě tolikrát, kolik je jeho násobnost coby kořene
polynomiálńı rovnice (7.15).

Rovněž invertibilita operátoru je vlastnost nezávislá na volbě báze. Podle Věty 7.19 a
Tvrzeńı 7.24 lze tuto d̊uležitou vlastnost pro operátory na komplexńıch prostorech redukovat
na výpočet a prozkoumáńı spektra libovolné odpov́ıdaj́ıćı matice.

Už z těchto pozorováńı tuš́ıme, že spektrum je kĺıč k porozuměńı vlastnost́ı lineárńıch zo-
brazeńı.

7.9 Diagonalizovatelnost

Definice 7.27. Operátor T ∈ L (V) je diagonalizovatelný, pokud má diagonálńı matici
vzhledem k nějaké bázi ve V,

Mı́sto toho, že operátor je diagonalizovatelný, budeme rovněž ř́ıkat, že operátor lze diago-
nalizovat.

Podle definice je operátor T ∈ L (V) diagonalizovatelný, existuje-li ve V báze (v1, . . . , vn)
taková, že

M
(
T, (v1, . . . , vn)

)
=






λ1 0
. . .

0 λn




 ,

kde λ1, . . . , λn ∈ K jsou nějaká č́ısla. Podle Definice 5.2 pro matici lineárńıho zobrazeńı lze
operátor T diagonalizovat tehdy a jen tehdy, pokud prvky báze (v1, . . . , vn) splňuj́ı rovnosti

Tv1 = λ1v1 ,

...

Tvn = λnvn .

Operátor T má tedy diagonálńı matici vzhledem k nějaké bázi ve V tehdy a jen tehdy, pokud
je tato báze složena z vlastńıch vektor̊u operátoru T . Prvky této diagonálńı matice jsou pak
právě vlastńı hodnoty operátoru T (viz Tvrzeńı 7.24).
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Naneštěst́ı však ne každý operátor má diagonálńı matici vzhledem k nějaké bázi. Pro
operátory na reálných vektorových prostorech to už v́ıme (viz Př́ıklad 7.10, kde v reálném
př́ıpadě vlastńı hodnoty a vlastńı vektory ani neexistuj́ı). Tato smutná skutečnost však
plat́ı i pro komplexńı vektorové prostory, pro něž vždy nějaké vlastńı vektory existuj́ı (viz
Věta 7.15), ale nemuśı jich být dostatek pro konstrukci báze, jak ukazuje následuj́ıćı př́ıklad.

Př́ıklad 7.28. Uvažujme operátor (viz Př́ıklad 7.16)

T : C2 → C
2 :

{(
x1
x2

)

7→
(
x2
0

)

=

(
0 1
0 0

)(
x1
x2

)}

.

V Př́ıkladu 7.16 jsme již viděli, že T má právě jedno vlastńı č́ıslo, a to nulu,

σ(T ) = {0} ,

jemuž odpov́ıdá množina vlastńıch vektor̊u z jednodimenzionálńıho podprostoru

span

((
1
0

))

.

Operátor T tedy nemá dostatek vlastńıch vektor̊u, abychom z nich zkonstruovali bázi ve dvojdimenzionálńım
vektorovém prostoru C2. V d̊usledku toho neexistuje báze v C2, vzhledem k ńıž by měl operátor T diagonálńı
matici. ♦

Následuj́ıćı tvrzeńı ukazuje, že operátor lze diagonalizovat, pokud má tolik r̊uzných vlastńıch
č́ısel, kolik je dimenze vektorového prostoru.

Tvrzeńı 7.29. Necht’ T ∈ L (V). Potom plat́ı:

T má dimV r̊uzných vlastńıch hodnot =⇒ T je diagonalizovatelný.

D̊ukaz. Necht’ T má dimV r̊uzných vlastńıch hodnot λ1, . . . , λdimV a necht’ v1, . . . , vdimV

znač́ı odpov́ıdaj́ıćı vlastńı vektory. Podle Věty 7.12 jsou tyto vektory lineárně nezávislé a
poněvadž jich je právě tolik, kolik je dimenze prostoru, tvoř́ı bázi (viz Tvrzeńı 2.34). Zbývá
připomenout, že operátor je diagonalizovatelný tehdy a jen tehdy, pokud jeho vlastńı vektory
tvoř́ı bázi (viz začátek této kapitolky).

Následuj́ıćı př́ıklad ukazuje, že se jedná jen o postačuj́ıćı podmı́nku.

Př́ıklad 7.30. Uvažujme operátor

T : K3 → K
3 :











x1
x2
x3



 7→





4x1
4x2
5x3



 =





4 0 0
0 4 0
0 0 5









x1
x2
x3










.

Snadno ověř́ıme, že T má pouze dvě vlastńı č́ısla (4 a 5),

σ(T ) = {4, 5} ,
avšak jeho matice vzhledem ke kanonické bázi je diagonálńı,

M
(
T, (e1, e2, e3)

)
=





4 0 0
0 4 0
0 0 5



 .
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♦

Zakončeme tyto úvahy sadou ekvivalentńıch podmı́nek pro diagonalizovatelnost operátoru.

Tvrzeńı 7.31. Necht’ T ∈ L (V) a λ1, . . . , λm označuj́ı jeho odlǐsné vlastńı hodnoty. Potom
následuj́ıćı vlastnosti jsou ekvivalentńı:

(i) T je diagonalizovatelný;

(ii) ve V existuje báze tvořená vlastńımi vektory operátoru T ;

(iii) existuj́ı jednodimenzionálńı podprostory U1, . . . ,Un ⊂⊂ V, jež jsou invariantńı vzhle-
dem k T a splňuj́ı

V = U1 ⊕ · · · ⊕ Un ;

(iv) V = ker(T − λ1I)⊕ · · · ⊕ ker(T − λmI);

(v) dimV = dimker(T − λ1I)⊕ · · · ⊕ dim ker(T − λmI).

D̊ukaz. Ekvivalenci (i)⇔(ii) jsme si už ukázali.

(ii)⇒(iii) Necht’ v1, . . . , vn znač́ı vlastńı vektory operátoru T , jež podle předpokladu tvoř́ı

bázi v prostoru V. Pro všechna j = 1, . . . , n položme

Uj := span(vj) .

Je zřejmé, že každé Uj je jednodimenzionálńı podprostor ve V, jež je invariantńı vzhledem
k T (poněvadž každé vj je vlastńım vektorem T ). Jelikož (v1, . . . , vn) je báze, každý vektor
z V lze jednoznačně zapsat jako lineárńı kombinaci vektor̊u v1, . . . , vn:

∀v ∈ V, ∃!α1, . . . , αn ∈ K, v = α1v1
︸︷︷︸

∈U1

+ · · ·+ αnvn
︸︷︷︸

∈Un

.

Jinými slovy, V = U1 ⊕ · · · ⊕ Un.

(iii)⇒(ii) Pro dané j = 1, . . . , n, necht’ vj je nenulový vektor z Uj . Pak ovšem každý vj je

vlastńım vektorem operátoru T (poněvadž Uj jsou jednodimenzionálńı invariantńı podpros-
tory podle předpokladu). Jelikož plat́ı (podle předpokladu)

∀v ∈ V, ∃!u1 ∈ U1, . . . , un ∈ Un v = u1 + · · ·+ un .

a každý z vektor̊u uj je skalárńım násobkem vj, vid́ıme, že (v1, . . . , vn) je báze ve V.

(ii)⇒(iv) Poněvadž každý vektor z V můžeme jednoznačně napsat jako lineárńı kombinaci

vlastńıch vektor̊u operátoru T (poněvadž vlastńı vektory tvoř́ı bázi), plat́ı

V = ker(T − λ1I) + · · ·+ ker(T − λmI)

(nejedná se a priori o direktńı součet, jelikož ker(T −λjI) může obsahovat dva r̊uzné vlastńı
vektory). Abychom ukázali, že se ve skutečnosti jedná o direktńı součet, položme (plánujeme
už́ıt Větu 1.25)

0 = u1 + · · ·+ um , (7.20)
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kde uj ∈ ker(T − λjI), j = 1, . . . , m. Jelikož vektory u1, . . . , um jsou lineárně nezávislé (viz
Věta 7.12), dostáváme z (7.20), že každý vektor uj = 0. Podle Věty 1.25 se tedy jedná
o direktńı součet.

(iv)⇒(v) Tato implikace plyne z Věty 2.36(ii).

(v)⇒(ii) Zvolme bázi v každém z podprostor̊u ker(T − λjI), j = 1, . . . , m, a tyto báze

dejme dohromady takovým zp̊usobem, že dostaneme soubor vektor̊u (v1, . . . , vn) ve V. Podle
konstrukce se jedná o vlastńı vektory operátoru T a d́ıky předpokladu skutečně plat́ı n =
dimV. Abychom ukázali, že tyto vektory jsou lineárně nezávislé, položme

α1v1 + · · ·+ αnvn = 0 ,

kde α1, . . . , αn ∈ K. Pro každý index j = 1, . . . , m, necht’ uj označuje součet všech člen̊u αkvk
takových, že vk ∈ ker(T − λjI). Tedy každý uj je vlastńı vektor operátoru T odpov́ıdaj́ıćı
vlastńımu č́ıslu λj a

u1 + · · ·+ um = 0 . (7.21)

Poněvadž u1, . . . , um jsou vlastńı vektory odpov́ıdaj́ıćı r̊uzným vlastńım č́ısl̊um, jsou podle
Věty 7.12 lineárně nezávislé, a tud́ıž (7.21) implikuje, že každý vektor uj = 0. Jelikož
každý uj je součet člen̊u αkvk, kde vektory vk byly zvoleny tak, že tvořily bázi v ker(T −
λjI), dostáváme, že všechna č́ısla αk jsou rovna nule. Tud́ıž vektory v1, . . . , vn jsou lineárně
nezávislé a poněvadž jejich počet odpov́ıdá dimenzi prostoru V, jedná se podle Tvrzeńı 2.34
o bázi.

7.10 Samosdruženost

Už jsme se smı́̌rili s t́ım, že ne každý operátor je diagonalizovatelný. Pod́ıvejme se nyńı na
speciálńı tř́ıdu operátor̊u, jež, jak později uvid́ıme, jsou vždy diagonalizovatelné. Jelikož tato
tř́ıda operátor̊u je definována skrze sdruženost, předpokládejme po zbytek této kapitolky
existenci skalárńıho součinu:

V := konečně dimenzionálńı, nenulový vektorový prostor se skalárńım součinem nad K.

Definice 7.32. Operátor T ∈ L (V) je samosdružený, pokud T ∗ = T .

Na konečně dimenzionálńıch prostorech je pojem samosdružený operátor identický s alterna-
tivńımi terminologiemi hermitovský či symetrický. My se však budeme striktně držet termı́nu
samosdružený, jenž je výstižný a konzistentńı s analogickým zobecněńım na nekonečně di-
menzionálńı vektorové prostory se skalárńım součinem (tzv. Hilbertovy prostory).

Samosdružené operátory hraj́ı kĺıčovou roli v kvantové mechanice, kde reprezentuj́ı fyzikálńı
pozorovatelné (např. energie, poloha, hybnost atd.). Spektrum takovéhoto operátoru má pak
př́ımou fyzikálńı interpretaci coby výsledky měřeńı dané veličiny na studovaném systému.
Obrázek na titulńı stránce je absorpčńı spektrum slunečńıho zářeńı, tedy spektrum operátoru,
jenž reprezentuje energii atomů Slunce.
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Př́ıklad 7.33. Necht’ T je operátor na K2, jehož matice (vzhledem ke kanonické bázi) má tvar

M(T ) =

(
a11 a12
a21 a22

)

,

kde a11, a12, a21, a22 ∈ K. Poněvadž (viz Tvrzeńı 5.20)

M(T ∗) = M(T )∗ =

(
a11 a21
a12 a22

)

,

dostáváme následuj́ıćı ekvivalenci pro samosdruženost:

T ∗ = T ⇐⇒ (a11, a22 ∈ R ∧ a21 = a12) .

(V reálném př́ıpadě K = R tedy dostáváme pouze jednu podmı́nku na symetrii a21 = a12.) ♦

Operace sdružeńı operátoru je vlastnost analogická operaci komplexńıho sdružeńı č́ısla.
Komplexńı č́ıslo z, jež je rovno svému sdruženému č́ıslu z (tedy máme “samosdruženou”
vlastnost z = z), je nezbytně reálné. V př́ıpadě samosdružených operátor̊u dostáváme
reálnost spektra, jak ukazuje následuj́ıćı tvrzeńı.

Tvrzeńı 7.34. Každý samosdružený operátor má reálné spektrum, tedy:

T ∗ = T =⇒ σ(T ) ⊂ R .

D̊ukaz. Pokud K = R, pak každá vlastńı hodnota je reálná, tvrzeńı je tud́ıž netriviálńı pouze
v komplexńım př́ıpadě K = C. Necht’ λ ∈ σ(T ) ⊂ C je vlastńı hodnota operátoru T a necht’

v ∈ V je odpov́ıdaj́ıćı vlastńı vektor, tedy Tv = λv. Potom plat́ı

λ ‖v‖2 = 〈v, λv〉 = 〈v, Tv〉 = 〈T ∗v, v〉 = 〈Tv, v〉 = 〈λv, v〉 = λ ‖v‖2 .

Poněvadž v je podle definice nenulový, dostáváme λ = λ, a tud́ıž λ ∈ R.

Opačná implikace samozřejmě neplat́ı, jak ukazuje následuj́ıćı př́ıklad.

Př́ıklad 7.35. Necht’ T je operátor na C2, jehož matice (vzhledem ke kanonické bázi) má tvar

M(T ) =

(
1 i
0 2

)

.

Snadno ověř́ıme, že spektrum je reálné,
σ(T ) = {1, 2} ,

avšak T je zřejmě nesamosdružený. ♦

Tvrzeńı 7.36. Necht’ T ∈ L (V) je samosdružený. Vlastńı vektory operátoru T odpov́ıdaj́ıćı
r̊uzným vlastńım č́ısl̊um jsou ortogonálńı.
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D̊ukaz. Necht’ λ1 6= λ2 jsou odlǐsná vlastńı č́ısla operátoru T a necht’ v1, v2 jsou odpov́ıdaj́ıćı
vlastńı vektory, tedy

Tv1 = λ1v1 a Tv2 = λ2v2 .

Potom plat́ı
(λ1 − λ2)〈v1, v2〉 = 〈λ1v1, v2〉 − 〈v1, λ2v2〉

= 〈Tv1, v2〉 − 〈v1, T v2〉
= 〈Tv1, v2〉 − 〈T ∗v1, v2〉
= 0 ,

kde prvńı rovnost využ́ıvá reálnosti spektra samosdruženého operátoru (viz Tvrzeńı 7.34) a
posledńı rovnost plat́ı opět d́ıky samosdruženosti. Poněvadž λ1−λ2 6= 0 podle předpokladu,
dostáváme požadované tvrzeńı 〈v1, v2〉 = 0.

7.11 Spektrálńı teorém

Nyńı se dostáváme k hlavńımu a naprosto fundamentálńımu výsledku lineárńı algebry,
s mnoha aplikacemi zvláště v kvantové teorii.

Připomeňme, že operátor T ∈ L (V) je diagonalizovatelný tehdy a jen tehdy, pokud v pros-
toru V existuje báze tvořená vlastńımi vektory operátoru T (viz Tvrzeńı 7.31). Následuj́ıćı
výsledek nám ř́ıká, že toto je vždy př́ıpad samosdružených operátor̊u a že se nav́ıc jedná
o ortonormálńı bázi (což je ta nejhezč́ı možná).

Věta 7.37 (Spektrálńı teorém). Necht’ T ∈ L (V) je samosdružený. Potom ve V existuje
ortonormálńı báze tvořená vlastńımi vektory operátoru T .

D̊ukaz. Věta plat́ı v této obecnosti, avšak my si ji dokážeme pouze v komplexńım př́ıpadě
K = C.

Poněvadž jsme na komplexńım vektorovém prostoru, existuje ortonormálńı báze (v1, . . . , vn)
ve V, vzhledem k ńıž je matice T horńıho trojúhelńıkového tvaru (viz Věta 7.19 a Tvrzeńı 7.21):

M
(
T, (v1, . . . , vn)

)
=






a11 . . . a1n
. . .

...
0 ann




 .

Jelikož T je samosdružený, muśı být všechny nediagonálńı prvky této matice rovny nule
(aby platilo M(T, (v1, . . . , vn)) = M(T, (v1, . . . , vn))

∗.) Tedy tato matice je ve skutečnosti
diagonálńı, což znamená, že (v1, . . . , vn) je ortonormálńı báze tvořená vlastńımi vektory
operátoru T .

Důsledek 7.38. Necht’ T ∈ L (V) je samosdružený a λ1, . . . , λm označuj́ı jeho odlǐsné
vlastńı hodnoty. Potom plat́ı:

(i) V = ker(T − λ1I)⊕ · · · ⊕ ker(T − λmI);

(ii) každý vektor z ker(T − λjI) je ortogonálńı ke všem vektor̊um z ostatńıch podprostor̊u
tohoto rozkladu.
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D̊ukaz. Věta 7.37 zaručuje, že v prostoru V existuje ortonormálńı báze tvořena vlastńımi
vektory operátoru T . Vlastnost (i) pak plyne z Tvrzeńı 7.31, zat́ımco (ii) je d̊usledkem
Tvrzeńı 7.36.

Tento d̊usledek nám dává ten nejhezč́ı možný rozklad vektorového prostoru V pro operátor T :
na každém podprostoru ker(T − λjI) je akćı T pouze násobeńı č́ıslem λj.

7.12 Polynom operátoru

Jeden z d̊uvod̊u, proč existuje bohatš́ı teorie pro zobrazeńı z jednoho vektorového prostoru
do toho samého, je možnost definice jejich mocnin. V této kapitolce zavedeme tento pojem
a dokonce definujeme polynom coby zobrazeńı na prostoru lineárńıch zobrazeńı.

Pokud T ∈ L (V), pak složené zobrazeńı TT =: T 2 má smysl a je to opět zobrazeńı z prostoru
L (V). Obecněji, pokud m ∈ N∗, pak m-tou mocninu zobrazeńı T definujeme předpisem

Tm := T . . . T
︸ ︷︷ ︸

m-krát

.

Je výhodné rovněž definovat nultou mocninu T 0 := I (identita na V).

Pro invertibilńı lineárńı zobrazeńı T můžeme nav́ıc definovat zápornou mocninu předpisem

T−m := (T−1)m .

(Připomeňme, že T−1 označuje inverzńı zobrazeńı k zobrazeńı T , jež je dobře definováno,
jakmile T je invertibilńı.)

Student si snadno dokáže následuj́ıćı tvrzeńı.

Tvrzeńı 7.39. ∀T ∈ L (V), ∀m,n ∈ N,

(i) TmT n = Tm+n ,

(ii) (Tm)n = Tmn .

Pokud je T invertibilńı, vztahy plat́ı i pro m,n ∈ Z.

Uvažujme nyńı polynom p ∈ P, jenž zaṕı̌seme ve tvaru

p(x) = α0 + α1x+ α2x
2 + · · ·+ αmx

m ,

kde x ∈ K a α0, α1, . . . , αm ∈ K. Potom definujeme polynom operátoru T ∈ L (V) předpisem

p(T ) := α0I + α1T + α2T
2 + · · ·+ αmT

m . (7.22)

Pokud zafixujeme zobrazeńı T ∈ L (V), potom zobrazeńı

P→ L (V) : {p 7→ p(T )}

je lineárńı, jak snadno ověř́ıte.

Student si rovněž snadno dokáže následuj́ıćı pěkná tvrzeńı.
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Tvrzeńı 7.40. ∀T ∈ L (V), ∀p, q ∈ P,

(i) (pq)(T ) = p(T )q(T ) ,

(ii) [p, q](T ) = 0 .

7.13 Exponenciála operátoru

V předchoźı kapitolce jsme zavedli pojem polynomu operátoru T ∈ L (V) přirozeným
předpisem (7.22). Zv́ıdavěǰśıho studenta samozřejmě napadne, že kdybychom vzali takovýto
polynomiálńı součet až do nekonečna, mohli bychom definovat funkci operátoru, tak jak jsme
zvykĺı definovat skalárńı funkce pomoćı nekonečných řad (viz Taylor̊uv vzorec). Následuj́ıćı
definice reprezentuje jeden velice d̊uležitý př́ıklad funkce operátoru, kdy to funguje.

Definice 7.41. Exponenciála operátoru T ∈ L (V) je lineárńı operátor definovaný
předpisem

eT :=
∞∑

k=0

T k

k!
. (7.23)

Zde pravou stranu chápeme jako limitu částečných součt̊u. Abychom si ukázali, že tato
limita konverguje, zaved’me normu operátoru předpisem

‖T‖ := sup
v∈V
v 6=0

‖Tv‖
‖v‖ . (7.24)

Na pravé straně této definice vystupuj́ı normy vektor̊u, jejichž definici známe pro vektorové
prostory se skalárńım součinem (připomeňme, že předpokládáme, že V je takový prostor).
Pro rozd́ıl částečných součt̊u dostáváme

∥
∥
∥
∥
∥

N∑

k=0

T k

k!
−

M∑

k=0

T k

k!

∥
∥
∥
∥
∥
=

∥
∥
∥
∥
∥

M∑

k=N+1

T k

k!

∥
∥
∥
∥
∥
≤

M∑

k=N+1

‖T n‖
n!
≤

M∑

k=N+1

‖T‖k
k!

,

kde nerovnosti plynou z vlastnost́ı normy (7.24). T́ım jsme se dostali zpět do skalárńıho
př́ıpadu, odkud v́ıme, že pravá strana jde k nule pro N,M → ∞, a to stejnoměrně pro
všechny matice A, jejichž norma ‖A‖ je menš́ı než nějaká daná konstanta.

Př́ıklad 7.42. Uvažujme matice (viz Př́ıklad 3.11)

A :=

(
0 1
0 0

)

a B :=

(
0 0
1 0

)

,

jež můžeme chápat jako operátory na souřadnicovém prostoru R2. Snadno se ověř́ı, že A2 = 0 a B2 = 0,
tud́ıž př́ımo Definice 7.41 dává

eA = I +A =

(
1 1
0 1

)

a eB = I +B =

(
1 0
1 1

)

.
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Poněvadž

eAeB =

(
2 1
1 1

)

a eBeA =

(
1 1
1 2

)

,

nemůžeme obecně očekávat platnost vzorečku

eA+B = eAeB , (7.25)

jenž známe ze skalárńıho př́ıpadu. Neplatnost tohoto vzorečku pro naše matice je zřejmá z toho, že bychom
zároveň museli mı́t eA+B = eBeA (poněvadž vlevo A+B = B +A), avšak výše jsme si ukázali, že eAeB 6=
eBeA.

Alternativně můžeme rovněž př́ımo spoč́ıst exponenciálu součtu těchto matic

eA+B =

(
cosh 1 sinh 1
sinh 1 cosh 1

)

,

pokud využijeme vztah̊u

(A+B)k =

{

I ⇔ k je sudé ,

A+B ⇔ k je liché ,

a Taylorova rozvoje funkćı cosh a sinh.

Na závěr poznamenejme, že vzoreček (7.25) plat́ı pro komutuj́ıćı matice A,B (libovolného stupně), tedy
splňuj́ıćı [A,B] = 0. ♦

Derivováńım řady (7.23) člen po členu dostaneme

d

dt
etT = etTT = TetT .

Dı́ky tomuto vztahu můžeme řešeńı Cauchyho operátorové úlohy
{

u′ = Tu , t ∈ [0,∞) ,

u(0) = u0 ∈ V ,
(7.26)

kterou jsme naše spektrálńı úvahy motivovali v Kapitole 7.1, naj́ıt ve tvaru

u(t) = etTu0 .

Poněvadž mnoho fyzikálńıch úloh vede diferenciálńım rovnićım typu (7.26) (připomeňme
si sadu úloh z Př́ıkladu 7.1 motivovaných druhým Newtonovým zákonem), je exponenciála
operátoru velice d̊uležitým matematickým objektem. Ukažme si, jak pomoćı exponenciály
matice vyřešit dva vám dobře známé př́ıklady z klasické mechaniky.

Př́ıklad 7.43 (Rovnoměrný př́ımočarý pohyb). Uvažujme jednorozměrný pohyb tělesa o hmotnosti m, na
nějž nep̊usob́ı žádné śıly. Z obecného vztahu (7.7) v́ıme, že polohu x a rychlost v částice, coby souřadnice
vektoru v dvojdimenzionálńım (fázovém) prostoru R2, najdeme jako řešeńı Cauchyho úlohy







(
x
v

)′

=

(
0 1
0 0

)(
x
v

)

,

(
x(0)
v(0)

)

=

(
x0
v0

)

.

To je speciálńı př́ıpad obecné soustavy (7.26), kde T := A je matice z Př́ıkladu 7.42 (chápána jako zobrazeńı
z C2 do C2). Aplikaćı exponenciály

etA = I + tA =

(
1 t
0 1

)
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na vektor ( x0
v0 ) obdrž́ıme

∀t ≥ 0, x(t) = x0 + v0t , v(t) = v0 ,

což jsou vztahy pro rovnoměrný př́ımočarý pohyb, jež dobře znáte ze základńı školy. ♦

Př́ıklad 7.44 (Pohyb tělesa v odporuj́ıćım prostřed́ı). Uvažujme nyńı jednorozměrný pohyb tělesa o
hmotnosti m, na nějž p̊usob́ı odporová śıla prostřed́ı FD = −av (č́ım větš́ı rychlost, t́ım větš́ı odpor
prostřed́ı), kde a je kladná konstanta charakterizuj́ıćı odpor prostřed́ı pro dané těleso. Gravitačńı ani jiné
śıly neuvažujeme. Užit́ım obecného vztahu (7.7) můžeme dynamické rovnice zapsat ve tvaru







(
x
v

)′

=

(
0 1
0 −c

)(
x
v

)

,

(
x(0)
v(0)

)

=

(
x0
v0

)

,

kde zkracujeme c := a/m. Tuto soustavu diferenciálńıch rovnic s počátečńımi podmı́nkami můžeme naj́ıt
řešeńım jednotlivých rovnic, pod́ıvejme se však na řešeńı skrze exponenciálu matice A :=

(
0 1
0 −c

)
. Snadno

ověř́ıme, že plat́ı

∀k ≥ 1,

(
0 1
0 −c

)k

=

(
0 (−c)k−1

0 (−c)k
)

=

(
0 (−c)−1(−c)k
0 (−c)k

)

.

Užit́ım Definice 7.41 tedy dostáváme

etA = I +

∞∑

k=1






0 (−c)−1 (−ct)k
k!

0
(−ct)k
k!




 = I +









0 (−c)−1
∞∑

k=1

(−ct)k
k!

0
∞∑

k=1

(−ct)k
k!









= I +

(
0 (−c)−1(e−ct − 1)
0 (e−ct − 1)

)

=

(
1 (−c)−1(e−ct − 1)
0 e−ct − 1

)

.

Aplikaćı tohoto výsledku na vektor počátečńıch podmı́nek ( x0
v0 ) nakonec obdrž́ıme

∀t ≥ 0, x(t) = x0 +
v0
c
(1− e−ct) , v(t) = v0 e

−ct .

Vid́ıme, že těleso se zastav́ı až v nekonečném čase a celková dráha, kterou od času nula uraźı, je rovna

lim
t→∞

[x(t)− x0] =
v0
c

=
mv0
a

.

Jak bychom intuitivně očekávali, č́ım větš́ı počátečńı hybnost tělesa, t́ım větš́ı uražená dráha. ♦

Jak spoč́ıst exponenciálu matice? V Př́ıkladě 7.42 se nám exponenciálu konkrétńıch matic
podařilo spoč́ıst př́ımo z Definice 7.41, poněvadž bud’ jejich určitá mocnina byla nulová
(matice A,B), tud́ıž i vyšš́ı mocniny byly nulové a nekonečná řada (7.23) se tak redukuje
na (konečný) polynom operátoru, nebo jejich mocniny splňovaly určitá pravidla (matice
A + B), d́ıky nimž jsme vypočet exponenciály matice redukovali na skalárńı problém (viz
rovněž Př́ıklad 7.44).

Daľśı tř́ıdou matic, pro něž umı́me exponenciálu spoč́ıst, jsou diagonálńı matice:

D =






λ1 0
. . .

0 λn




 =⇒ eD =






eλ1 0
. . .

0 eλn




 . (7.27)

To plyne př́ımo z Definice 7.41, pokud si uvědomı́me, že libovolnou mocninu diagonálńı
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matice je snadné spoč́ıst:

∀k ≥ 0,






λ1 0
. . .

0 λn






k

=






λk
1 0

. . .

0 λk
n




 .

Obecná matice, se kterou se v životě setkáme (např́ıklad u zkoušky) však nebude ani di-
agonálńı, ani jej́ı mocniny nebudou splňovat nějaká zřejmá pravidla. Přesto se exponenciálu
matice nauč́ıme spoč́ıst pro daľśı velkou tř́ıdu matic, a to pro samosdružené matice A = A∗.
Zde totiž můžeme využ́ıt spektrálńıho teorému (Věta 7.37), jenž nám zaručuje, že matice A
je diagonalizovatelná, a to vzhledem k bázi tvořené vlastńımi vektory matice A, o nichž
nav́ıc v́ıme, že jsou ortogonálńı. Máme tud́ıž vztah

A = QDQ−1 , (7.28)

kde D je diagonálńı matice, na jej́ıž diagonále lež́ı vlastńı č́ısla matice A, a sloupce matice Q
jsou odpov́ıdaj́ıćı vlastńı vektory (viz Věta 6.24). Poněvadž Ak = QDkQ−1 pro všechna
k ≥ 0, z Definice 7.41 a (7.28) pak rovnou dostáváme

eA = QeD Q−1, (7.29)

kde eD umı́me spoč́ıst podle (7.27).

Problém nalezeńı exponenciály samosdružené matice A se tedy redukuje na spočteńı jej́ıch
vlastńıch č́ısel a vlastńıch vektor̊u. Jinými slovy, řešeńı Cauchyho úlohy (7.26) se redukuje
na spektrálńı analýzu operátoru T .

Př́ıklad 7.45. Spočtěme výše uvedeným postupem exponenciálu samosdružené matice

C :=

(
0 1
1 0

)

,

jež vystupuje v Př́ıkladu 7.42 (C = A + B). Čı́slo λ ∈ C je vlastńı hodnota matice C tehdy a jen tehdy,
pokud C − λI neńı invertibilńı, což je ekvivalentńı podmı́nce

det(C − λI) = λ2 − 1 = 0

(zde prvńı rovnost je pouhý výpočet determinantu). Z toho dostáváme dvě vlastńı č́ısla λ1 := −1 a λ2 := 1,
a tedy

σ(C) = {−1, 1} .
Odpov́ıdaj́ıćı vlastńı vektory jsou např́ıklad

v1 :=

(
1
−1

)

a v2 :=

(
1
1

)

,

což plyne z ověřeńı vztah̊u (C − λ1I)v1 = 0 a (C − λ2I)v2 = 0. Dostáváme tedy

C = QDQ−1 , kde D :=

(
−1 0
0 1

)

a Q :=

(
1 1
−1 1

)

,

kde matice D má na diagonále vlastńı č́ısla matice C a matice přechodu Q od kanonické báze k bázi
tvořené vlastńımi vektory matice C má ve sloupćıch odpov́ıdaj́ıćı vlastńı vektory. Zbývá spoč́ıst exponenciálu
diagonálńı matice D podle vztahu (7.27) a inverzńı matici ke Q:

eD =

(
e−1 0
0 e

)

, Q−1 =
1

2

(
1 −1
1 1

)

,
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a dosadit do vzorečku (7.29):

eC = QeD Q−1 =

(
cosh 1 sinh 1
sinh 1 cosh 1

)

.

Dostáváme tud́ıž ten samý výsledek jako v Př́ıkladu 7.42. ♦

Př́ıklad 7.46 (Harmonický oscilátor). Jak uvedeno v Př́ıkladu 7.1, fyzikálńı problém harmonického os-
cilátoru (bez tlumeńı) vede na hledáńı exponenciály matice

H :=

(
0 1
−ω2 0

)

,

kde ω > 0 má význam tuhosti pružiny. Poněvadž det(H − λI) = λ2 + ω2, máme

σ(H) = {−iω, iω}.

Poněvadž je spektrum tvořeno dvěma r̊uznými vlastńımi č́ısly, v́ıme, že matice H je diagonalizovatelná
(i když neńı samosdružená). Řešeńım rovnic Hv = ∓iωv snadno najdeme odpov́ıdaj́ıćı vlastńı vektory,
např́ıklad

v1 :=

(
1
−iω

)

a v2 :=

(
1
iω

)

.

Pro libovolnou hodnotu parametru t ≥ 0 (čas) tedy dostáváme

H = QDQ−1 , kde D :=

(
−iω 0
0 iω

)

a Q :=

(
1 1
−iω iω

)

,

kde matice D má na diagonále vlastńı č́ısla matice H a matice přechodu Q od kanonické báze k bázi tvořené
vlastńımi vektory maticeH má ve sloupćıch odpov́ıdaj́ıćı vlastńı vektory. Pro libovolnou hodnotu parametru
t ≥ 0 (čas) tedy máme

tH = Q(tD)Q−1 .

Zbývá spoč́ıst exponenciálu diagonálńı matice D podle vztahu (7.27) a inverzńı matici ke Q:

etD =

(
e−iωt 0
0 eiωt

)

, Q−1 =
1

2iω

(
iω −1
iω 1

)

,

a dosadit do vzorečku (7.29):

etH = QetDQ−1 =

(
cos(ωt) ω−1 sin(ωt)
−ω sin(ωt) cos(ωt)

)

.

Aplikaćı tohoto výsledku na vektor počátečńıch podmı́nek ( x0
v0 ) nakonec obdrž́ıme

∀t ≥ 0, x(t) = x0 cos(ωt) +
v0
ω

sin(ωt) , v(t) = −x0ω sin(ωt) + v0 cos(ωt) ,

což jsou dobře známé periodické kmity harmonického oscilátoru.

Zkuste si obdobně spoč́ıtat časový vývoj tlumeného oscilátoru. ♦

Rozlučme se pravděpodobně nejhezč́ım tvrzeńım lineárńı algebry.

Věta 7.47. ∀A ∈ Kn×n,
det eA = etrA .

D̊ukaz. Věta plat́ı v plné obecnosti, dokažme si ji však pouze pro samosdružené matice,
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A = A∗. Pak máme

det eA = det(QeD Q−1) = det eD = eλ1 . . . eλn = eλ1+···+λn = etrD = etr(QDQ−1) = etrA ,

kde λ1, . . . , λn znač́ı prvky na diagonále diagonálńı matice D. Zde prvńı rovnost plyne
z (7.29), druhá rovnost plat́ı d́ıky Větě 6.20, třet́ı rovnost plyne ze (7.27) a Tvrzeńı 7.22,
čtvrtá rovnost je elementárńı, pátá rovnost plyne př́ımo z definice stopy matice, šestá rovnost
plat́ı d́ıky Tvrzeńı 6.26 a posledńı rovnost je diagonalizačńı vztah (7.28).
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7.14 Cvičeńı

1. Najděte spektrum následuj́ıćıch matic (značme si každou z nich jednotným sym-
bolem A). Určete geometrické a algebraické násobnosti vlastńıch hodnot. V př́ıpadě
existence dostatečného počtu vlastńıch vektor̊u, najděte matici Ã zobrazeńı x 7→ Ax
vzhledem k bázi tvořené vlastńımi vektory. V př́ıpadě nedostatečného počtu vlastńıch
vektor̊u, doplňte vlastńı vektory na bázi a najděte matici Ã vzhledem k této bázi.

(a) (b) (c) (d) (e)
(
0 0
0 0

)

,

(
−1 1
−1 1

)

,

(
0 −1
1 0

)

,

(
1 1
1 1

)

,

(
0 1
1 0

)

,

(f) (g) (h) (i) (j)




1 −1 1
1 1 −1
0 −1 2



,





1 −1 0
2 −2 0
0 1 −3



,





4 2 −2
1 3 −1
3 3 −1



,





5 2 −3
4 5 −4
6 4 −4



,





1 0 i
0 1 0
i 0 1



,

(k) (l) (m)






4 0 −3 0
0 1 0 1
−3 0 4 0
0 1 0 1






,







1 8 −1 −6
1 −1 1 0
1 −10 3 6
1 −9 1 8






,







10 −9 0 −1
1 0 0 −1
8 −9 1 0
8 −9 0 1






.

[(a) σ(A) = {0}, mg(0) = ma(0) = 2, u
(1)
(0) = ( 1

0 ) , u
(2)
(0) = ( 0

1 ), Ã = A;

(b) σ(A) = {0}, mg(0) = 1, ma(0) = 2, u(0) = ( 1
1 ), Ã = ( 0 1

0 0 ) vzhledem k (u(0), e2);

(c) σ(A) = {i,−i}, ma(i) = ma(−i) = 1, u(i) = ( 1
−i ), u(−i) = ( 1

i ), Ã = ( i 0
0 −i );

(d) σ(A) = {0, 2}, ma(0) = ma(2) = 1, u(0) = ( 1
−1 ), u(2) = ( 1

1 ), Ã = ( 0 0
0 2 );

(e) σ(A) = {−1, 1}, ma(−1) = ma(1) = 1, u(−1) = (−1
1 ), u(1) = ( 1

1 ), Ã = ( −1 0
0 1 );

(f) σ(A) = {1, 2}, mg(1) = 1, ma(1) = 2, ma(2) = 1, u(1) =
(

1
1
1

)

, u(2) =
(

1
0
1

)

,

Ã =
(

1 0 −1
0 2 2
0 0 1

)

vzhledem k (u(1), u(2), e(3));

(g) σ(A) = {0,−1,−3}, u(0) =
(

1
3
3

)

, u(−1) =
(

1
2
1

)

, u(−3) =
(

0
0
1

)

, Ã =
(

0 0 0
0 −1 0
0 0 −3

)

;

(h) σ(A) = {2}, mg(2) = 2, ma(2) = 3, u
(1)
(2) =

(
0
1
1

)

, u
(2)
(2) =

(
−2
−1
−3

)

,

Ã =
(

2 0 0
0 2 1
0 0 2

)

vzhledem k (u
(1)
(2), u

(2)
(2), e3);

(i) σ(A) = {1, 2, 3}, u(1) =
(

1
1
2

)

, u(2) =
(

1
0
1

)

, u(3) =
(

1
2
2

)

, Ã =
(

1 0 0
0 2 0
0 0 3

)

;

(j) σ(A) = {1, 1− i, 1+ i}, u(1) =
(

0
1
0

)

, u(1−i) =
(

−1
0
1

)

, u(1+i) =
(

1
0
1

)

, Ã =
(

1 0 0
0 1−i 0
0 0 1+i

)

;

(k) σ(A) = {2, 0, 1, 7}, u(2) =

(
0
0
i
−1

)

, u(0) =

(
1
−1
0
0

)

, u(1) =

(
0
0
i
1

)

, u(7) =

(
i
1
0
1

)

.

(l) σ(A) = {2, 0, 1, 8}, u(2) =

(
−1
1
1
0

)

, u(0) =

(
0
−2
−1
1

)

, u(1) =

(
1
1
1
0

)

, u(8)

(
−2
0
0
−1

)

.

(m) σ(A) = {2, 0, 1, 9}, u(2) =

(
−1
−1
1
1

)

, u(0) =

(
1
1
1
1

)

, u(1) =

(
0
0
1
0

)

, u(9)

(
1
0
1
1

)

. ]

2. Spočtěte exponenciálu matic (a), (b), (c), (d) a (g) z předchoźıho cvičeńı.

[(a) eA = I;
(b) eA = I + A = ( 0 1

−1 2 ); Hint: Spočtěte A2;
(c) eA = ( cos 1 − sin 1

sin 1 cos 1 );
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(d) eA = e ( cosh 1 sinh 1
sinh 1 cosh 1 );

(g) eA =

(
2−e−1 −1+e−1 0
2−e−1 −1+e−1 0

1

3
(2+e−3−3e−1) 1

3
(−1−2e−3+3e−1) e−3

)

. ]

3. Na trojrozměrném souřadnicovém prostoru definujme operátor

T : K3 → K : {u→ a× u} ,

kde kř́ıžek znač́ı vektorový součin (který definujeme stejně jako na reálném prostoru,
viz Cvičeńı 6.13.3) a a ∈ K je daný nenulový vektor. Nalezněte vlastńı č́ısla a vlastńı
vektory operátoru T , a to jak v př́ıpadě reálného, tak komplexńıho prostoru. V reálném
př́ıpadě interpretujte geometricky.

[Pro K = R: σ(T ) = {0}, u(0) = a (vektor a× u muśı být ortogonálńı k a i u).

Pro K = C: σ(T ) = {0,±i‖a‖}, u(0) = a, u(±i‖a‖) =

(
±a1a2−a3i‖a‖

∓(a2
1
+a2

3
)

±a2a3+a1i‖a‖

)

. ]

4. Na prostoru matic stupně dva definujme zobrazeńı

L : C2×2 → C
2×2 : {A 7→ −AT } .

(a) Dokažte, že se jedná o lineárńı zobrazeńı.

(b) Nalezněte vlastńı hodnoty a vlastńı vektory operátoru L.

(c) Vybavme prostor C
2×2 skalárńım součinem 〈A,B〉 := tr(A∗B). Rozhodněte,

zda L je samosdružený.

(d) Spočtěte exponenciálu operátoru L.

(e) Spočtěte determinant a stopu operátoru L.

(f) Spočtěte determinant a stopu operátoru eL. Ověřte platnost tvrzeńı det eL = etrL.

[(b) σ(L) = {−1,−1,−1, 1},
ker[L− (−1)I] = span (( 1 0

0 0 ) , (
0 0
0 1 ) , (

0 1
1 0 )), ker[L− 1I] = span (( 0 −1

1 0 )).
(c) Ano.
(d) eL = cosh 1 I + sinh 1L; Hint: Spočtěte L2.
(e) detL = (−1)(−1)(−1)1 = −1, trL = (−1) + (−1) + (−1) + 1 = −2.
(f) det eL = e−1e−1e−1e1 = e−2, tr eL = e−1 + e−1 + e−1 + e1 = 3e−1 + e.

(Stopu lze také spoč́ıst př́ımým výpočtem.) ]
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8 Formy

Na závěr tohoto kurzu stručně zmı́ńıme ještě jednu strukturu na vektorových prostorech,
která se vám bude hodit v navazuj́ıćıch přednáškách. V této kapitolce čerpáme z odpov́ıdaj́ıćıch
část́ı knih od Kato [7] a Weidmanna [10]. Nejdř́ıve náš vektorový prostor nijak neomezujeme:

V := vektorový prostor nad K.

8.1 Sesquilineárńı a kvadratické formy

Definice 8.1. Sesquilineárńı forma na V je funkce t : V × V → K : {(u, v) 7→ t(u, v)}
splňuj́ıćı následuj́ıćı axiomy:

(1) ∀α, β ∈ K, u, v, w ∈ V, t(u, αv + βw) = α t(u, v) + β t(u, w);

(2) ∀α, β ∈ K, u, v, w ∈ V, t(αu+ βv, w) = α t(u, w) + β t(v, w).

Pro každý daný vektor u ∈ V nám tedy předpis v 7→ t(u, v) definuje lineárńı zobrazeńı,
zat́ımco u 7→ t(u, v) pro daný vektor v ∈ V je zobrazeńı antilineárńı (či semilineárńı).
Latinská předpona sēsqui je zkonstruována ze slov semi (= “p̊ul”) a que (= “také”) a jej́ı
význam je “jeden a p̊ul”, tedy:

sesqui = 11
2
.

Funkci t : V×V→ K, jež je lineárńı v obou argumentech, se ř́ıká bilineárńı forma. Speciálně,
každá sesquilineárńı forma na reálném vektorovém prostoru je bilineárńı forma.

Definice 8.2. Kvadratická forma na V je funkce t : V → K : {u 7→ t[u]} definovaná
předpisem

t[u] := t(u, u)

pro libovolný vektor u ∈ V, kde vpravo vystupuje sesquilineárńı forma na V.

Kvadratickou formu odpov́ıdaj́ıćı sesquilineárńı formě t tedy znač́ıme opět stejným ṕısmen-
kem t a rozd́ıl mezi těmito dvěma (skutečně rozd́ılnými!) objekty naznačujeme pouze typem
závorek kolem argument̊u. Toto na prvńı pohled hrozivé schisma neńı nakonec tak závažné,
alespoň na komplexńıch vektorových prostorech. Za prvé, kvadratická forma je (zřejmě)
vždy jednoznačně určena sesquilineárńı formou. Za druhé, pokud V je komplexńı, pak
sesquilineárńı forma je (překvapivě) jednoznačně určena kvadratickou formou, jak ukazuje
následuj́ıćı tvrzeńı.

Tvrzeńı 8.3 (Polarizačńı identita, K = C). Necht’ t je sesquilineárńı forma na komplexńım
vektorovém prostoru V. Pak plat́ı

∀u, v ∈ V , t(u, v) =
1

4

(

t[u+ v]− t(u− v) + i t[u− iv]− i t[u+ iv]
)

.
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Důkaz tohoto tvrzeńı se snadno provede výpočtem pravé strany s použit́ım Definic 8.1 a 8.2.
Důležité je si uvědomit, že platnost polarizačńı identity úzce souviśı s existenćı skaláru i; na
reálných vektorových prostorech neńı pravda, že by sesquilineárńı forma byla jednoznačně
určena kvadratickou formou, jak ukazuje následuj́ıćı př́ıklad.

Př́ıklad 8.4. Na reálném souřadnicovém prostoru R2 uvažujme seskvilineárńı formu

t
(
( x1
x2

) , ( y1
y2
)
)
:= x1y2 − x2y1 . (8.1)

Odpov́ıdaj́ıćı kvadratická forma splňuje
t
[
( x1
x2

)
]
= 0 ,

a to pro libovolnou volbu č́ısel x1, x2 ∈ R. Kvadratická forma je identicky rovna nule, zat́ımco sesquilineárńı
forma je zřejmě netriviálńı. Na reálných vektorových prostorech tedy neexistuje předpis typu Tvrzeńı 8.3,
jenž by umožnil zkonstruovat sesquilineárńı formu z kvadratické formy. (Všimněte si, že (8.1) nedefinuje
sesquilineárńı formu na komplexńım prostoru C2, poněvadž x-ové složky nejsou opruhované.) ♦

Důležité je si uvědomit, že kvadratická forma neńı lineárńı zobrazeńı; plat́ı

∀α ∈ K, u ∈ V, t[αu] = |α|2 t[u] .

Na vektorovém prostoru se skalárńım součinem je typickým představitelem sesquilineárńı
formy skalárńı součin, zat́ımco odpov́ıdaj́ıćı kvadratická forma je kvadrát normy. Tento
kanonický př́ıklad vysvětluje terminologii následuj́ıćıho tvrzeńı (součet čtverc̊u délek stran
rovnoběžńıku se rovná součtu čtverc̊u délek jeho diagonál).

Tvrzeńı 8.5 (Rovnoběžńıkové pravidlo). Necht’ t je sesquilineárńı forma na vektorovém
prostoru V. Pak plat́ı

∀u, v ∈ V , t[u+ v] + t[u− v] = 2
(

t[u] + t[v]
)

.

Sesquilineárńı a kvadratické formy budeme stručně nazývat termı́nem formy.

8.2 Symetrické formy

Definice 8.6. Symetrická forma na V je sesquilineárńı forma t na V splňuj́ıćı nav́ıc

∀u, v ∈ V, t(u, v) = t(v, u) .

Symetrickým formám se též někdy ř́ıká hermitovské formy. Důvod je ten, že pokud definu-
jeme sdruženou formu t∗ předpisem

t∗(u, v) := t(v, u) ,

pak symetrie je ekvivalentńı relaci hermitovosti (či samosdruženosti) t∗ = t.
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Př́ıklad 8.7. Sesquilineárńı forma (8.1) na R2 z Př́ıkladu 8.4 neńı symetrická. Pokud bychom však
v definici (8.1) psali plus mı́sto minus, pak by se jednalo o symetrickou formu na R2. ♦

Pokud je sesquilineárńı forma symetrická, pak je jednoznačně určena svoj́ı kvadratickou
formou, a to jak v komplexńım, tak reálném př́ıpadě. V komplexńım př́ıpadě, kde ani
nepotřebujeme symetrii, to plyne z Tvrzeńı 8.3. V reálném př́ıpadě je to d̊usledek následuj́ıćıho
tvrzeńı.

Tvrzeńı 8.8 (Polarizačńı identita, K = R). Necht’ t je symetrická sesquilineárńı forma na
reálném vektorovém prostoru V. Pak plat́ı

∀u, v ∈ V , t(u, v) =
1

4

(

t[u+ v]− t[u− v]
)

.

Z Definice 8.6 a Tvrzeńı 8.3 je zřejmé, že sesquilineárńı forma t na komplexńım vektorovém
prostoru V je symetrická tehdy a jen tehdy, pokud t[u] ∈ R pro všechna u ∈ V. (V reálném
př́ıpadě jsou hodnoty kvadratické formy vždy reálné.) V symetrickém př́ıpadě má tedy smysl
zavést relaci uspořádáńı s ≤ t pro dvě symetrické formy s, t na V předpisem s[u] ≤ t[u] pro
všechna u ∈ V. Porovnáńı dané symetrické formy t s nulovou formou 0[u] := 0 nás vede
k následuj́ıćı definici.

Definice 8.9. Symetrická sesquilineárńı forma t na V je

• pozitivně definitńı :⇐⇒ ∀ u ∈ V
u 6=0

, t[u] > 0 ;

• pozitivně semidefinitńı :⇐⇒ ∀u ∈ V, t[u] ≥ 0 ∧ ∃ u0 ∈ V
u0 6=0

, t[u0] = 0 ;

• negativně definitńı :⇐⇒ ∀ u ∈ V
u 6=0

, t[u] < 0 ;

• negativně semidefinitńı :⇐⇒ ∀u ∈ V, t[u] ≤ 0 ∧ ∃ u0 ∈ V
u0 6=0

, t[u0] = 0 ;

• indefinitńı :⇐⇒ ∃u± ∈ V, t[u+] > 0 ∧ t[u−] < 0 .

Na vektorovém prostoru se skalárńım součinem je typickým představitelem pozitivně definitńı
formy skalárńı součin.

Př́ıklad 8.10 (Formy generované operátory). Necht’ V je vektorový prostor se skalárńım součinem 〈·, ·〉.
Pro každé lineárńı zobrazeńı T : V→ V nám předpis

t(u, v) := 〈u, T v〉 , u, v ∈ V ,

definuje sesquilineárńı formu na V. Forma t je symetrická tehdy a jen tehdy, pokud operátor T je samos-
družený, tedy T = T ∗. V tomto př́ıpadě máme následuj́ıćı spektrálńı charakteristiku definitnosti formy t
(viz spektrálńı teorém, Věta 7.37):
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t je pozitivně definitńı ⇐⇒ vlastńı hodnoty T jsou striktně kladné,
t je negativně definitńı ⇐⇒ vlastńı hodnoty T jsou striktně záporné,
t je pozitivně semidefinitńı ⇐⇒ vlastńı hodnoty T jsou nezáporné a alespoň jedna je nulová,
t je negativně semidefinitńı ⇐⇒ vlastńı hodnoty T jsou nekladné a alespoň jedna je nulová,
t je indefinitńı ⇐⇒ T má striktně kladnou a striktně zápornou vlastńı hodnotu.

♦

Následuj́ıćı př́ıklady ukazuj́ı, že klasifikace Definice 8.9 může být užitečná v praxi.

Př́ıklad 8.11 (Extrémy funkćı). Uvažujme nekonečně hladkou funkci f : Rn → R. Taylor̊uv rozvoj funkce f
v bodě 0 ∈ Rn zńı

f(x) = f(0) + xT ∇f(0) + 1

2!
xT ∇2f(0)x+R3(x) ,

kde x ∈ Rn,

∇f :=















∂f

∂x1
∂f

∂x2
...

∂f

∂xn















je vektor gradientu funkce f ,

∇2f :=















∂2f

∂x21
,

∂2f

∂x1x2
, . . . ,

∂2f

∂x1xn

∂2f

∂x2x1
,

∂2f

∂x22
, . . . ,

∂2f

∂x2xn
...

...
. . .

...

∂2f

∂xnx1
,

∂2f

∂xnx2
, . . . ,

∂2f

∂x2n















je Hessova matice funkce f a R3 : Rn → R je nějaká funkce splňuj́ıćı

lim
‖x‖→0

R3(x)

‖x‖2 = 0 .

Na malém okoĺı nuly lze tedy funkci f aproximovat kvadratickou funkćı

f2(x) := f(0) + xT ∇f(0) + 1

2!
xT ∇2f(0)x .

Zanedbáme-li posledńı člen na pravé straně, dostáváme lineárńı aproximaci funkce f . Kvadratická aproxi-
mace je užitečná v př́ıpadech, kdy lineárńı aproximace nepodává dostatečnou informaci. Např́ıklad pokud
je nula kritickým bodem funkce f , tedy ∇f(0) = 0, je to právě symetrická forma

t[x] := xT ∇2f(0)x ,

jež rozhoduje o extremálńıch vlastnostech funkce f v bodě nula:

t je pozitivně definitńı =⇒ 0 je lokálńı minimum,
t je negativně definitńı =⇒ 0 je lokálńı maximum,
t je indefinitńı =⇒ 0 je sedlový bod.

Pokud je t pozitivně semidefinitńı nebo negativně semidefinitńı, je kvadratická aproximace f2 nedostačuj́ıćı
pro určeńı extremálńıch vlastnost́ı funkce f kolem kritického bodu nula. ♦
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Př́ıklad 8.12 (Kvadriky a kuželosečky). Kvadrikou v eukleidovském prostoru Rn nazýváme množinu bod̊u

Σ :=






x ∈ R

n :
n∑

i,j=1

αijxixj +
n∑

i=1

βixi + γ = 0






,

kde αij , βi, γ ∈ R jsou daná č́ısla. Předpokládáme symetrii a netriviálnost matice (αij):

∀i, j ∈ {1, . . . , n}, αij = αji ∧
n∑

i,j=1

|αij | 6= 0 .

Geometrická interpretace množiny Σ je nějaká (nad)plocha v Rn. Pokud n = 2, množina Σ se též nazývá
kuželosečka a jej́ı geometrický význam je rovinná křivka, kterou dostaneme jako pr̊unik vhodné roviny s
pláštěm rotačńıho kuželu. Opět je to právě symetrická forma

t[x] :=

2∑

i,j=1

αijxixj ,

jež rozhoduje, o jakou kuželosečku se jedná:

t je pozitivně definitńı nebo negativně definitńı ⇐⇒ Σ je eliptického tvaru,
t je indefinitńı ⇐⇒ Σ je hyperbolického tvaru,
t je pozitivně semidefinitńı nebo negativně semidefinitńı ⇐⇒ Σ je parabolického tvaru.

Důkaz se provede snadno záměnou souřadnic. Podobná (ovšem komplikovaněǰśı) klasifikace existuje pro
kvadriky ve vyšš́ıch dimenźıch. Na závěr zmiňme, co se mysĺı křivkou eliptického, hyperbolického či parabol-
ického typu (ve vhodných souřadnićıch):

typ: eliptický hyperbolický parabolický

množina bod̊u
x2

a2
+
y2

b2
= 1

x2

a2
− y2

b2
= 1 x2 − y

b
= 0

(x, y) ∈ R2 (elipsa) (hyperbola) (parabola)
splňuj́ıćı:

x2 + y2 = 0 x2 − y2

c2
= 0 x2 − c = 0 nebo x2 = 0

(bod) (r̊uznoběžné př́ımky) (rovnoběžné př́ımky)

x2

a2
+
y2

b2
= −1 x2 + c = 0

(imaginárńı elipsa) (imaginárńı rovnoběžné př́ımky)

Zde a, b, c > 0 (př́ıpad x2 = 0 odpov́ıdá splývaj́ıćım rovnoběžkám). Druhý řádek tabulky lze chápat jako
degenerovaný př́ıpad prvńıho řádku. Třet́ı řádek tabulky odpov́ıdá prázdné množině. ♦

8.3 Věta o reprezentaci

V Př́ıkladu 8.10 jsme viděli, že každému lineárńımu zobrazeńı odpov́ıdá právě jedna sesquilineárńı
forma. Následuj́ıćı věta nám ukazuje, že toto přǐrazeńı funguje i opačně.

Věta 8.13 (O reprezentaci). Necht’ t je sesquilineárńı forma na vektorovém prostoru V se
skalárńım součinem 〈·, ·〉. Potom existuje právě jedno lineárńı zobrazeńı T : V→ V takové,
že plat́ı

∀u, v ∈ V, t(u, v) = 〈u, Tv〉 . (8.2)
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D̊ukaz. Pro každé pevně dané u ∈ V nám předpis

φ(v) := t(u, v) , v ∈ V ,

definuje lineárńı funkcionál na V. Podle Rieszovy věty o reprezentaci (Věta 4.30) dostáváme

∀u ∈ V, ∃!wu ∈ V, ∀v ∈ V, t(u, v) = 〈wu, v〉 .

Snadno se přesvědč́ıme, že přǐrazeńı

T ∗ : V→ V : {u 7→ wu}

nám definuje zobrazeńı, jež je lineárńı (znač́ıme T ∗u := wu). V d̊usledku toho dostáváme,
že každé sesquilineárńı formě t odpov́ıdá právě jeden operátor T : V→ V takový, že plat́ı

∀u, v ∈ V, t(u, v) = 〈T ∗u, v〉 = 〈u, Tv〉 ,

což jsme chtěli ukázat.

Vid́ıme tedy, že plat́ı vzájemně jednoznačné přǐrazeńı mezi formami a operátory, schemat-
icky:

forma t
1−1←−−→ operátor T

Všimněte si, že forma t je symetrická tehdy a jen tehdy, pokud odpov́ıdaj́ıćı operátor T je
samosdružený. Př́ıklad 8.10 nám pak poskytuje spektrálńı ktitérium pro určeńı charakter-
istiky sesquilineárńı formy Definice 8.9. V konkrétńıch př́ıpadech však existuje jednodušš́ı
postup (tzv. Lagrangeova metoda čili doplněńı na čtverec), jak tuto charakteristiku určit.

Př́ıklad 8.14. Necht’ t je kvadratická forma v C2 daná předpisem

t [( x1
x2

)] := |x1|2 − 2|x2|2 + 4Re(x1x2) = |x1|2 − 2|x2|2 + 2x1x2 + 2x1x2 .

(Možno také uvažovat na R
2, kde bychom nemuseli psát absolutńı hodnoty a pruhy.) Podle Tvrzeńı 8.3 j́ı

odpov́ıdá symetrická sesquilineárńı forma

t (( x1
x2

) , ( y1
y2
)) = x1y1 − 2x2y2 + 2x1y2 + 2x2y1 = 〈( x1

x2
) , T ( y1

y2
)〉 ,

kde
T ( y1

y2
) :=

(
y1+2y2

2y1−2y2

)
=
(
1 2
2 −2

)
( y1
y2
) .

Spektrum samosdruženého operátoru T v tomto př́ıpadě snadno najdeme:

σ(T ) = {−3, 2} .

Poněvadž jedna vlastńı hodnota je striktně záporná a druhá striktně kladná, vid́ıme, že t je indefinitńı
forma.

Alternativńı postup je následuj́ıćı. Pomoćı metody doplněńı na čtverec přeṕı̌seme formu t do tvaru

t [( x1
x2

)] = |x1 + 2x2|2 − 4|x2|2 − 2|x2|2 = |x1 + 2x2|2 − 6|x2|2 ,

jež je součtem pouze kladných a záporných člen̊u (neobsahuje smı́̌sené výrazy). Z tohoto tvaru je pak zřejmé,
že existuj́ı vektory u± ∈ C2 takové, že t[u+] > 0 a t[u−] < 0; např́ıklad

t [( 10 )] = 1 a t
[(

−2
1

)]
= −6 .

Tedy opět dostáváme, že se jedná o indefinitńı formu. Druhá metoda je obvykle mnohem efektivněǰśı na
vektorových prostorech vyšš́ı dimenze. ♦
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Př́ıklad 8.15. Necht’ t je kvadratická forma v R2 daná předpisem

t [( x1
x2

)] := 2x1x2 .

(Možno také uvažovat na C2, kde bychom museli definovat t [( x1
x2

)] := x1x2 + x1x2.) Odpov́ıdaj́ıćı
sesquilineárńı forma má tvar

t (( x1
x2

) , ( y1
y2
)) = x1y2 + x2y1 = 〈( x1

x2
) , T ( y1

y2
)〉 ,

kde
T ( y1

y2
) := ( y2

y1
) = ( 0 1

1 0 ) (
y1
y2
) .

Spektrum samosdruženého operátoru T v tomto př́ıpadě vypadá takto:

σ(T ) = {−1, 1} .

Poněvadž jedna vlastńı hodnota je striktně záporná a druhá striktně kladná, vid́ıme, že t je opět indefinitńı
forma.

Jak použ́ıt metodu doplněńı na čtverec v takovémto degenerovaném př́ıpadě, kdy akce formy neobsahuje
kvadráty složek vektor̊u? Trik je psát x1 = ξ1 + ξ2 a x2 = ξ1 − ξ2 a využ́ıt vzorečku x1x2 = ξ21 − ξ22 . Užit́ım
inverzńıch vztah̊u mezi x a ξ pak dostáváme

t [( x1
x2

)] = 2

(
x1 + x2

2

)2

− 2

(
x1 − x2

2

)2

.

Tedy např́ıklad
t [( 11 )] = 2 a t

[(
1
−1

)]
= −2 .

I t́ımto zp̊usobem opět dostáváme, že se jedná o indefinitńı formu. ♦

8.4 Matice formy

Definice 8.16. Matice formy t na V vzhledem k bázi (v1, . . . , vn) ∈ Vn je matice

M
(
t, (v1, . . . , vn)

)
:= (t(vj , vk))j,k=1,...,n .

Pokud je volba báze zřejmá z kontextu, budeme označeńı matice formy t zkracovat na M(t).

Necht’ je dána báze (v1, . . . , vn) v prostoru V. Z vlastnost́ı sesquilineárńı formy t dostáváme
vztah

t(u, v) =

n∑

j,k=1

aj t(vj , vk) bk , (8.3)

kde a1, . . . , an a b1, . . . , bn jsou souřadnice vektor̊u u, v vzhledem k dané bázi, tedy

u = a1v1 + · · ·+ anvn , v = b1v1 + · · ·+ bnvn .

Připomenut́ım definice matice vektoru (Definice 5.6) můžeme vztah (8.3) přepsat do mati-
cového tvaru

t(u, v) = M(u)∗M(t)M(v) .

Tento vztah uskutečňuje vzájemně jednoznačné přǐrazeńı mezi množinou matic stupně n a
množinou všech sesquilineárńıch forem na n-dimenzionálńım vektorovém prostoru V.
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Věta 8.17. Ke každé symetrické sesquilineárńı formě t na vektorovém prostoru V se
skalárńım součinem existuje ortonormálńı báze, vzhledem k ńı̌z je matice M(t) diagonálńı.

D̊ukaz. Podle Věty 8.13 forma t generuje operátor T : V → V, jenž je nezbytně samos-
družený, viz Př́ıklad 8.10. Podle spektrálńıho teorému (Věta 7.37) existuje ve V ortonormálńı
báze (v1, . . . , vn) tvořená vlastńımi vektory operátoru T . Ze vztahu (8.2) dostáváme

M
(
t, (v1, . . . , vn)

)
=






λ1 0
. . .

0 λn




 ,

kde λ1, . . . , λn jsou vlastńı hodnoty operátoru T (každá opakovaná tolikrát, kolik je jej́ı
násobnost).

Báze (v1, . . . , vn) v prostoru V, vzhledem k ńıž je maticeM
(
t, (v1, . . . , vn)

)
formy t diagonálńı,

se nazývá polárńı báze. Podle Věty 8.17, ke každé symetrické formě existuje polárńı báze.
Skutečně, báze tvořená vlastńımi vektory odpov́ıdaj́ıćıho operátoru T je polárńı báze. Avšak
v praxi může být jednodušš́ı naj́ıt odlǐsnou polárńı bázi jiným zp̊usobem.

Př́ıklad 8.18. Vrat’me se k formě t z Př́ıkladu 8.14. Matice formy t vzhledem ke kanonické bázi má tvar

M (t, (( 10 ) , (
0
1 ))) =

(
1 2
2 −2

)
.

Pod́ıvejme se po polárńı bázi (vzhledem k ńıž je matice formy diagonálńı), a to dvěma zp̊usoby.

Prvńı zp̊usob je založený na spektrálńı analýze operátoru T . Ta nám umožňuje nalézt rovněž vlastńı vektory,
jež odpov́ıdaj́ı vlastńım č́ısl̊um −3 a 2 (už nalezeným),

ker[T − (−3)I] = span
((

1
−2

))
, ker[T − 2I] = span (( 21 )) .

Soubor
((

1
−2

)
, ( 21 )

)
je tedy polárńı báze formy t (viz d̊ukaz Věty 8.17). Odpov́ıdaj́ıćı matice formy t má

tvar
M
(
t,
((

1
−2

)
, ( 21 )

))
=
(
−15 0
0 10

)
.

Všimněte si, že na diagonále sed́ı vlastńı č́ıslo přenásobené kvadrátem normy odpov́ıdaj́ıćıho vlastńıho
vektoru (kdybychom do báze dosadili normalizované vlastńı vektory, byly by na diagonále př́ımo vlastńı
č́ısla).

Z alternativńıho postupu, založeného na metodě doplněńı na čtverec, dostáváme jinou polárńı bázi
(
( 10 ) ,

(
−2
1

))
a j́ı odpov́ıdaj́ıćı diagonálńı matici

M
(
t,
(
( 1
0 ) ,
(
−2
1

)))
=
(
1 0
0 −6

)
.

Samozřejmě existuj́ı daľśı volby polárńıch báźı pro formu t. ♦

Př́ıklad 8.19. Pod́ıvejme se nyńı na formu t z Př́ıkladu 8.15, jež má vzhledem ke kanonické bázi antidi-
agonálńı tvar

M (t, (( 10 ) , (
0
1 ))) = ( 0 1

1 0 ) .

Vzhledem k (polárńı) bázi tvořené vlastńımi vektory však dostáváme diagonálńı matici

M
(
t,
(
( 1
1 ) ,
(

1
−1

)))
=
(
2 0
0 −2

)
.
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To je rovněž matice, jež bychom dostali alternativńı metodou typu doplněńı na čtverec. ♦
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8.5 Cvičeńı

1. Rozhodněte, zda následuj́ıćı zobrazeńı t : C3 × C3 → C definuje sesquilineárńı formu
v C3. Pokud ano, rozhodněte, zda se jedná a symetrickou formu. Vektory v C3 zapisu-

jeme v obvyklém tvaru x =
(

x1

x2

x3

)

a y =
(

y1
y2
y3

)

.

(a) t(x, y) := 〈x, y〉;
(b) t(x, y) := 〈y, x〉;
(c) t(x, y) := 1;

(d) t(x, y) := 0;

(e) t(x, y) := x2y2;

(f) t(x, y) := x2y3;

(g) t(x, y) := x× y;

(g) t(x, y) := ‖x‖‖y‖.
[(a) ano (skalárńı součin je typickým představitelem symetrické sesquilineárńı formy);
(b) ne (složka, vzhledem k ńıž je skalárńı součin lineárńı, je obráceně);
(c) ne (nesplňuje linearitu);
(d) ano (nulová forma), symetrická;
(e) ne (x2 neńı opruhované);
(f) ano, neńı symetrická (chyb́ı člen x3y2);
(g) ne (vektorový součin dvou vektor̊u je vektor, ne č́ıslo);
(h) ne (nesplňuje linearitu). ]

2. Určete charakteristiku následuj́ıćı kvadratické formy t v R3 ∋ x =
(

x1

x2

x3

)

. (Postupu-

jte technikou doplněńı na čtverec, avšak v př́ıpadě zájmu můžete zkusit i spektrálńı
metodu.)

(a) t[x] := x2
1 − 2x2

2 + 4x1x2; (viz Př́ıklad 8.14)

(b) t[x] := x2
1 + x2

2 + x2
3 − 2x1x2;

(c) t[x] := −x2
1 − x2

2 − x2
3 + 2x1x2;

(d) t[x] := 9x2
2 + 9x2

3 + 12x1x2 + 12x1x3 − 6x2x3;

(e) t[x] := −x2
3 − x1x2 + x1x3 + x2x3;

(f) t[x] := x1x2 + x1x3 + x2x3; (viz Př́ıklad 8.15)

(g) t[x] := x2
3.

[(a) indefinitńı, σ(T ) = {−3, 0, 2};
(b) pozitivně semidefinitńı, σ(T ) = {0, 1, 2};
(c) negativně semidefinitńı, σ(T ) = {−2,−1, 0};
(d) indefinitńı, σ(T ) = {−6, 12, 12};
(e) indefinitńı, σ(T ) = {−3

2
, 0, 1

2
};

(f) indefinitńı, σ(T ) = {−1
2
,−1

2
, 1};

(g) pozitivně semidefinitńı, σ(T ) = {0, 0, 1}. ]
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A Pravidla zkoušky

Předpokladem připuštěńı ke zkoušce je předchoźı źıskáńı zápočtu.

Všichni studenti začnou zkoušku ṕısemkou, v ńıž se objev́ı výpočetńı př́ıklady analogické
těm, s kterými jsme se setkávali na cvičeńıch, a v menš́ı mı́̌re i teoretická látka z přednášek.
Text přednášky a cvičeńı jsou (zdarma) k dispozici na adrese:

http://nsa.fjfi.cvut.cz/david/other/la.pdf

Ṕısemka bude obsahovat jednu povinnou otázku typu
smrtihlav, jej́ıž neúspěšné zodpovězeńı je ohodnoceno
zápornou částkou až -100 bod̊u.

Naopak jedna otázka typu jasoň bude nepovinná,
avšak při úspěšném zodpovězeńı je ohodnocena
bonusovou částkou až +100 bod̊u.

Celkový počet bod̊u, jenž lze źıskat z povinných otázek (včetně smrtihlava), je 100. Jasoň je
tedy jediná možnost, jak neskončit se záporným skóre při neúspěchu u smrtihlava (a nav́ıc
umožňuje nabýt větš́ıho celkového počtu bod̊u než 100).

Hodnoceńı ṕısemky bude prob́ıhat následovně (n := celkový počet bod̊u):

C D E F
n > 75 75 ≥ n > 50 50 ≥ n > 25 25 ≥ n

Takto źıskaná známka je konečná známka ze zkoušky (samotnou ṕısemkou tedy nelze źıskat
lepš́ı známku než C).

Výjimkou jsou studenti se známkou C z ṕısemky, kteř́ı se mohou rozhodnout bud’ si
známku C ponechat, nebo přistoupit k ústńı zkoušce, z ńıž si mohou následně odnést lepš́ı
známku A nebo B (ve výjimečně tragických př́ıpadech však i známku horš́ı).

Hodně štěst́ı!

V Praze, 16. zář́ı 2024 David Krejčǐŕık

http://nsa.fjfi.cvut.cz/david/other/la.pdf
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Př́ıklady smrtihlav̊u

1. Které z následuj́ıćıch množin (ne)jsou vektorové prostory nad R, a proč (ne)?

(a)
{
( x1

x2
) ∈ R

2 : x1 + 2x2 = 3
}
; (b)

{
( x1

x2
) ∈ R

2 : −3x1 + 2x2 = 0
}
;

(c)
{
( x1

x2
) ∈ R

2 : 4x1x2 = 0
}
; (d)

{
( x1

x2
) ∈ R

2 : |x1|2 + |x2|2 ≥ 4
}
.

Interpretujte geometricky.

2. Necht’ v1, . . . , vn je n vektor̊u z vektorového prostoru V nad C. Uved’te definice násle-
duj́ıćıch vlastnost́ı či objekt̊u:

(a) v1, . . . , vn jsou lineárně závislé;

(b) v1, . . . , vn jsou lineárně nezávislé;

(c) vn je lineárńı kombinaćı v1, . . . , vn−1;

(d) v1, . . . , vn tvoř́ı bázi ve V;

(e) span(v1, . . . , vn);

(f) dimenze prostoru V je m.

3. Které z následuj́ıćıch funkćı (ne)jsou lineárńı zobrazeńı z R2 do R2, a proč (ne)?

(a) f (( x1

x2
)) :=

(
−x1+3x2

x1+2x2

)
; (b) f (( x1

x2
)) :=

(
−x1+3x2

x1+2x2−1

)
;

(c) f (( x1

x2
)) := ( x1

x2
) ; (d) f (( x1

x2
)) := ( x1

−x2
) .

4. Necht’ T ∈ L (V,W), kde V,W jsou vektorové prostory nad C. Uved’te definice
následuj́ıćıch vlastnost́ı či objekt̊u:

(a) ker T (jádro); ranT (obor hodnot); rankT (hodnost);

(b) T je injektivńı (prosté); T je surjektivńı (na); T je bijektivńı;

(c) T je invertibilńı; T−1.

Formulujte univerzálńı vztah mezi dimenzemi prostoru V, jádra T a oboru hodnot T .

5. Necht’ x, y ∈ Cn. Napǐste, jak jsou definovány následuj́ıćı vlastnosti či objekty:

(a) ‖x‖ (eukleidovká norma vektoru x);

(b) 〈x, y〉 (eukleidovký skalárńı součin vektor̊u x, y);

(c) vektory x, y jsou ortogonálńı;

(d) vektory x, y jsou ortonormálńı;

(e) vektory x1, . . . , xn tvoř́ı ortonormálńı bázi v C
n;

Formulujte Pythagorovu větu, Schwarzovu nerovnost a trojúhelńıkovou nerovnost.
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6. Rozhodněte, které z následuj́ıćıch maticových součin̊u má smysl, a v př́ıpadě, že smysl
má, součin spoč́ıtejte.

(a)
(
1 0 2 −1

)







2
1
0
ei







, (b)





2
1
0




(
1 0 2 −1

)
, (c)

(
1 2

)





1 2
0 −1
4 i



 .

7. Uvažujme matici

A :=





1 −1 0
2 −2 0
0 1 −3



 .

Spočtěte:

(a) AT (transponovaná matice); A∗ (sdružená matice);

(b) kerA, kerAT , kerA∗; ranA, ranAT , ranA∗;

(c) dim kerA, dim kerAT , dim kerA∗; rankA; rankAT ; rankA∗;

(d) detA, detAT , detA∗; trA, trAT , trA∗;

(e) cof A (kofaktorová matice);

(f) vlastńı č́ısla a vlastńı vektory matice A.

Rozhodněte, zda je matice A invertibilńı, a pokud ano, spočtěte jej́ı inverzi A−1.

Rozhodněte, zda je matice A diagonalizovatelná, a pokud ano, nalezněte bázi, vzhle-
dem k ńıž je diagonálńı, a jej́ı diagonálńı tvar.

8. Uvažujme matici

A :=

(
1 2i
−2i 1

)

.

Spočtěte:

(a) AT ; A∗;

(b) detAT ; trA∗;

(c) cof A (kofaktorová matice);

(d) σ(A) (spektrum = vlastńı č́ısla);

(e) vlastńı vektory matice A;

(f) eA (exponenciála matice);

(g) det eA;

Rozhodněte, zda je matice A invertibilńı, a pokud ano, spočtěte jej́ı inverzi A−1.

9. Uvažujme zobrazeńı

t : R3 × R
3 → R :

{

(
(

x1

x2

x3

)

,
(

y1
y2
y3

)

) 7→ 3x2y2 + 2x1y3 + 4x3y1 − x3y3

}

.

Rozhodněte, zda se jedná o symetrickou sesquilineárńı formu na R3, a pokud ano,
najděte odpov́ıdaj́ıćı kvadratickou formu a určete jej́ı charakteristiku.
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