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Motto David Krejéiiik

Linear algebra abstracts the two basic operations with vectors: the addition of
vectors, and their multiplication by numbers (scalars). It is astonishing that on
such slender foundations an elaborate structure can be built, with romanesque,
gothique and baroque aspects. It is even more astounding that linear algebra has
not only the right theorems but also the right language for many mathematical
topics, including applications of mathematics.

Peter D. Lax, Linear algebra and its applications, [9, p. 1]
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0 Uvod

Nézev predmeétu je slozen ze dvou slov 2, [1]:

e algebra pochdzi z arabského slova al-dZabr (nespisovné al-dzebr), jez puvodné zna-
menalo 1ékatsky chirurgicky tkon za ucelem napravy zlomenych ¢ vymknutych kosti.
V preneseném vyznamu tedy “obnoveni”, “naprava”, “sjednoceni rozbitych casti”.
V matematickém vyznamu bylo slovo pouzito v nazvu prace perského matematika
Muhammada al-Chwarizmiho z 9. stoleti po Kristu (820 AD) o feSeni (linedrnich a
kvadratickych) rovnic.

e linearni pochazi z latinského slova linearis, jez znamenda “tvoreno piimkami”. V pre-
neseném vyznamu tedy néco “piimého”, “rovného”.

V dnesnim vyznamu “algebra” zahrnuje celou fadu rozlicnych matematickych disciplin.
Odveétvi “linedrni algebra” se zabyvé prostory, jejich prvky (¢leny) a zobrazenimi (transfor-
macemi) mezi nimi, schematicky:

e prostor, e prvek, e zobrazeni,

jez jsou charakterizovany linearnosti; vse se tedy v podstaté redukuje na séitani prvku a
jejich nasobenti ¢isly. Je fascinujici, ze takovéto jednoduché tikony vedou k nesmirné propra-
cované abstraktni teorii, jez poskytuje elegantni sjednocujici aparat pro mnozstvi problému
v matematice, fyzice a dalsich védnich oborech. Vzdyt kvantovd mechanika, coZ je nejlepsi
fyzikalni teorie, kterou ma lidstvo v soucasnosti k dispozici, neni matematicky vlastné nic
jiného nez linedrni algebra na nekonec¢né dimenzionalnich prostorech. V této pfednasce se
vsak budeme vyhradné zabyvat konecné dimenzionalnimi prostory.

Mlhaveé vyse nazvané predméty zajmu linedrni algebry se presnéji nazyvaji:
e vektorovy prostor, e vektor, e linearni zobrazeni.

Tyto objekty znéte z kazdodenniho zivota. Mnoho fyzikalnich veli¢in 1ze charakterizovat
pouze jejich velikosti (tzv. skalary, napt. hmotnost, cas, teplota) a tedy popsat pouze jednim
¢islem. Jiné vsak maji i smér (napf. poloha, rychlost, sila) a tyto pak popisujeme vice ¢isly,
jejichz pocet je uréen dimenzi prostoru; to jsou vektory. V klasické mechanice se za vektorovy
prostor obvykle bere tifrozmérny eukleidovsky prostor R?, v némz Ize vektor v € R3 (napf.
rychlost) tedy charakterizovat tfemi redlnymi ¢isly vy, va, v3. Zapisujeme

(%1
V= (%)
U3

a Cislum vy, v, v3 Tikame slozky vektoru v. Obecnd linearni transformace tohoto vektoru v
na jiny vektor w (napf. pfi pootoceni soufadné soustavy) bude mit tvar

w1 a11v1 + a12v2 + ai13v3 11 aiz2 a3 U1
Wy | = | @21V1 + A2V2 + G23v3 | =: | Q21 Q22 Q23 vy |, (0.1)
w3 a31V1 + A32V2 + A33V3 as1 Gzz 433 U3
NG - J/
A

kde a;j, i,j = 1,2,3, jsou libovolna redlnd ¢isla. Tabulce A se iikd matice (jedna se tudiz
o jakousi reprezentaci zobrazeni, jez ptitazuje starému vektoru v novy vektor w) a posledni
rovnost v (1)) je vlastné definice pro nasobeni matice s vektorem. (Symbol =: ¢i := je
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rovnost, kde dvojtecka navic zduraznuje, ze zavddime néco nového, zde uplné vpravo.)
Linedrni transformaci (0.1) 1ze tedy elegantné zapsat ve tvaru

w= Av.

Zobecnéni:

cv v/

Napiiklad i v klasické mechanice je zvykem popisovat stav jedné castice polohou
a rychlost{ coby jednim vektorem v Sestirozmérném (fidzovém) prostoru R? x R3.
Obecnéji, stav N ¢astic ve fazovém prostoru je reprezentovan vektorem o 2N slozkach.
V teorii relativity je stav popsan v ¢tyfrozmérném casoprostoru. Budeme tedy uvazovat
vektorové prostory libovolné dimenze (ptilezitostné dokonce dimenze nekoneéné).

o Ciselné téleso. Kromé nutnosti uvazovat libovolné dimenzionalni vektorové prostory
se ukazuje jako uzitecné zobecnéni vzit za slozky vektoru prvky libovolného ¢iselného
télesa (napiiklad komplexni éisla v kvantové mechanice). Lze tedy uvazovat vek-
torové prostory nad libovolnym ¢iselnym télesem. V této prednasce se vSak vyhradné
zameérime na vektorové prostory nad ¢isly realnymi ¢i komplexnimi.

o Ruzné prostory. Dalsim zobecnénim je moznost uvazovat linearni transformace mezi
dvéma prostory odlisnych dimenzi, coz vede k maticim obdélnikového tvaru misto
¢tvercového.

Predmétem linearni algebry — a tedy tkolem této prednasky — je zavést takovouto obecnou
matematickou abstrakci a studovat vlastnosti linearnich zobrazeni. Seznamite se s robustnim
aparatem a jeho metodami, ktery vam poskytne sjednocujici strukturu pro aplikace na
konkrétni problémy v oborech, které studujete.

Literatura

Hlavnim zdrojem této prednasky je zcela vyjimecnd ucebnice amerického autora Sheldona
Axlera Linear algebra done right. Cerpam z druhého vydani z roku 2004 [3], avsak existuje uz
i tfeti, barevné vydani z roku 2014 [4]. Velkd ¢dst mé prednasky je pouhy (a neumély) pieklad
vybranych partii z [3] do ¢estiny. Posluchacovi doporucuji k nahlédnuti volné piistupnou
zkrécenou verzi trettho vydani [5].

Céasteéné éerpam rovnéz z Halmosovy knihy Finite-dimensional vector spaces [6] a z Kopac-
kovych skript Matematika pro fyziky II [8]. Druhou zminovanou referenci sleduji zvlaste
pii zavedeni pojmu determinantu, ktery Axler povazuje v ramci moderniho pojeti linedrni
algebry za prekonany, a zavadi ho tudiz az iplné na konci, jinym zptusobem.

Obrazek na prvni strance je absorpcni spektrum Slunce. Béhem pfednasky se seznamite se
spektrem linedrniho zobrazeni. Oba tyto pojmy spolu 1zce souvisi, a to skrze kvantovou
teorii hmoty.
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1 Vektorovy prostor

V této prednasce se budeme vyhradné zabyvat vektorovymi prostory nad redlnymi ¢isly R
nebo komplexnimi ¢isly C. Pripomenme, ze komplexni ¢isla 1ze identifikovat s mnozinou

C:={a+bi: abeR}, kde i:=v-1

je symbol, jenz se nazyva imagindrni jednotka. Realnym ¢islim a, b se fika redlnd a ima-
ginarni ¢ast komplexniho ¢isla a + bi. Nebudeme pfipominat, jak se formalné zavadi sc¢itani
a nasobeni komplexnich ¢isel; poznamenejme jen, ze na komplexni ¢isla muzeme formalné
aplikovat obvyklou aritmetiku, kterou dobie zname z realnych ¢isel, pokud budeme konzis-
tentné uzivat vzorce i = —1.

Abychom mohli efektivné uvadét definice a dokazovat véty, které plati jak pro redlna, tak
komplexni ¢isla, zavedeme toto sjednocujici znaceni:

‘K::Rneboc‘

Prvky ¢iselného télesa K, tedy éisla (nékdy téz nazyvané skaldry), budeme obvykle znaéit
feckymi pismeny.

1.1 Definice

Vektorovy prostor je, zhruba feceno, mnozina objekti, jez muzeme navzajem scitat a rovnéz
nasobit ¢isly tak, ze vysledky téchto operaci jsou opét prvky této mnoziny. Formalni definice
zni takto:

Definice 1.1. Vektorovy prostor je mnozina 'V prvku nazyvané vektory, ktera spliuje nésle-
dujici axiomy:

(A) Existuje zobrazeni (soucet vektoriu) V xV — V : {(u,v) — u + v} splaujict:

(1) Yu,v eV, ut+v=v+uy; (komutativita)

(2) Yu,v,w €V, u+t (v+w)=(ut+v)+w; (asociativita)

(3) I0€V, VYuevV, u+0=u; (nulovy vektor, pocédtek)

(4) VueV, I —ueW, u+ (—u)=0. (opacny vektor)
(B) Existuje zobrazeni (ndsobent vektoru cisly) K x V — V : {(a, u) — au} spliujici:

(1) Va,B €K, uewV, a(fu) = (af)u; (asociativita)

(2) Yu eV, lu = u. (identita)
(C) Tato zobrazeni jsou vzajemné provazana skrze distributivitu:

(1) Va e K, wu,veV, a(u+v) = au + av; (distributivita 1)

(2) Vo, €K, uwewV, (a+ B)u = au + Pu. (distributivita 2)

Vektorové prostory budeme obvykle znacit velkymi psacimi pismeny a jejich prvky (vektory)
malymi latinskymi pismeny.

Operace nasobeni vektoru ¢isly zavisi na volbé ¢iselného télesa K. Budeme-li tedy chtit
presni, fekneme, ze V je vektorovy prostor nad télesem K. Vektorovy prostor nad R se
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nazyva redlny vektorovy prostor a vektorovy prostor nad C se nazyva komplexni vektorovy
prostor.

1.2 Vldastnosti

Nyni se budeme vénovat zakladnim vlastnostem vektorovych prostort, které plynou z Definice [Tl
Abychom se vyhnuli neustdlému opakovani tvrzeni typu “necht V je vektorovy prostor nad
télesem K”, dohodnéme se pro zbytek prednasky, ze symbol V bude znacit libovolny vek-
torovy prostor nad télesem K, tedy:

V := libovolny vektorovy prostor nad K.

Vsimneéte si, ze stejny symbol 0, ktery standardné pouzivame pro ¢iselnou nulu, v Definici [L1]
oznacuje nulovy vektor. Toto mateni studenta by nikdy nemélo vést k jeho popleteni, a to
diky nésledujicim tvrzenim, jez uzivani stejného znaceni ospravedlnuji:

Tvrzeni 1.2 (Nedulezitost schismatu nulového symbolu).
(i) Yo €V, Ov =0. (vlevo ¢iselnd nula, vpravo nulovy vektor)

(i) Va € K, a0 = 0. (vlevo i vpravo nulovy vektor)

Dikaz. Vsimnéte si, ze obé tvrzeni vypovidaji néco o nasobeni vektoru ¢isly a nulovém
vektoru (neutralni prvek vuéi souc¢tu). Ponévadz jedind ¢dst Definice [[LT], jez spojuje sciténi
vektoru a jejich ndsobeni ¢isly, je axiom (C), bude v dikazu tifeba vyuzit pravé distributivni
vlastnosti.

ad (i). Pro libovolny vektor v € V mame

0v = (04 0)v = 0v + Ov,

kde prvni rovnost je elementarni identita mezi ¢isly a druhd rovnost plyne z axiomu (C2).
K oboum strandm této rovnice piricteme —0v (tedy opacny vektor k Ov) a uzitim axiomu
(A4) dostaneme

0=0v,

coz je rovnost, kterou jsme chtéli dokazat.
ad (ii). Pro libovolné ¢islo a € K mame
a0 =a(0+0)=a0+ a0,

kde prvni rovnost vyuziva axiom (A3), zatimco druha rovnost plyne z axiomu (C1). K oboum
strandm této rovnice pricteme —al (tedy opacny vektor k «0) a uzitim axiomu (A4)
dostaneme

0=a0,

coz je rovnost, kterou jsme chtéli dokazat. (Ctvereéek znamend konec dukazu.) O

Prvni tvrzeni (i) 1ze chapat jako konstrukei nulového vektoru: dostaneme ho tak, ze libovolny
vektor prenasobime cislem nula.

Axiom (A3) vyzaduje, aby ve vektorovém prostoru existoval alesporn jeden pocatek (nulovy
vektor). Dalsi tvrzeni upfesnuje, ze takovyto pocatek je prdve jeden (vyznam kvantifikatoru 3!).
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Tvrzeni 1.3 (Jedineénost nulového vektoru). 310 € V, Vu €V, u+0=u.

Diikaz. Tento typ tvrzeni se nejlépe dokazuje sporem. Nechtf ve vektorovém prostoru V
existuji dva ruzné nulové vektory 0 # 0'. Pak

0=0+0=0,
kde prvni rovnost vyuziva nulovosti vektoru 0 (tedy jeho neutralitu vaéi séiténi, axiom (A3))

a druhd rovnost vyuzivd nulovosti vektoru 0’ (spoleéné s axiomem (Al) o komutativite).
Tedy 0 = 0/, coz je ve sporu s predpokladem, ze nulové vektory 0 a 0” jsou ruzné. O

Obdobne, axiom (A4) vyzaduje, aby pro kazdy prvek vektorového prostoru existoval alespori
jeden inverzni prvek. Dalsi tvrzeni upfesiuje, ze takovyto prvek je pravé jeden.

Tvrzeni 1.4 (Jedinecnost opacného vektoru). Vu € V, 3l —u eV, u+ (—u) =0.
Diikaz. Necht u € V je libovolny. Piedpoklddejme, Ze existuji dva rtzné opaéné vektory
v # v spliujici u +v=0au+ v =0. Pak

v=v+0=v+(ut+v)=w+u)+v =0+ =,

kde jsme navic vyuzili asociativitu a komutativitu. Tedy v = v/, coz je ve sporu s predpo-
kladem, ze opacné vektory v a v’ jsou ruzné. O

Uz v Definici [Tl jsme si oznacili opacny vektor k « intuitivnim znac¢enim —u. Toto znaceni
je obhdajeno nasledujicim tvrzenim.

Tvrzeni 1.5 (Konstrukce opacného vektoru). Yu € V, —u = (—1)u.

Diikaz. Pro libovolny vektor v € V mame
u+t (—lu=lu+(-Du=[1+(-1)]ju=0u=0,

kde prvni rovnost vyuziva axiomu (B2), druhd rovnost je distributivita (C2), t¥eti rovnost je
elementarni a ¢tvrtd rovnost je Tvrzeni [L2(i). Vysledna rovnost 11k, ze vysledkem souctu
vektoru u a (—1)u je nulovy vektor, tedy (—1)u musi byt roven opaénému vektoru —u, coz
jsme chtéli dokéazat. O

V nésledujicim budeme zkracovat u + (—v) =: u — v.

1.3 Priklady

Nyni nastal ¢as si predstavit nékolik charakteristickych piikladu vektorovych prostoru.
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Priklad 1.6 (Nulovy prostor). Nejjednodussi vektorovy prostor obsahuje pouze jeden prvek, a to nulovy
vektor. Jingmi slovy, mnozina {0} je vektorovy prostor, ktery splituje trividlni pravidla pro s¢itani vektoru
a nasobeni ¢isly:

0+0=0 a a0 =0,

kde « € K. Tento prostor neni samoziejmeé nijak zajimavy, aviak dejme mu jméno, nulovy prostor. (Diamant
znamend konec prikladu.) O

Priiklad 1.7 (Ciselné téleso). Samotné ciselné téleso K se stane vektorovym prostorem, pokud definujeme
s¢itani jeho prvku a nésobeni ¢isly z K obvyklymi operacemi pro s¢itani a ndsobeni ¢isel. Specialné C je pak
komplexni vektorovy prostor a R je realny vektorovy prostor.

Muzeme rovnéz uvazovat C coby redlny vektorovy prostor (mdme tedy na mysli nestandardni volbu V := C
a K :=R), pokud definujeme s¢itani komplexnich ¢isel jako obvykle a ndsobeni komplexniho ¢isla redlnym
¢islem jako obvykle, avSak tento ptiklad se 1isi od C coby komplexniho vektorového prostoru. Naopak R
nelze uvazovat jako komplexni{ vektorovy prostor (protoze pfendsobenim redlného ¢isla komplexnim ¢islem
obecné dostaneme nerealné ¢islo). O

Priklad 1.8 (Soutadnicovy prostor). Necht K™ s n € N* := N\ {0} (v nasi konvenci pfirozend ¢isla obsahuji
nulu) je mnozina tvofend usporddanymi n-ticemi ¢isel z télesa K. Prvek x € K" budeme zapisovat v podobé
sloupce

I
T2
=1 .1,
':I"’n
kde z; € K, i = 1,...,n. Cisla x; nazyvame slozky vektoru v. Séitani prvku x,y € K" a nasobeni &isly
a € K definujeme po slozkéch:
1+ Y1 oz
T2 + Y2 T2
THy = . - ax =
Tn + Yn aTy

S takto definovanymi operacemi se K" stane vektorovym prostorem (nad télesem K), jenz budeme nazyvat n-
dimenziondlni souradnicovy prostor (nad K). C™ budeme nazyvat n-dimenziondlni komplexni soutadnicovy
prostor a R™ budeme nazyvat n-dimenziondlni redlnyg soutadnicovy prostor (R™ je také nékdy zvykem
nazyvat n-dimenziondlni eukleidovsky prostor). Nulovy vektor 0 € K™ a opa¢ny vektor —x k vektoru 2 € K"
splnuji

0 —X
0 —XT2

o=1.1, — = . . (1.1)
0 —Zn

V n-dimenzionalnim realném souiadnicovém prostoru R™ s n = 1,2,3 a v 1-dimenziondlnim komplexnim
prostoru C! = C muzeme vektory reprezentovat pomoci Sipek. Séitdni vektorii a jejich ndsobeni ¢isly m4
pak krasnou geometrickou interpretaci. &

Piiklad 1.9 (Prostor polynomi). Necht m € N. Funkce p : K — K se nazyva polynom, pokud existuji &isla
o, - - ., 0y € K takovd, ze
Ve e K, p(r) =0+ o1z + -+ apz™.
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Pokud a,, # 0, p se nazyvé polynom stupné m (pokud je polynom p identicky roven nule, pfifadime mu
stupeni —o0). Soucet dvou polynomi p a ¢ a prendsobeni ¢islem o € K definujeme, jak je pro funkce obvyklé:

(p+ ) (x) :=p(z) + q(x), (ap)(x) := ap(z),

pro v8echna x € K. S takto definovanymi operacemi se mnozina vSech polynomu stupné nejvyse m, kterou
budeme znacit P,,, stane vektorovym prostorem nad K. Nulovy vektor v P,, je polynom, jenz je identicky
roven nule (t.j. véechna ¢isla ay, . . ., a;, jsou rovna nule),

0(z) =0 (1.2)
pro v8echna x € K, a opatny polynom —p k polynomu p € P, je dan vztahem

(=p)(z) = —p(x) (1.3)
pro vsechna z € K. (Vsimnéte si, ze Py = K s obvyklymi operacemi s¢itdn{ a ndsobeni mezi ¢isly.)

Kromé vektorového prostoru P,,, jenz je charakterizovan tim, ze obsahuje polynomy nejvyse stupné m,
budeme ptilezitostné rovnéz uvazovat prostor vsech polynomu na K. Oznac¢me takovyto prostor symbolem P.

Ziejmeé plati
P= | B
m=0

Piiklad 1.10 (Prostor kvantové ¢dstice). V nerelativistické kvantové mechanice je fyzikdlni stav ¢astice
(napfiklad elektronu) popsdn bodem v prostoru méfitelnych funkei, jez jsou kvadraticky integrabilni
(Lebesguetv prostor):

L*(R3) := {1/) ‘R®— C: /R [v(2)]? de < oo} .

S obvyklymi operacemi s¢itani dvou funkcei a jejich nasobeni ¢isly lze ovérit, ze se skuteéné jednd o vektorovy
prostor. &

1.4 Podprostory

7Z geometrie vite, Ze kromé celého prostoru R? a jeho bodu (vektory) je zajimavé uvazovat
dalsi linearni objekty jako ptimky a roviny. Nasledujici definice zobecnuje tyto pojmy na
abstraktni vektorové prostory (véetné libovolné dimenze).

Definice 1.11. Podprostor vektorového prostoru V je podmnozina U C 'V, jez je sama
o sobé vektorovym prostorem (se stejnymi operacemi séitdni vektoru a nasobeni ¢isly jako
ve V). Znac¢ime U CC V.

Upozornéni: Pokud chceme chapat podprostory jako zobecnéné piimky a roviny, musime mit
na paméti, ze tyto jsou v definici vyse vyzadovany prochdzet pocatkem (ponévadz 0 € U
coby dusledek toho, ze U je sdm o sobé vektorovy prostor).

Definice [L. 11l je elegantni, avsak nehodi se pro konkrétni ovérovani, zda dand podmnozina U
ve V je podprostorem ve V., ponévadz jeji ovéreni vyzaduje kontrolu vsech axiomu Definice L1l
Nasledujici véta poskytuje vhodné kriterium, jak urcit, zda dand podmnozina V je podpro-
storem V, protoze ve skutecnosti staci ovérit jen tii véci; zbytek plyne z toho, ze U je
podmnozinou ve V.
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Véta 1.12. Necht U C V. Plati tato ekvivalence:

(i) 0eU; (obsahuje pocdtek)
UcCCcV = (il)) Vu,v e U, ut+vel; (uzavienost vici souctu)
(i) Ve ek, uel, au e U.  (uzavienost vici ndsobeni)

(Logickd spojka mezi vlastnostmi (1), (ii), (iil) je “a” (konjunkce).)

Diikaz. Implikace = je zirejmé: pokud je U podprostor, je podle Definice [LTI] sém o sobé
vektorovym prostorem, tudiz musi specialné splnovat body (i)—(iii), viz Definice [[.T]

Opacna implikace <= nam tika, ze staci ovérit pouze vlastnosti (i)—(iii), abychom si byli jisti,
ze U je podprostorem. Jinymi slovy, musime dokézat, ze body (i)—(iii) implikuji vSechny
axiomy (A), (B) a (C) Definice [Tl Bod (ii) zarucuje, ze scitdni vektoru v U je dobfe
definovano a bod (iii) zarucuje, ze nasobeni vektoru z U ¢isly z K je dobte definovano. Diky
tomu axiomy (Al), (A2), (B) a (C) neni tfeba ovéfovat, ponévadz plati na vétsi mnoziné V.
Bod (i) zarucuje, ze nulovy vektor lezi v U, tudiz i axiom (A3) plati (opét z diavodu jeho
platnosti na vétsi mnoziné V). Zbyvd overit axiom (A4). Necht v € U C V. Pak existuje
—u € V takovy, ze u—u = 0 coby identita ve V. Avsak podle Tvrzeni[[H plati —u = (—1)u,
kde prava strana lezi v U diky bodu (iii). Tedy —u € U a rovnost u — u = 0 plati coby
identita ve U. U

Uzitim Vety [L12 snadno ovérime nasledujici piiklady.

Priklad 1.13 (Nulovy a cely prostor). Nejjednodussim ptikladem podprostoru libovolného vektorového
prostoru 'V je nulovy prostor {0} a cely prostor V.

Prédzdna mnozina @ neni podprostor, ponévadz podprostor je vektorovy prostor a vektorovy prostor musi
obsahovat alespon jeden prvek, a to pocatek 0. &

Priklad 1.14 (Pfimky, roviny atd.). Podprostory ¢iselného prostoru R jsou nulovy prostor {0} a cely pros-
tor R. Podprostory dvojdimeziondlniho eukleidovského prostoru R? jsou nulovy prostor {0}, cely prostor R?
a vechny pifmky prochézejici poc¢atkem. Podprostory trojdimezionalniho eukleidovského prostoru R? jsou
nulovy prostor {0}, cely prostor R?, vSechny pifmky prochizejici pocdtkem a vsechny roviny prochézejic
pocatkem.

Obecnéji, necht m,n € N* s m < n. Pak
{reK':xy=2090="- =z, =0}

je podprostorem K", &

Piiklad 1.15 (Sudé a liché polynomy). Mnoziny (symbol + znamens bud plus nebo minus)
PE ={p€Pm: Vz €K, p(x) = +p(—x)} (1.4)

jsou podprostory vektorového prostoru polynomi P,,,. Vsimnéte si, Ze podprostor P, je tvofen polynomy p+,
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jez obsahuji pouze sudé mocniny =,
m
2

pt(z) = ao + aga® + "'+042\_%J$2L !,

a podprostor P, je tvofen polynomy p~, jez obsahuji pouze liché mocniny z,

_ m41 ) _
P (2) = az +asa® + ot ag mp 2?7

kde |8] := max{n € Z : n < 8} znaéi dolni celou ¢dst redlného ¢isla 8. Ve specidlnim piipadé K := R jsou
polynomy v podprostoru P} sudé funkce na R a polynomy v podprostoru P, jsou liché funkce na R. ¢

Piiklad 1.16. Uvazujme podmnozinu prostoru stavi kvantové ¢astice (viz Piiklad [L10), jez je charakter-
izovéna stavy, pro néz i prvni derivace jsou kvadraticky integrabilni (Sobolevuv prostor):

WhA(R?) := {¢ € L*(R?) : V¢ € L*(R?)}.

Lze ovéfit, ze skutecné plati W12(R3) cC L?*(R3). V kvantové mechanice 1ze W12?(IR?) interpretovat coby
prostor fyzikélnich stavii s koneénou (kinetickou) energii. O

1.5 Soucet podprostori

Jedna moznost, jak utvorit ze dvou danych mnozin U; a U, dalsi mnozinu, je vzit jejich
sjednoceni U := U; UU,. Pokud U; a Us jsou podprostory néjakého vektorového prostoru 'V,
jen “mélokdy” se vSak stane, ze jejich sjednoceni U bude opét podprostor (presny vyznam
uvozovek zde je, ze jeden z podprostoru musi byt podmnozinou toho druhého, aby se tak
stalo). Z tohoto duvodu je pro podprostory zajimavéjsi jind operace.

Definice 1.17. Necht U;, Uy C V. Soucet mnozin U; a U, je mnozina

Uy + Uy = {U1—|—U22 Uleul, U2€u2}.

Méli byste si ovérit, ze pokud navic Uy, Uy CC 'V, pak takto definovand mnozina U; + U, je
skutecné podprostorem V.

Soucet dvou podprostort v teorii vektorovych prostoru je operace analogicka operaci sjedno-
ceni mnozin v teorii mnozin v tomto smyslu: Nejmensi podprostor obsahujici dva dané pod-
prostory je prave jejich soucet. (Analogicky, nejmensi mnozina obsahujici dvé dané mnoziny
je jejich sjednoceni.) Schematicky:

soucet podprostoru — sjednoceni mnozin. (1.5)

Avsak tuto analogii je tfeba brat s rezervou, viz Pozndmka 2.37 niZe.

Podivejme se nyni na par piikladi.

Piiklad 1.18. Necht

ulzz{(§)€K3:zeK} a ugzz{(§)6K3:yeK}.
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Pak
Uy +u2={(§) e K3 x,yeK}.

V pripadé K := R lze U; a Uy geometricky interpretovat jako soufadnicové osy = a y v xyz-kartézském
soufadnicovém systému na R3. Souéet U; + Us mé pak geometricky vyznam roviny xy. O

Priklad 1.19. Necht
U :{(ﬁ) cK3: xeK} a U :{(%) e K3 yeK}.
I v tomto pripadé dostaneme stejny vysledek jako v predeslém ptikladu,
Uy + Uy = {(%) e K3 x,yGK}.

V piipadé K := R Ize U; geometricky interpretovat jako soufadnicovou osu z, Uy jako souradnicovou osu y
pootocenou o 45° v xy-roviné a soucet U; + Us ma opét geometricky vyznam roviny zy. O

1.6 Direktni soucet podprostoria

Uvazujme nyni specialni piipad podprostoru U; a Us vektorového prostoru V., jejichz soucet
da cely prostor V, tedy V = U; + Uy. Pak kazdy prvek v € V muzeme napsat ve tvaru
v =1uj + ug, kde u; € U; a us € Uy, tedy

VUEV, Eluleul,lbgeuz, V=U] + Us.

Zvlaste dulezitd situace nastava, kdyz tento rozklad je urcen jednoznacneé.

Definice 1.20. Nechf Uy, Us CC V. Rekneme, ze V je direktnim souctem podprostori Uy
a Uo, pokud
YoeV, Jlu € Up,us € Us, V= U + Uy .

Zapisujeme V = U; & Us.

Podivejme se nyni na par charakteristickych prikladu.

Pi#iklad 1.21. Nechf
ul::{(g)eK?’:x,yeK} a UQ::{(§)€K3:ZEK}.

Pak
KE=U aU,.

V piipadé K := R lze U; geometricky interpretovat jako zy-rovinu a Uy jako soutadnicovou osu z. O

Priiklad 1.22. Necht

U ::{(§)6K3: :ceK}, "ug::{(%)ng: yGK}, ugii{(g)GKg: zeK}.
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Pak
KE=U Uy ®dUs.

V piipadé K := R 1ze U;, Uy a U3z geometricky interpretovat jako souradnicové osy. &

Pi#iklad 1.23. Necht P jsou podprostory vektorového prostoru polynomt P, definované v (L4)). Pak
P =P P, .

V realném piipadé K := R je toto dobfe znamy rozklad funkce na R jako soucet jeji sudé a liché ¢asti. <

Piiklad 1.24. Nyni uvedme piiklad pro pochopeni rozdilu mezi souétem a direktnim souétem podprostorti.

Necht
U ::{(g)e]l@: xeK}, u2:={(§)eK3: yeK}, u3::{(§)eK3: zeK}.

Ziejmé plati
K3 = Uy + Ug + Us,

x
ponévadz libovolny vektor (321) € K3 mizeme zapsat ve tvaru
x z 0 0
)=+ +0)
z 0 z 0
~—— —— ~—~—
(S5 €Uz cUs

Avsak
K3 #£U; @ Uy ®Us,

ponévadz naptiklad vektor (§) muze byt napsan jako soucet vektoru z Uy, Us a Uz vice zpusoby:

ceUq €Uz €eUs

/
[=lele]
N—

\
/N
oo
N———

_|_

Ponévadz rozklad neni jednoznaény, nemuze se jednat o direktni soucet. O

V predchozim piikladé jsme ukazali, ze néjaky vektorovy prostor neni direktnim souctem
jistych podprostoru tim, ze jsme ukézali, ze nulovy vektor 0 nemé jednoznacny rozklad do
odpovidajicich vektoru. Definice vyzaduje, aby kazdy vektor mél jednoznacny rozklad.
Méjme nyni podprostory, jejichz soucet se rovna celému vektorovému prostoru. Nasledujici
tvrzeni ukazuje, ze ve skutecnosti stac¢i prozkoumat, zda pouze nulovy vektor 0 ma jed-
noznacny rozklad, abychom rozhodli, zda se jedna o direktni soucet.

Véta 1.25. Necht Uy a Uy jsou podprostory vektorového prostoru V. Plati tato ekvivalence:

(1) V:U1+u2;

V=U DUy <=
! 2 (11) vul€u1, UzEuz, O:U1+U2 — u1:u2:0.
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Diikaz. Dokazeme ekvivalenci jako platnost dvou implikaci.

Necht V = U; @ Uy. Pak (i) V = U; + Uy, coZ plyne piimo z toho, jak jsou soucet a
direktni soucet podprostoru definovany. Vlastnost (ii) plyne z toho, Ze mame rozklad

0 =_0 +_0
~— N~~~ ~—
ev €Uy €Uz

a ten musi byt jednoznacny z definice direktniho souctu.

Nyni predpokladejme, Ze plati (i) a (ii). Necht v € V. Z (i) plyne, Ze existuji u; € U,
a us € Uy takové, Ze muzeme psat

v=uj + us. (1.6)
Mame za kol dokazat, ze tento rozklad je jednoznacny. Jak obvyklé v téchto ptipadech,
budeme postupovat sporem. Predpokladejme tedy, Ze existuji jesté jiné vektory u} € U; a
uly, € Uy takové, ze u) # uy nebo uf # uy, pricemz mame alternativni rozklad

v =uj + uy. (1.7)
Odectenim (LG) a (L7) dostaneme
0 =wu —uj + ug —uj.
~ —— ~——
€v €Uy €Uz

Uzitim vlastnosti (ii) dostaneme u; — u) = 0 a ug — u), = 0, tedy uy = u) a uy = u, coz je
spor s predpokladem vySe, ze u} # u; nebo uf # us. O

Na zaveér si predstavime jesté jedno velice uzitecné kritérium.

Véta 1.26. Necht Uy a Uy jsou podprostory vektorového prostoru V. Plati tato ekvivalence:

(1) V:U1+u2;

V=1 U
108 = {(n) U NUy = {0}

Diikaz. Opét dokazeme ekvivalenci jako platnost dvou implikaci.

Jako v dukazu Vety [[28]je ziejmé, ze direktni soucet implikuje soucet, tedy (i). Zaroven,
pokud v € U; N Uy, pak

0, =_u, +(—u).
€v €l €Uz

Diky jednozna¢nému rozkladu nulového vektoru musi platit «w = 0. Z libovolnosti vektoru «
dostavame vlastnost (ii).

Nyni predpokladejme, ze plati (i) a (ii). Uzitim Véty [[20 staci ukazat, ze nulovy vektor
ma jednoznacny rozklad. Pisme tedy

0 = U + ug . (]_8)
€V clUy clUs
Z této rovnice plyne, ze u; = —uy € Uy. Tedy u; € Uy NUy. Z vlastnosti (ii) vSak dostavame

uy = 0. Z tohoto vysledku a rovnice (L8) pak dostavame rovnéz uy = 0. O
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Uz jsme se zminili, ze soucet podprostort je operace analogicka sjednoceni mnozin. Obdobné
(viz predchozi Vétu [[L20) direktni soucet podprostoru je operace analogicka disjunktnimu
sjednoceni mnozin. Schematicky:

direktni soucet podprostoru — disjunktni sjednoceni mnozin.

Z4dné dva podprostory vektorového prostoru nemohou byt tplné disjunktni, ponévadz oba
musi obsahovat nulovy vektor. Tedy ¢ista disjunktnost je v ptipadé podprostori zaménéna
za pozadavek, aby jejich prunik byl nulovy prostor.
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1.7 Cviceni

1. Ukazte, ze plati

[\]

. Ukazte, ze plati

VaeK, vewV,

av=0 = (a=0V v=0).

3. Odvod'te, jak vypada nulovy a opa¢ny vektor na souradnicovém prostoru K" a na
prostoru polynomt P,,, t.j. dokazte (L) a (L2) a (L3).

W

{(3) eR*:

. Pro jaké hodnoty «, 8 € R je mnozina

To = azi + B}

podprostorem v R2? Interpretujte geometricky.

[Tehdy a jen tehdy, pokud 8 = 0. Hint: Pouzijte Vétu [L12]

ot

U

podprostorem v K*?

[Tehdy a jen tehdy, pokud a = 0.]

6. Ukazte, ze mnozina

je podprostorem v P.

. Pro jaké hodnoty a € K je mnozina

xr1
)
xr3
T4

)€K4: a:3:5:c4—|—a}

{pe?: p(3)=0}

7. Které z nasledujicich mnozin (ne)jsou vektorové prostory nad R, a pro¢ (ne)?

(a) {(%) € R?: 2y + 225 = 3}

(b) {(%) € R?: =32y + 235 = O}
(c) {(%) € R?: dayzy = O}

(d) {(%) € R?: 2fa| + 3|ao| = 0}
(e) {(%5) € R fa[* + [2]* < 0}.
() {(5) € RZ: |a]? + |an* < 4}
(8) {(3&) €R?: [z + |aaf* = 0}.
() {(%3) € R?: fan| < 4},

(i) {(%) eR*: 2y €2}

Interpretujte geometricky.

[(b), (e), (g) jsou podprostory; ostatni nejsou.]
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10.

11.

12.

13.

14.

Necht m € N*. Je mnozina (sjednocen{ nulového polynomu a vSech polynomu stupné
pravé m)

{tU{p: K—=K: plz)=ap+az+ -+ apz™, a,...,an € K a, #0}

podprostorem v P,,”
[Ne. (Neni uzaviena vuci souctu. )]

Které z nasledujicich podmnozin prostoru K? jsou podprostory prostoru K3?

€K3I $1+2$2+3$3:0};

e K3 x1x2x3:0};
(d {<%§>6K3:x1:5x3}.

Interpretujte geometricky pro K = R.

> {(2)

b) {(ﬁ)eKE": x1+2x2+3x3:4};
> {(2)
)

[(a), (d) jsou podprostory; (b), (c¢) nejsou.]

Je R? podprostorem C?

[Ne. (Neni to ani podmnozina.)]

Plati néasledujici tvrzeni?
(a) {(71) €R®: 2, =0} CCR?
(b) {zeC: zeR} ccC.

Interpretujte geometricky.

[(a) plati; (b) neplati. Obrazky vsak vypadaji stejné.]

Ktera z nasledujicich tvrzeni jsou pravdiva?

(a) {(g) cR®: a3:b3} CC R?;
(b) {(g) eC?: a3:b3} cc C?.

Jakd je geometrickd interpretace mnoziny v (a)?

[(a) plati (a® = b®> = a = b pro redlna ¢isla); (b) neplati (mame napifklad (e?27/3)3 =
13), ¢ehoz lze vyuzit pro neplatnost uzavienosti vici souctu.]

Dejte piiklad neprdzdné mnoziny U C R?, jez je uzaviend vzhledem ke scitani (t.].
Vu,v € U,u+ v € U) a vzati opacného vektoru (t.j. Yu € U, —u € U), avsak U neni
podprostorem v R2.

[Napiiklad U := Z? nebo U := {(}) : z; € {—1,0,1}}]

Dejte piiklad neprazdné mnoziny U C R?, jez je uzaviend vzhledem k nésobeni &isly,
avSak U neni podprostorem v R2.

[Napiiklad U := R x {0} nebo U := {(7}) : 129 > 0.]
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15

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

Ukazte, ze prunik podprostoru ve V je podprostor ve V, tedy:

Uy,..., U, CCV = (U ccv.

j=1

Ukazte, ze sjednoceni dvou podprostoru ve V je podprostor ve V tehdy a jen tehdy,
pokud jeden z podprostoru je podmnozinou toho druhého. Jinymi slovy, méjme pod-
prostory Uy, Uy CC 'V, potom plati ekvivalence

U, UUy CCV o (U1Cu2vugcu1).

Necht U cc V. Co je U + U?
U+ U =U]

Je operace s¢itani podprostoru komutativni? Je asociativni? Jinymi slovy, plati nasle-
dujici tvrzeni?

(a) u1+UQIUQ+u1;

YUy, Uy, Us CC Y,
v (b) (Us + Us) + Us = Uy + (Uz + Us)..

[Plati.]

M4 operace s¢itani podprostoru nulovy prvek? Tedy plati

INcCcV, YUcCcV, N+U=ur

[Ano, a to nulovy podprostor N := {0}.]

Které podprostory obsahuji opacné prvky vuci séitani? Tedy pro které podprostory U
plati
1-UccV, U+ (-U) =N7?

[Pouze nulové podprostory U = N = {0}. Hint: Nezbytné —U = U a pouzijte
Cviceni [
Dokazte, nebo dejte protipriklad:

YUy, Uy, W CC VY, Uy+W=U+W = U =1U,.

[Protipiiklad:
U :={(§) eR*: zeR}, Up:={(})eR’: zeR}, W:={()) eR*: yeR},
coz dava Uy + W = Uy + W = R? ]
Uvazujme podprostor
U:={peP: px):=az’+B2° a,BcK}cC?P.
Najdéte podprostor W v P takovy, ze mame rozklad
P=UW.

(W =P\ U]
Dokazte, nebo dejte protipiiklad:
Vul,ug,WCCV, ul@W:u2€BW - ulqu.

Tvrzeni plati. Hint: Vyuzijte Véty [L20
yuzi] 3



David Krejéiiik 2. Vektory 17

2 Vektory

Nyni, co jsme popsali prostory, kterymi se budeme zabyvat, se zamérime na jejich prvky
a vztahy mezi nimi. Budeme implicitné predpokladat, ze ¢islo m znacici pocet vektoru je

striktné kladné celé ¢islo, tedy:

2.1 Soubor versus mnozina

Necht vy, ...,v,, € V. Ze vieho nejdifve si musime uvédomit dulezity rozdil mezi mnoZzinou
vektoru {vy,...,v,} C V a souborem (usporddanou m-tici) vektoru (vq,...,v,) € V™
Kromé formalniho pozorovani, ze se jedna o ruzné objekty, rozdil spociva ve dvou vécech.
V souboru je poradi vektoru dulezité a vektory se mohou opakovat. Naopak pro mnoziny
je potadi prvku a jejich opakovéani irelevantni. Obecné tedy méjme na paméti schematickou
nerovnost

{v1, .., om} # (1,0, Um) -

Mnozinu {vy,...,v,} jste zvykli nazyvat mnozinou o m prvcich. Mnoziné, jez neobsahuje
zadny prvek, se iikd prdzdnd mnozina a znaci se { } nebo @. Obdobné je zvykem usporadanou
m-tici vektoru (vy,...,v,) nazyvat souborem vektoru délky m. Rovnéz bude uziteéné si
oznacit soubor délky nula symbolem () a nazyvat ho intuitivné prazdnym souborem.

2.2 Linearni obal

Ze vseho nejdiive dejme jméno vektoru utvorenému ze souboru danych vektoru.

Definice 2.1. Linedrni kombinace souboru vektoru (vy, ..., v,) € V™ je vektor tvaru
alvl+"'+amvma

kde aq, ..., a,, € K.

Cisla az, . .., o, vystupujici v Definici 200 nazyvame koeficienty linedrni kombinace. Jsou-

li vSechna tato ¢isla rovna nule (tedy oy = --- = a,, = 0), pak tuto linedrni kombinaci

nazyvame trividlni. V opaéném piipadeé (t.j. kdyz existuje i € {1,...,m} takové, ze a; # 0)

budeme tikat, Ze linedrni kombinace je netrividlni. Trividlni linedrni kombinace libovolnych
vektoru je zfejmé rovna nulovému vektoru.

Jak uz byva v matematice zvykem, pritadime nazev i mnoziné vsech linedrnich kombinaci
danych vektoru.

Definice 2.2. Linedrni obal souboru vektoru (vy,...,v,) € V™ je mnozina

span(vy, ..., vy) = {aqvy + - - + @pm - g, ...,y € K}

Pro konzistenci rovnéz definujeme, ze obal prazdného souboru vektoru je nulovy prostor,
tedy span() := {0}.
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Vektory vy, . . ., un, vystupujici v Definici 22 nazyvame generdtory linedrniho obalu. Rikdme,
ze mnozina span(vy, ..., v,) je generovdna vektory vy, ..., v, ¢ ze ji tyto vektory generuji.

Misto span(vy, ..., v,,) je nékdy zvykem psat span{vy, ..., v}, coz je konzistentni, protoze
linedrni obal se nezméni, vynechame-li jakykoli vektor ze souboru (vy,...,v,), jenz se
opakuje, a rovnéz potadi je pro definici linedrniho obalu irelevantni.

Student si snadno dokéze, ze linearni obal je podprostor:

Véta 2.3. Yuy,...,0,, €V, span(vy, ..., v,) CC V.

Lze snadno nahlédnout, Ze linedrni obal span(vy, . .., v,,) je ve skutecnosti nejmensi ze vsech
podprostoru ve V obsahujicich vektory vy, ..., v,,, a to v tomto smyslu:

YU ccV, {v1,...,on} CU = span(vy,...,v,) CU.

2.3 Prostory koneéné a nekonec¢né dimenze
Definice 2.4. Vektorovy prostor V je konecné dimenziondlni, pokud je generovan koneénym
poctem svych prvku, tedy

Fvg,...,0m €V, span(vy, ..., v,) = V.

V opa¢éném piipadé fekneme, ze V je nekonecéné dimenziondlni.

Piiklad 2.5. Nulovy prostor {0} je konetné dimenziondlni. Plati span(0) = {0}. &

Piiklad 2.6. Prostor K™ je kone¢né dimenzionalni, ponévadz napiiklad vektory

1 0 0
1 0
€1 = y  €2:1= . ’ y  Em = ’
0 0 1
ho generuji. ¢

Piiklad 2.7. Prostor polynomu P, stupné nejvyse m je koneéné dimenzionalni, ponévadz monomy

2 m

po(x):=1, pi(x) =2, p2(x) =2 ..., pm(z):=2™,

ho generuji. ¢

Priiklad 2.8. Prostor vSsech polynomu P je nekonecéné dimenzionalni. &
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Piiklad 2.9. Lebesgueiv prostor L?(R3) je nekone¢né dimenzionalni. O

V této prednasce se budeme zabyvat vyhradné koneéné dimenziondlnimi vektorovymi pros-
tory. Nekonecné dimenzionalnimi vektorovymi prostory se zabyva odvétvi matematiky, jez
se nazyva funkciondlni analyza, nebot jejich typickymi pfedstaviteli jsou prostory funkei,
viz posledni dva priklady vyse.

2.4 Linearni nezavislost

Necht vy, ..., v, € V. Z definice sou¢tu mnozin (Definice [LT7) a definice linedrniho obalu
vektoru (Definice [22]) okamzité dostdvame rovnost

span(vy, . .., vy,) = span(vy) + - - - + span(vy,) , (2.1)

tedy linearni obal vektort vy, . .., v, je soucet linedrnich obalti jednotlivych vektoru. Pokud
v € span(vy, ..., vy), pak podle Definice existuji ¢isla ayq, ..., a,, € K takovd, ze

v =001+ F QU (2.2)

Polozme si otdzku, zda volba ¢isel je jednoznacénd. Jinymi slovy, zda se v ([2) jednd o
direktni soucet podprostoru generovanych jednotlivymi vektory. Podle Véty [L.25 k tomu
dojde tehdy a jen tehdy, pokud plati implikace

v e+ U, =0 — UL == Uy = 0.
~—~ ——
€span{v; } espan{vm }
Pokud bychom navic predpokladali, ze vsechny vektory vy, ..., v,, jsou nenulové, pak z posledni

rovnosti dostavame, ze vsechny koeficienty « jsou nulové, tedy
a1V = -+ = QU = 0 = a1 =--=aq,, =0.

Tato situace je tak dulezitd, ze ji ddme jméno.

Definice 2.10. Rekneme, ze vektory vy, ..., v, € V jsou linedrné nezdvislé, pokud plati
Yai,...,a, € K, o+t an,=0 = ag=---=aq,,=0.
V opacném piipadé fekneme, ze vektory vy, ..., v,, jsou linedrné zdvislé.

Obdobné je zvykem definovat linedrni nezavislost /zévislost souboru vektoru. Pro konzistenci
nize definujme, ze prazdny soubor vektoru je linearné nezavisly.

Negaci implikace v Definici .10 se snadno presvédcime, ze vektory vy, ..., v,, jsou linearné
zavislé tehdy a jen tehdy, kdyz

Jag, ..., €K, |ag|+ -0+ o] #0, a0 + -+ Uy, = 0.

Nerovnosti |aq|+- - -+ |, | # 0 vyjadiujeme podminku, aby alespon jedno z ¢isel aq, . . ., ay,
bylo nenulové.
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Priklad 2.11. Vektory ey, ..., e, z Piikladu[Z@ jsou linedrné nezavislé v K™. O
Priiklad 2.12. Monomy pq, ..., pm z PiikladuZ7 jsou linedrné nezdvislé v P,,. O
Piiklad 2.13. Libovolng dvé &isla (¢i vice) z vektorového prostoru K jsou linedrné zdvisla. &

Piiklad 2.14. Polynomy
a@)i=l-2, @@ =cl-1), @@=1-2°,

jsou linedrné zavislé v P,,, s m € [2, 0], nebot q1 + g2 — g3 = 0. O

Student necht si dokdze tfi nasledujici, elementérni tvrzeni. Prvni tvrzeni interpretuje
Definici 2,100 v ptipadé pouze jednoho vektoru.

Tvrzeni 2.15. Plati tato ekvivalence:

Yv eV, v je linedrné zavisly <= v =0.

Druhé tvrzeni ndam tiké, vektory jsou vzdy linedrné zavislé, pokud alespon jeden z nich se
rovna nule. (Opacnd implikace samoziejmé neplati.)

Tvrzeni 2.16. Necht vy, ...,v,, € V. Plati tato implikace:

Jje{l,....,m}, v;=0 = v1,...,Uy jsou linedrné zdvislé.

Treti tvrzeni ukazuje, co se déje pii pridavani ¢i odebravani vektoru, ale vzdy jen pro linearni
zavislost v prvnim ptipadé a linedrni nezavislost v druhém ptipade.

Tvrzeni 2.17. Necht vy, ...,V € V. Plati tyto implikace:

(1) (vi,...,vm) je linedrné zavisly — = (vy,...,Umt1) je linedrné zdvisly.

(i) (vi,...,vm) je linedrné nezdvisly = (vi,...,Vm-1) je linedrné nezdvisly.

Druha implikace je konzistentni i s krajnim ptipadem m = 2, ponévadz jsme prazdny soubor
vektoru definovali jako linedrné nezavisly.

Nasledujici véta je fundamentalnim vysledkem v teorii linearni zavislosti vektoru.
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Véta 2.18. Necht vy, ..., v, €V jsou nenulové. Plati tato ekvivalence:

Vi, ..., Uy JSou linedrné zavislé = J5€{2,....,m}, w; €span(vy,...,vj_1).

Diikaz. Jako obvykle, dokdzeme ekvivalenci jako platnost dvou implikaci.

Predpokladejme, 7e vy, ..., v, jsou linedrné zavislé a nenulové. Necht j € {2,...,m}
je prvni index, pro ktery vektory vy, ...,v; jsou linedrné zavislé (v nejhorsim j = m). Pak
existuji ¢isla aq, ..., a; € K, ne vsechny rovny nule, takové, ze

v+ o+ a;V; = 0. (23)
At uz jsou éisla oy, ..., «; jakdkoli, nemuzeme mit «; = 0, ponévadz jinak bychom méli
linedrni zavislost pro vektory v,...,v;_1, coz je ve sporu s tim, jak jsme index j definovali

(pfipomenme rovnéz, ze v; je nenulovy). Rovnici (2.3) tedy muzeme piepsat takto

—Q —Qy1
v+

Ozj‘ «

V; = Vj—1

J
coz je tvrzeni, které jsme chtéli dokazat.

Z predpokladu plyne, Ze existuji ¢isla aq,...,a;_1 € K takova, ze

vV = QU1 +--+ o 1V5-1 -

Tedy

Qv+ o+ V-1 — UV = 0,
z cehoz plyne, ze vektory vy,...,v; jsou linedrné zavislé. Pridanim vektort vjii,...,vun
linedrni zavislost nezménime, jak vime z Tvrzeni R.I7(1). O

2.5 Steinitzova véta

V predchozich dvou kapitolkach jsme se pripravili na dikaz jedné ze zakladnich vét linedrni
algebry, tzv. Steinitzovy véty.

Véta 2.19 (Steinitzova). Necht vy,...,v, € V a uy,...,uy, €V, n,m € N*. Potom plati
tato implikace:

(i) wi,..., Uy jsou linedrné nezdvislé; -
.. . = m < n.
(i) Vje{l,...,m}, u; € span(vy, ..., Up).

Steinitzova véta se dé formulovat i takto: V mnoziné vSech linearnich kombinaci danych n
vektoru existuje nejvyse n linedrné nezdvislych vektoru (t.j. kazdych k vektoru, k > n, je
linedrné zavislych).
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Diikaz. Dukaz provedeme indukei podle n.

Necht n = 1 a necht w1, us jsou dva (m =2 > 1 = n) vektory takové, 7ze u; = ajv;
a Uy = vy, kde a1, ay € K. Dokazeme, ze pak uy, us jsou linearné zavislé, coz je ve sporu
s predpokladem. Je-li a = 0, pak u; = 0, coz implikuje, Ze wuq, us jsou linedrné zévislé (viz
Tvrzeni 2T6)). Je-li oy # 0, pak v; = Ozflul, a tedy uy = agaflul, COZ znamena, ze uq, s
jsou opét linearné zavislé.

Ué¢inme indukéni predpoklad, ze tvrzeni véty plati pro n > 1.

Dokazme, Ze tvrzeni véty pak plati pro n+1. Necht ui, ..., u,, jsou linedrné nezavislé

a
n+1

Vie{l,...,m}, uj = Zajkvk, (2.4)
k=1

kde o, € K, j =1,...,m, k =1,...,n+ 1. Potom u,, # 0, a tedy alespon jedno z ¢isel
iy - -+ y Qa1 je TUzné od nuly (protoze jinak by u,, = 0 diky (2Z4) s j = m). Bez Gjmy na
obecnosti predpokladejme, Ze je to napiiklad ¢islo a,,,11. Definujme

a.
~ Jntl .
Uj = Uj — ———Up, , j=1,....m—1. (2.5)
Omn+1
Potom, uzitim (2.4)),
n n
.~ jn+t1 Ajn41
Uj = E QU + Qjny1Uny1 — E Ok Uk — Omn+1Un+1
=1 k=1 Omn+1 Omn+1

n
- Ojn+1
= g — Qg | Uk,
=1 AOmn+1

kde druh& rovnost plyne povSimnutim si, ze druhy a posledni ¢len na pravé strané prvniho

rfadku se navzajem vyrusi. Tedy m — 1 vektoru aq,...,U,_1 se da vyjadfit jako linedrni
kombinace n vektoru vy, ..., v,.
Dokazme, Ze 11, ..., Uy_1 jsou linearné nezavislé. Kdyby existovala ¢isla £;,..., 8,1 € K

takova, ze ne vSechna jsou rovna nule a zaroven

-1

Biu; =0,
1

3

J
dostali bychom, uzitim (Z3]),

m—1 m—1
Zﬁjuﬂ' — <25.M> Uy =0,
j=1

J
=1 Omn+1

coz by znamenalo, ze uy, . .., u,, jsou linearné zavislé, coz je spor. Tedy jsme praveé dokazali,
7€ Ui, ..., Up_1 jsou skutecné linearné nezavislé.

Podle indukéniho predpokladu (aplikovaného na m — 1 vektoru y, ..., 4,1 a n vektoru
V1, ..., 0,) tedy mame m — 1 < n. Posledni nerovnost lze prepsat jako m < n + 1, coz bylo
nasim cilem ukazat. O

Pouzijme Steinitzovu vétu pro dukaz (na prvni pohled velice intuitivniho) tvrzeni, ze kazdy
podprostor konecné dimenziondlniho vektorového prostoru je konectné dimenzionalni.



David Krejéiiik 2. Vektory 23

Tvrzeni 2.20. Plati tato implikace:

YU CcCV, V je konecéneé dimenziondlni —> U je konecné dimenziondIny.

Diikaz. Necht V je koneéné dimenzionalni vektorovy prostor, coZ znamend, Ze existuji vek-
tory vy,...,v, € V takové, ze span(vy,...,v,) = V. Necht U CC V je podprostor, coz
specialné znamend, ze kazdy vektor v U je zaroven vektorem ve V. Potiebujeme ukéazat, ze
U je konecné dimenziondalni. Pouzijeme nésledujici vicekrokovy algoritmus.

e Pokud U = {0}, pak U je ziejmé koneéné dimenziondlni a dikaz je u konce.
e Pokud U # {0}, pak zvolime nenulovy vektor u; € U.
e Pokud U = span(uq,...,u;j_1), pak U je koneéné dimenziondlni a dikaz je u konce.

e Pokud U # span(uy, ..., u;j_1), pak zvolime vektor u; € U takovy, ze

w; & span(uq, ..., uj_1).
Vsimnéte si, ze takovyto vektor je nezbytné nenulovy.

V kazdém kroku, dokud se algoritmus nezastavi, jsme zkonstruovali soubor nenulovych vek-
toru takovych, ze zadny vektor v tomto souboru nelezi v linearnim obalu predchozich vek-
toru. Z Véty plyne, ze uy,...,u; jsou linearné nezavislé. Z Véty pak plyne, ze
pocet vektoru v takovémto souboru nemuze byt vétsi nez pocet vektoru generujicich pros-
tor V, tedy j < n. Z toho plyne, Ze algoritmus se musi nakonec zastavit, tudiz U je konecéné
dimenzionalni. 0

2.6 Baze

V dalsim vykladu se pro jednoduchost omezime na kone¢né dimenzionalni vektorové pros-
tory, tedy:

‘ V = konecné dimenziondlni vektorovy prostor nad K. ‘

Meéjme m vektoru vy, ..., vy, jez generuji vektorovy prostor V, tedy span(vy,...,v,) = V.
Student se snadno pfesvédci o tom, ze linedrni obal se nezméni, pokud z ného vyhodime
vektor, jenz je kombinaci ostatnich vektoru. Mezi generatory daného prostoru muzeme tedy
hledat “minimalni” generatory, tedy takové, ze vynechame-li mezi nimi jediny prvek, zbylé
vektory uz nebudou generatory. Tato iivaha nas prirozené privadi k dulezitému pojmu baze.

Definice 2.21. Soubor vektoru (vy,...,v,) € V™ nazveme bdzi prostoru V, jestlize
(i) v1,...,Vm, jsou linedrné nezavislé;

(i) span(vy,...,vy,) ="V.
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Prilezitostné budeme rovnéz tikat, ze vektory vy, ..., v, tvori bdzi prostoru V.

Priklad 2.22. Vektory eq, ..., e, z Piikladu 2.6 tvoii bazi v K™, které iikdme kanonickd (¢i standardni)
béze. &

Piiklad 2.23. Monomy py, . .., pm z Piikladu 27) tvoi{ bazi v P,,. O

Priklad 2.24. 0 nenf baze nulového prostoru {0}, nebot 0 je linedrné zdvisly vektor (viz Tvrzeni 2.15]).
Nekdy je vsak zvykem uvazovat prazdny soubor () coby bézi {0}. &

Z bodu (ii) Definice 2Z221] plyne
Yo eV, dayq,...,q,, € K, V=001 + -+ U, .

Dulezitost baze spociva v tom, ze tento rozklad je jednoznacny.

Tvrzeni 2.25. Necht (v1,...,v,) € V. Plati tato ekvivalence:

(v1,...,0m) je baze ve V — Yo eV, daq,...,a, € K, v =1+ Uy,

Cisla aq, ..., a,, se nazyvaji soutadnicemi vektoru v v bazi vy, ..., vpy,.

Diikaz. Jako obvykle dokazeme ekvivalenci jakou platnost dvou implikaci.

Necht wv1,...,v,, tvoil bdzi ve V a necht v € V je libovolny vektor. Z bodu (ii)
Definice Z.21] dostavame existenci ¢isel aq, . .., a,, € K takovych, ze

V= QU + o+ QU -

Abychom dokézali, ze tento rozklad je jednoznacny, predpokladejme, ze existuji jesté jina
¢isla o, ..., ol € K takova, ze

v=aojur + Al
Odectenim téchto dvou rovnic dostaneme
0= (a1 —a))v1+ -+ (@ —al,)oy, .

Z této rovnosti a linedrni nezavislosti vektoru vy, ..., v, (bod (i) Definice 2.2T]) vsak dosta-
vame o —aj = =, —al, = 0.

Nyni predpokladejme, ze libovolny vektor v € V lze jednoznacné napsat jako linearni
kombinaci vektoru vy, ..., v,,. Je ziejmé, ze z toho plyne, ze v € span(vy,...,v,). Z libo-
volnosti v dostdavame platnost bodu (ii) Definice 22Tl Abychom ukézali, ze vy, ..., v, jsou
linedrné nezavislé, predpokladejme

vy + -+ U, =0,

kde o, . . ., ay, € K. Avsak z jednoznaénosti rozkladu aplikovaného na nulovy vektor (v = 0)
dostdvame oy = - -+ = a,,, = 0. Tedy vy, ..., v, jsou linedrné nezavislé a dostavame bod (i)

Definice 2.211. O
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Vektory generujici prostor V nemusi tvorit bazi, ponévadz nejsou linearné nezavislé. Nésledu-
jici tvrzeni nam tika, ze vyjmutim nékterych z téchto vektoru docilime linearni nezavislosti
zatimco zbyvajici budou stédle generatory prostoru V. Dukaz ndm dokonce poskytuje kon-
strukéni algoritmus, jak postupovat.

Tvrzeni 2.26 (Zuzen{ vektortu na bazi). Necht vy, ..., v, € V spliugi span(vy, ..., v,) = V.
Potom existugi indexy 1 < ki < ko < --- < kp, < m takové, Ze vybrané vektory vy, ..., vk
tvori bdzi ve V.

P

Diikaz. K dukazu pouzijeme nasledujici vicekrokovy algoritmus. Zac¢neme s volbou souboru
vektoru B := (vq,...,0m)-

e Pokud v; =0, vyjmeme vy z B.

e Pokud v; # 0, ponechame soubor B netknuty.

e Pokud v; € span(vy,...,v;_1), vyjmeme v; z B.
e Pokud v; & span(vy,...,v;_1), ponechdme soubor B netknuty.

Zastavme algoritmus po m-tém kroku, ¢imz ziskame (potencidlné zménény) soubor B, jehoz
prvky si mizeme oznacit (v, ..., vy,). Stéle plati span(vy,, ..., v, ) =V, jelikoz jsme vyj-
muli pouze prvky, jez uz byly v linedrnim obalu pfedeslych prvku. Algoritmus zarucuje,
ze zadny z vektoru wg,,...,vg, nelezi v linedrnim obalu téch predeslych. Tedy vektory
Uky, - - - Uk, jsou linedrné nezavislé diky Vete 218 O

Dusledkem tohoto tvrzeni je néasledujici, dulezita véta. Pripominame, ze jsme se omezili na
konecné dimenziondlni vektorové prostory, nicméné tvrzeni (se zobecnénou definici baze a
modifikovanym dukazem) plati v plné obecnosti.

Véta 2.27. V kazdém vektorovém prostoru existuje bdze.

Diikaz. Podle definice koneéné dimenzionalniho prostoru, ve vektorovém prostoru V existuji
vektory vy, ..., Uy, jez ho generuji, tedy span(vy,...,v,) = V. Tvrzeni 2.26] nam tika, ze
z téchto vektoru lze vybrat bazi. O

Vsimnéte si, ze pojmy jsme dodefinovali tak Sikovné, ze nulovy prostor {0} neni pro-
tiptikladem predchozi veéty. Skuteéné, prazdny soubor () je baze nulového prostoru {0},
protoze vyse jsme definovali, ze prazdny soubor je linearné nezavisly a jeho obal je pravé
nulovy prostor.

Dalsi vysledek je v jistém smyslu dudlni k Tvrzeni 2.26)
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Tvrzeni 2.28 (Rozsifen{ vektort na bézi). Necht vy, ..., v, € V jsou linedrné nezdvislé.
Pokud v, ..., v, netvord bazi ve V, potom existuji vektory vy, ..., Umep € V takové, Ze
rozsirené vektory vy, ..., Um, Umti, - - - Umtp t0OTE bdzi ve V.
Diikaz. K dukazu opét pouzijeme vicekrokovy algoritmus. Necht wy, ..., w, € V jsou libo-
volné vektory splnujici span(wy, ..., w,) = V.

e Pokud wy € span(vy, ..., v,), definujeme B := (vq,...,Up).

e Pokud w; & span(vy, ..., v,), definujeme B := (vq, ..., Uy, wy).

e Pokud w; € span B, ponechdme definici B beze zmény.
e Pokud w; ¢ span B, rozsffime mnozinu B dodanim prvku w; (tedy “B := (B, w;)”).

Po kazdém kroku je mnozina B tvofena linearné nezavislymi vektory, a to diky Véte 2.1§]

Po kroku n jsme si jisti, ze vSechny vektory wy,...,w, lezi v span B. Tedy pro mnozinu
vektoru B, kterou ziskame po kroku n, plati span B = V a jeji prvky tudiz tvori bazi
ve V. O

Vsimnéte si, ze Tvrzeni 2.2§8] Ize pouzit k alternativnimu dukazu Véty 2.27, zacneme-li roz-
sitovat prazdny soubor () (jez je podle definice linedrné nezavisly).

2.7 Dimenze

Mluvime o konecné dimenzionalnich prostorech, aniz bychom zatim pojem dimenze defino-
vali. Jak tento pojem zavést? Jsme svadéni k tomu, ze dimenze prostoru bude dana poc¢tem
prvku baze (viz m prvka kanonické béze ey, ..., e, prostoru K”). Avsak ve vektorovém
prostoru muze existovat vice bazi a zatim nam nic nezarucuje, ze vSechny obsahuji stejny
pocet prvku, takze takovyto pojem dimenze by nemusel byt dobte definovany. Nasledujici
véta tento problém nastésti Tesi.

Veéta 2.29. Libovolné dvé bdze vektorového prostoru maji stejny pocet proki.

Diikaz. Pravé kvuli této vété jsme si dokdzali Steinitzovu vétu (Veta2ZI9). Necht (vq, ..., vy)

a (wy, ..., w,) jsou dvé baze prostoru V. Ponévadz vektory vy, . . ., v, jsou linedrné nezavislé
a span(wy, . ..,w,) =V, mame m < n. Naopak, ponévadz vektory wy,...,w, jsou linedrné
nezavislé a span(vy,...,v,) =V, mame n < m. Tudiz m = n. O

S ptredchozi vétou ma nasledujici, intuitivni definice dobry smysl.

Definice 2.30. Dimenze vektorového prostoru V je pocet prvku baze, jenz oznacujeme
symbolem dim V.
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Vsimnéte si, ze dimenze je celé nezaporné ¢islo n € N. Pokud dim'V = n, budeme ftikat,
ze V md dimenzi n nebo ze V je n-dimenziondlni.

Piiklad 2.31. Protoze bézi nulového prostoru {0} je prdzdnd mnozina, mame dim{0} = 0. &

Priklad 2.32. dim K™ = m.

Specidlné mame dim R? = 2 a dim C = 1. Toto je na prvni pohled matouci, ponévadz R? a C coby mnoziny
je zvykem identifikovat. K osvétleni tohoto schizmatu pomtize pfipomenout, ze R? chapeme jako redlny vek-
torovy prostor a C chapeme jako komplexni vektorovy prostor. Kdybychom C chapali jako redlny vektorovy
prostor (viz Piiklad [[7)), méli bychom dim C = 2. Tedy je vzdy dulezité specifikovat, nad kterym éiselnym
télesem pracujeme. O

Priklad 2.33. dim P, = m + 1. &

Abychom ovérili, ze néjaké vektory tvori bazi ve vektorovém prostoru V, musime podle
Definice 2.2 ovérit dvé véci: vektory jsou linedrné nezavislé a generuji prostor V. Nasledujici
tvrzeni tika, ze v pripadé, ze mame ten spravny pocet vektoru, staci ovérit pouze jednu
z téchto vlastnosti. To je uzitecné v praktickych vypoctech.

Tvrzeni 2.34. Necht V je n-dimenziondlni vektorovyj prostor. Plati tyto ekvivalence:

V1, ..., U, tvori bdzi ve V — V1, ..., U JSOU linedrné nezdvislé
= span(vy,...,v,) = V.
Dikaz. Pokud vy, ..., v, tvorl bazi ve V, jsou linearné nezavislé a generuji V. Zbyva tedy

dokazat pouze obracené implikace.

Pokud vektory vy, ..., v, jsou linedrné nezavislé a netvori bazi, muzeme je rozsitit na bazi
pridanim p vektoru, diky Tvrzeni 228 Avsak kazda bdze ma n prvku, tedy toto rozsiteni
musi byt trividlni (ve smyslu p = 0, tedy nic neni ptidano), tedy uz vektory vy, ..., v, tvori
bazi.

Pokud vektory vy, ..., v, generuji V, potom z nich muzeme vybrat vektory vy, ..., vy, jez
tvori bazi ve 'V, diky Tvrzeni Avsak kazdd baze ma n prvkua, tedy toto vybrani musi
byt trividlni (ve smyslu k; = j pro vSechna j = 1,...,n, tedy nic neni odebrano), tedy uz
vektory vy, ..., v, tvoii bazi. O

2.8 Dimenze a podprostory

Kazdy podprostor konecné dimenzionalniho vektorového prostoru je konecné dimenzionalni
(Tvrzeni 2.20)), tudiz ma dimenzi. Nasledujici vysledek dava ocekdvanou nerovnost.

Tvrzeni 2.35. U CCV — dimU < dim V.
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Diikaz. Jakakoli baze prostoru U je dana linedrné nezavislymi vektory ve V, a tak je lze
doplnit na bazi ve V diky Tvrzeni .28 Tudiz pocet vektoru baze U je mensi nebo rovno
poctu vektoru baze V. O

Na zaver se budeme zabyvat vztahem mezi dimenzi a sou¢tem podprostoru.

Véta 2.36. Necht Uy, Uy CC V. Pak plati tyto identity:

Diikaz. Druhé tvrzeni je pfimym dusledkem prvniho a Véty [L20l Zbyva tedy dokazat prvni
tvrzeni.

Necht (uy,...,u,) je bdze Uy NUy (presvédéte se o tom, Ze prunik podprostori je podpros-
tor); tedy dim(U; N Uy) = m. Ponévadz (uq,...,u,) je baze U; N Uz, jednd se o soubor

linedrné nezdvislych vektoru v U;, a muzeme je tudiz rozsifit o néjaké vektory vq,...,v;
na bazi Uy (Tvrzeni Z28). Tedy (u1,...,um,v1,...,v;) je bdze podprostoru U; a mame
dim Uy = m+j. Stejnym zpusobem rozsitime vektory uy, . . ., u,, na bazi (uq, ..., Uy, Wy, . .., W)

podprostoru Us; tedy dim Uy = m + k.

Ukazeme, ze (U1, ..., Un, V1, ..., U, W1, ..., wy) je baze souctu Uy +Us. Tento vysledek bude
znamenat konec dukazu, ponévadz pak

dim(Uy +Ue) =m+j+k
= (m+ ) + (m + k) = m

Je zfejmé, ze span(uy, . . ., U, V1, . . ., V;, W, - .., wg) DO Uy +Uy, ponévadz tento linedrni obal
obsahuje kazdy z podprostortt U; a U, zvlast. Opacné inkluze rovnéz plati, jak se snadno
presvédéime z definice linearniho obalu a sou¢tu podprostoru. Zbyva tedy ukazat, ze vektory
ULy ooy U, U1,y - .o, U, WH, - . ., Wy jsOu linedrné nezavislé.

Za timto ucelem, predpokladejme rovnost
aur + - Qg + Bror o+ Buy +wr + -+ pwp =0, (2.6)

kde oy, ..., 00,51, ..., 85,71, ., € K; chceme ukdzat, Ze vSechna tato cisla jsou pak
rovna nule. PfepiSme rovnost timto zpusobem

YWy + YWy = —aquy — = AUy, — g — - — vy € Uy,

coz ukazuje, ze yywy+ - - - +ypwi € Uy. Ve skutecnosti yywy +- - - +vypwi € Uy NUsy, ponévadz
vSechny vektory wy, ..., wy lezi v Uy. Jelikoz uy, ..., u,, je baze U; N Us, muzeme psat

V1w + - A YW = 01ur + -+ Ol

kde d1,...,0,, € K. AvSak uq,...,upn,w,...,w, jsou linearné nezavislé, tudiz vsechna
¢isla v (a d) jsou rovna nule. Rovnost (2.6]) se tedy zjednodusi na

auy + - QU + frog + -+ Biu; =0,
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odkud okamzité plyne, Ze vSechna ¢isla a a § jsou rovna nule, protoze uy, ..., Up, V1, ..., ;
jsou linearné nezavislé. Tedy jsem dokazali, ze vSechna ¢isla «, [ a v jsou rovna nule coby
dusledek predpokladu (2.6]), coz bylo nasim cilem ukézat. O

Poznamka 2.37. Tvrzeni (i) Véty 236 lze intuitivné chépat jako vektorovou analogii
mnozinového tvrzeni:

Uz UUs| = U | + [Uz| — [Uy N U,
kde |U| znaci kardinalitu (t.j. pocet prvka) mnoziny U. Avsak tato analogie (viz (L3])) ma
své limity. Skuteéné, uvazujme nyni (pravdivé) mnozinové tvrzeni pro t¥i mnoziny:

|u1 nguu;g‘ — |u1| + |u2| + |u3| —_ ‘ul QUQ\ - |u1 ﬂu3| —_ ‘ug mug‘ —|— ‘ul ﬂu2 ﬂug‘ .

Pak analogické vektorové tvrzeni, t.j. po formalni zaméné kardinalita — dimenze, obecné
neplati! (Pro protipifklad viz Cviceni 2298 )

7 ptedchozi véty vidime, Zze dimenze a direktni soucet “jsou kamaradi”. Predstavme uzitecné
kritérium pro direktni souc¢et podprostoru.

Tvrzeni 2.38. Necht U,,...,U,, CC V. Pak plati tato ekvivalence:

i) V=U+- 4+ Upy;

V=Ud - --dU, =
AR {(ii) dimV = dim Uy + - - - + dim U, .

Diikaz. Implikace je trividlni (uzitim toho, ze direktni soucet podprostoru je automat-
icky soucet podprostoru, a Véty 2.36(ii)). Zbyva tedy dokdzat implikaci [<].

Zvolme bézi pro kazdy z podprostoru U;, j = 1,...,m. Dame-li tyto baze dohromady,
zjistime, Ze vysledny soubor obsahuje dim V vektoru (diky vlastnosti (ii)), jez generuji pros-
tor V (diky vlastnosti (i)). Uzitim Tvrzeni [2.34] vidime, ze tento vysledny soubor vektort
tvori bazi prostoru V. Specidlné vime, ze vektory v ném obsazené jsou linedrné nezavislé.

Nyni predpokladejme, ze u; € Uy, ..., u, € U, jsou takové, ze
O=u+- -+ uUp.

Vyjadienim kazdého z vektoru u; jako linedrni kombinaci vektoru baze U; zvolené vyse,
dostaneme rozklad nulového vektoru do vektoru baze. Tedy vSechna ¢isla vystupujici v tomto

rozkladu musi byt rovna nule, v dusledku ¢ehoz u; = 0 pro vSechna j = 1,...,m. Uzitim
Vety [L25] dostdvame pozadovany vysledek V =U; @ --- ® Uy, O

Nésledujici véta tikd, ze kazdy podprostor vektorového prostoru ma doplnék. (Analogické
tvrzeni plati i v nekone¢né dimenzionélnich prostorech.)

Véta 2.39. Necht U CC V, kde dimV =: m +n a dim U =: m. Potom
AW cc Vv, dimW=n A V=UOW.
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Diikaz. Necht (uy, ..., u,) je bdze podprostoru U. Ponévadz se specidlné jednd o linedrné
nezavislé vektory, muzeme je podle Tvrzeni 2.28 rozsitit o néjaké vektory vq,...,v, € V
na bazi V. Tedy (uq, ..., Un,v1,...,v,) je baze V. Definujme W := span(vy, ..., v,). Zjevné

plati W CcC Va dimW = n.

Zbyvé ukazat, ze V=U & W. K tomu pouzijeme Vétu[[20] podle které je potieba ukazat,
ze

V=U+W a UNW={0}.

K dukazu prvniho tvrzeni si vezméme libovolny vektor v € V. Ponévadz plati rovnost
span(uy, . .., Up, Wi, ..., Wy,) = V, existuji ¢isla aq, ..., am, b1, .., B, € K takova, ze

V= Qqur t o Qg+ Bi1vr + o+ Bt
v TV

uel wewW

z ¢ehoz vidime platnost V =U + W.

K dikazu tvrzeni UNW = {0} si vezméme libovolny vektor v € U N'W. Pak existuji ¢isla
A1y e ey O, By ..o, By € K takova, ze

V=Qiuy A+t Gy, = Brog + s+ By
7 toho dostavame rovnost
a1u1+"'+amum_611)1_"'_671'071:0'

Ponévadz vektory uq, ..., Um, v1, ..., v, jsou linedrné nezavislé, z posledni rovnosti plyne, ze
vSechna ¢isla a a 8 jsou nezbytné nulova. Pak vsak v = 0, coz bylo nasim cilem ukazat. [
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2.9

Cviceni

Dokazte tvrzeni z prikladu 2.22] a 2.23]

. Naleznéte béazi a dimenzi podprostort z Cviceni [L7I4HT] a

Uvazujme vektorovy prostor R? a v ném vektory

v1:= (), vy = (1), vz = (9).

(a) Rozhodnéte, zda vektor v; je linedrni kombinaci vektoru vs.
(b) Rozhodnéte, zda vektor v; je linedrni kombinaci vektoru vs a vs.
Interpretujte geometricky:.

[(a) Ne. (b) Ano. (v; = vg — v3)]

. Uvazujme vektorovy prostor K® a v ném vektory

() wem(l) w0,

Rozhodnéte, zda vektor v; je linedrni kombinaci vektoru vs a vs.

[Ano. (v = 3vg + 2v3)]

. Naleznéte hodnoty parametru ¢ € R takové, aby vektory

(1)

nebyly linedrné nezavislé v R3.

t=2]

() ()

Ukazte, ze plati tato implikace:

span(vy, Vg, . .., U1, V) = V

= span(v; — Vg, Vs — V3, ..., U1 — Up, Up) = V.

Ukazte, ze plati tato implikace:

V1, V2, oy Um—1,Um jSOU linearné nezavislé
=—> U] —U2,VU2 —U3,...,Um_1 — Um, Uy jSOU linedrné nezavislé .
Necht vy, ...,v,, €V jsou linedrné nezavislé a w € V. Ukazte, Ze plati tato implikace:
v + w,...,v, + w jsou linedrné zavislé == w = span(vy, ..., Up) .

Dokazte, nebo dejte protiptiklad:

V1, ...,Uy jsou linearné nezavislé

—>  5vU; —4U9, Vs, ...,V jsou linedrné nezavislé .

[Tvrzeni plati.]
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10. Dokazte, nebo dejte protipiiklad:
Vi, ...,Uy jsou linearné nezavislé
— VYA€ K\ {0}, Avi,Avg,..., v, jsou linedrné nezavislé .
[Tvrzeni plati.]
11. Ukazte, ze vektory
U1 :(%)’ vQ:(g)a
tvoii bazi v prostoru K2.
12. Ve vektorovém prostoru K? uvazujme vektory
v=(3),  we=(3),  wv=(3), w=(3).
(a) Ukazte, 7ze span(vy, vy, v3,v4) = K2
(b) Pouzijte algoritmus dukazu Tvrzeni 226 pro ziuzeni vektoru vy, vq, v3, v4 na bazi.
[v1, 3]
13. Uvazujme podprostor v R® definovany predpisem
1
U= {(ig) eER?: z1 =315 A x3:7:p4}.
x4
Najdéte v U bazi.
(8
()-()
0 1
14. Necht dim V = m. Ukazte, Ze existuji jednodimenzionalni podprostory Ui, ..., U,, CC
V spliujici
V=U D - -DU,.
(U; = span(u;), j =1,...,m, kde uy, ..., u, je baze ve V.|
15. Dokazte nasledujici implikaci:
(UccV A dimU=dimV) = u="m.
[Plyne z Vety B39 (V =U® {0} =U).]
16. Necht U, W cC R8. Dokazte nasledujici implikaci
(dmU=3 A dmW=5 A U+W=R%) = UNW=/{0}.
[Plyne z Vety 2230
17. Ve vektorovém prostoru C* uvazujme vektory

0 i i >
v = 0 s Vo = 1 s V3 = 1 s Vg4 = 3 s V5 =
—1 0 1 4

Naleznéte bazi podprostoru span(vy, va, v3, Uy, Vs).

WO

)
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18. Ukazte, ze analogie Véty 230L(i) pro vice podprostoru jak dva neplati. Ptesnéji,
najdéte protipiiklad pro nésledujici tvrzeni (viz Poznamka 2.37]):

dim(U; U Uz U Us)

= dim U; + dim Uy + dim Uz
— dim(U; N Us) — dim(U; NUz) — dim (U N Us)
+ dim(U; N U N Us) .

[Napiiklad souradnicové osy U := span{e; }, Uy := span{es}, Uz := span{es} v R3]



34 3. Linearni zobrazeni David Krejéifik

3 Linearni zobrazeni

Doposud jsme se soustiedili na vektorové prostory a jejich prvky. Na nich v podstaté neni
nic moc vzrusujiciho. Zajimava ¢ast linearni algebry zac¢ina az s objekty, kterymi se budeme
zabyvat pravé nyni: linedrnimi zobrazenimi (¢i transformacemi ¢i operétory).

Pfipomenme nase sjednocujici znaceni K pro ciselné téleso R nebo C. Pripomenme rovnéz,
ze V znadi libovolny konecné dimenziondlni vektorovy prostor nad K. V této kapitolce se
budeme casto setkavat jesté s jinym prostorem, ktery budeme obvykle znacit W, tedy:

W = konecné dimenzionédlni vektorovy prostor nad K. ‘

(V prikladech se setkdme i s prostory, jez nejsou nezbytné koneéné dimenzionélni.)

3.1 Definice a priklady

Definice 3.1. Linedrni zobrazeni z'V do W je zobrazeni T' : V — W splnujici tyto vlastnosti:
(1) Yu,v €V, T(u+v)=T(u)+ T(v); (aditivita)
(2) VaeK, veV, T(aw) = aT(v). (homogenita)

Vsimneéte si, ze v této definici pouzivame standardni funkcionalni znaceni T'(v) pro funkéni
hodnotu zobrazeni T v bodé v. Nadédle budeme pouzivat i zjednodusujici znaceni T'v.

Linearni zobrazeni se téz alternativné nazyva linedrni transformace nebo linedrni operdtor.

Mnozinu vSech linearnich zobrazeni z vektorového prostoru V do W budeme znacit
Z(V,W).

Pokud W =V, budeme zkracovat .Z(V,V) =: Z(V).

Podivejme se nyni na nékteré ptiklady linearnich zobrazeni. Ovéite si, ze vSechny ty funkce
definované nize jsou skutecné linearni zobrazeni.

Piiklad 3.2 (Nula). K tém véem vyznamum, které jsme priradili znaceni 0 (¢islo nula, nulovy vektor) nyni
dodame jesté dalsi. Bude se jednat o nulové zobrazent, jez pritadi libovolnému vektoru z prostoru V nulovy
vektor z prostoru W:

0:V—->W:{v—0}.

7 kontextu by mélo byt vzdy zfejmé, o jaky z mnoha vyznamu symbolu 0 se jedn4. &

Priklad 3.3 (Identita). Identické zobrazeni vektorového prostoru V na V je linedrni zobrazeni I, jez prifadi
libovolnému vektoru ten samy vektor:

I:V—-Y:{v—ov}.

Vsimnéte si, ze identické zobrazeni definujeme pouze jako zobrazeni z vektorového prostoru do toho samého
prostoru. &
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Priklad 3.4 (Derivace). Na prostoru vSech redlnych polynomu definujme zobrazeni
D:P—=P:{p—yp}.

Tvrzeni, ze se skute¢né jedna o linedrni zobrazeni, je vlastné jen pouziti dobfe znamych vysledk z analyzy, ze
derivace souctu diferencovatelnych funkef (coz polynomy jsou) je soucet derivaci a derivace diferencovatelné
funkce prenasobené ¢islem je derivace funkce krat to ¢islo. O

Piiklad 3.5 (Integrace). Rovnéz preintegrovéni polynomu na prostoru vsech redlnych polynomu definuje
linearni zobrazeni:

xT
T:P—7P: {p(m)»—)/ p(€) d¢, VmeR} )
0
Tvrzeni, ze takovéto zobrazeni je skutecné linedrni, je opét jen pouziti dobie zndmych vysledku z analyzy,

7e (Riemannuv) integral souétu dvou spojitych funkei (coz polynomy jsou) je soucet integralu a integrél
spojité funkce prenasobené ¢islem je integréal funkce krét to ¢islo. O

Priklad 3.6 (Nasobeni polynomem). Jako specidlni pfipad uvazujme piendsobeni kvadratickym monomem
pa(x) = 2% (viz Pifklad 27 pro znaéenf monomi):

Mp, : P =P :{p—pop}, kde  (p2p)(x):=pa(z)p().

Dobre si rozmyslete, ze zde se skute¢né jedna o linedrni zobrazeni, i kdyz kvadratickd funkce ps : R — R :
{z + 22} linearni samozfejmé neni. %

Priklad 3.7 (Eukleidovské transformace). Jako v tvodu, uvazujme transformaci mezi prostory K™ a K™
(v ptipadé K = R se jednd o eukleidovské prostory) difinovanou piedpisem

T1 1171 + -+ + A1pTp Y1
T:K"— K™: { e =:| : }, (3.1)
Tn Am1T1 + -+ GmnTn Ym
z Yy
kde a;; €K,i=1,...,m, j=1,...,n, jsou dand ¢isla. Lze snadno ovéfit, Ze se jednd o linedrni zobrazeni.

V piipadé eukleidovského prostoru (K = R) lze takovymto zpusobem napiiklad zapsat rotaci.

Pozor! Posunuti v eukleidovském prostoru nen linedrni zobrazeni (kromé trividlntho ptipadu identity). To
plyne z toho, ze (obecnéji) zobrazeni pfitazujici libovolnému vektoru fixni vektor:

T1 B1
B:K" - K™: =] , (3.2)
Tp Bm

kde 8; € K, i = 1,...,m, jsou dand &isla (nezavisld na soufadnicich vektoru v), nend linedrni (kromé
trividlniho ptipadu g = -+ = B, = 0). O

Priklad 3.8 (Zobrazeni definované pomoci baze). Necht (vy,...,v,) je baze vektorového prostoru V a necht
(w1, ..., wy,) je libovolny soubor vektoru z prostoru W. Potom zobrazeni definované takovymto zpusobem

T:V%W:{alvl+~~~+o¢nvn — a1w1+~~~+anwn},
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kde a1, ...,a, € K jsou libovolnd dang ¢isla, je linedrni. Ponévadz (v1,...,v,) je baze, libovolny vektor v
z prostoru 'V lze zapsat ve tvaru v = vy + - - - + apvn, a tudiz T je dobfe definované (na celém prostoru V).
Vsimnéte si, ze ¢isla aq, . .., a, z rozkladu v = ayvy + - - - + apv, (soufadnice vektoru v v bazi (vy, ..., v,))
zaviseji na volbé vektoru v. &

3.2 Operace se zobrazenimi
Nyni definujeme dvé zakladni operace na mnoziné linedrnich zobrazeni .Z(V,' W).

Soucet dvou zobrazeni S, T € £ (V, W) definujeme (jak byvé zvykem) ptes soucet funkénich
hodnot:

S+T:V—->W:{vw Sv+Tv}.
Meli byste si ovérit, ze skutecné S+ T € Z(V,'W).

Obdobne, prendsobeni zobrazeni T € Z(V,W) ¢islem o € K definujeme (jako obvykle)
predpisem

ol :V—->W:{v— a(Tv)}.
Opét byste si méli ovérit, ze oT € L (V,'W).

S takto definovanymi operacemi (a s nulovym zobrazenim definovanym v Ptikladu B2)) se
Ize lehce ptresvédcit o pravdivosti nasledujictho tvrzeni.

Tvrzeni 3.9. Z(V,'W) je vektorovy prostor nad K.

Obecné nema smysl nasobit prvky vektorového prostoru mezi sebou. Avsak pro jisté pary
linearnich zobrazeni smysluplné nasobeni existuje. K prostorum V a W uvazujme jesté néjaky
tret{ vektorovy prostor U nad K. Necht 7' € Z(U,V) a S € Z(V,'W). Pak definujeme
sloZené zobrazeni

ST:U—W:{v— S(Tv)}.

(Nékdy byva zvykem psat SoT', avsak pro linearni zobrazeni se krouzek obvykle vynechava.)
Meli byste si ovérit, ze skutecné ST € £ (U, W). Budeme téz tikat, ze slozené zobrazeni ST
je soucin zobrazeni S a T.

Slozené zobrazeni splinuje vétsinu vlastnosti soucinu.

Tvrzeni 3.10. Pro skladani linedrnich zobrazent plati tyto vztahy:

(i) [(ThT)T5 = T1(12T3), (asociativita)
kde T1 € g(\?g, V4), T2 € g(\?g, Vg), T3 € .,2”(\71, VQ) a ’\717’\72, V37V4 jSO'U, vektorové
prostory.

(i) |[TI=IT =T, (identita)
kde T € L (V,W), pruni I znaci identitu na 'V a druhé I znaci identitu na 'W.

(111) (Sl -+ SQ)T = SlT -+ SQT a S(T1 + TQ) = ST1 + STQ, (dzstmbutzmta)
kde T, Tl,TQ S .,Sf(u, V) a S, Sl, SQ S g(’\?, W)
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Avsak skladani zobrazeni neni komutativni! Pred uvedenim piikladu si definujme jesté jednu
operaci na vektorovém prostoru linedrnich zobrazeni. Komutdtor zobrazeni S,T € £ (V)
definujeme ptedpisem:

[S,T]:V =V :{v— (ST)v— (TS)v}.
Presvédcte se, ze [S,T] € Z(V).

Priklad 3.11 (Nilpotentni zobrazen{). Nejjednodussi piiklad nekomutujicich zobrazeni lze uvést na K?:

T:KMKQ:{@) 7 <%2)}
st ()0 ()}

Skutecné TSz = (), zatimeco STz = (102). Zobrazeni z tohoto piikladu se nazyvaji nilpotenini (t.j.

majici nulovou sflu), ponévadz S? := SS =0 a T? := TT = 0. Dals{ piiklady nekomutujicich zobrazen{ Ize
zkonstruovat uvazovanim Cviceni B0 O

Priklad 3.12 (Kvantovy princip neurcitosti). Necht D je operdtor derivace z Piikladu[34 a M, operdtor
ndsobenf linedrni funkei p;(x) = x (viz Piiklad B pro analogicky operdtor ndsobeni kvadratickou funkef).
Pak

((Mp, D)p)(z) = ap'(z),  aviak  ((DMp,)p)(x) = zp'(2) + p(z)
kde p € P a z € R jsou libovolné. Tedy
((Mp,, Dlp)(z) = -1,
coz neni rovno nule coby rovnost na prostoru polynomu P.

To, ze tento komutator je nenulovy, je jddrem kvantové mechaniky. Zde operdtor M, reprezentuje polohu
elektronu na primce, zatimco —iD reprezentuje hybnost elektronu. Dusledkem nenulovosti komutatoru je
napfiklad Heisenbergtv princip neurcitosti, ktery ika, ze nelze s libovolnou piesnosti méfit sou¢asné polohu
i hybnost kvantové ¢astice. &

3.3 Jadro a injektivita

Podivejme se na dulezitou podmnozinu vychoziho prostoru linearniho zobrazeni.

Definice 3.13. Jadro linedrniho zobrazeni T : V — W je podmnozina vychoziho prostoru
definovand predpisem
kerT:={veV: Tv=0}.

Pouzivame znaceni “ker”, jez pochazi z anglického “kernel”. Jini autofi pouzivaji “N(-)”
)
z anglického “null space”.

Zacénéme s nékolika zakladnimi piiklady.

Priklad 3.14. Pro nulové zobrazeni 0 : V — W z Piikladu [B.2] zfejmé mdme

ker0=7V.
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Priiklad 3.15. Pro identické zobrazeni I : V — V z Piikladu B.2] zfejmé mdme

ker I = {0}.

Piiklad 3.16. Necht D je operdtor derivace na prostoru vsech realnych polynomt P z Piikladu 3.4l
Ponévadz jediné funkce, pro néz je derivace identicky rovna nule, jsou konstantni funkce, mame

kerD={pe®P: JaeR, VzeR, px)=a}l. (konstantni polynomy)

Priklad 3.17. Necht M,, operdtor ndsobeni kvadratickou funkci na prostoru vsech redlnych polynomu P
z Pifkladu3.6l Ponévadz jediny polynom p, pro néjz plati x2p(x) = 0 pro viechna x € R, je nulovy polynom,
mame

ker M, = {0}.
¢

Nésledujici tvrzeni nam tika, ze jadro zobrazeni je podprostor vychoziho prostoru. Specidlné
to znamend, ze nulovy vektor je v jadru libovolného linearniho zobrazeni.

Tvrzeni 3.18. Necht T € £(V,'W). Potom plati

kerT" CC V.

Diikaz. Pouzijeme Vétu [LI2

ad (i) | Diky aditivni vlastnosti linedarntho zobrazeni plati

T(0) = T(0+0) = T(0) + T(0),

z ¢ehoz plyne T'(0) = 0. Tedy 0 € ker T (jadro obsahuje pocétek).

ad (ii) | Pro libovolné vektory w, v € ker T' plati

Tu+v)=Tu+Tv=04+0=0,

a tedy u+ v € ker T (jadro je uzaviené vuci séitani).

ad (iii) | Pro libovolny vektor u € ker T a ¢islo o € K plati

T(ou) =aTu=a0=0,

a tedy au € ker T' (jadro je uzaviené vuci nasobeni ¢islem). O



David Krejéifik 3. Linearni zobrazeni 39

Ptipomenme, ze (libovolné, ne nezbytné linedrni) zobrazeni se nazyva injektivni, pokud
prifazuje ruznym vzorum ruzné obrazy. Tento pojem pfijmeme i pro linearni zobrazeni.

Definice 3.19. Linearni zobrazeni T : V — W je injektivni, pokud

Yu,v €V, Tu=Tv — u=wv.

Alternativni terminologie je prosté zobrazeni nebo injekce (v anglictiné téz one-to-one).

Priiklad 3.20. Piimo z definice je ziejmé, ze identické zobrazeni z Piikladu[3.3] je injektivni, zatimco nulové
zobrazeni z Piikladu B.2] injektivni neni. O

v v/

U slozitgjsich prikladi muze byt ovérovani podle definice pracnéjsi. Proto je nasledujici
tvrzeni pozoruhodné: Rika nam, ze k ovéreni injektivity linedarniho zobrazeni se staci podivat
na jadro zobrazeni (zda nula je jediny vektor, jenz je mapovan na nulu).

Tvrzeni 3.21. Necht T € £ (V,W). Potom plati tato ekvivalence

T je injektivnd = kerT' = {0} .

Diikaz. Jako obvykle dokazeme ekvivalenci jako platnost dvou implikaci.

Predpokladejme, ze T je injektivni. Z Tvrzeni BI8 uz vime, ze {0} C ker T'. Abychom
dokazali opacnou inkluzi, vezméme libovolny vektor v € ker T'. Pak plati

T(v) =0 =T(0).

Jelikoz T je injektivni, tyto rovnosti implikuji v = 0. Tedy ker T = {0}, coz jsme chtéli
dokazat.

Nyni predpokladejme ker ' = {0}. Chceme dokazat, ze T' je injektivni. Za timto tcelem
vezméme dva vektory u,v € V a polozme Tu = Tv. Pak

O0=Tu—Tv=T(u—v).

Tedy u — v € ker T'. Ponévadz ker T' = {0}, mame u — v = 0, z ¢ehoz plyne u = v. Tedy T
je injektivni, coz jsme chtéli dokazat. O

Piiklad 3.22. Uzitim Tvrzeni B.21] a Piikladu B.I6 a B.17 okamzité vidime, ze operdtor nasobeni My, je
injektivni, zatimco operator derivace D injektivni neni.

Priiklad 3.23. Vsimnéte si dobfe, ze platnost Tvrzeni B.21] je velice zavislé na tom, ze uvazujeme linedrni
zobrazeni. Napiiklad linedrn{ zobrazen{ (jez si muzeme geometricky zndzornit jako piimku v roviné)

T, :R—>R: {z— az}, aeR,



40 3. Linearni zobrazeni David Krejéifik

je skutecné injektivni tehdy a jen tehdy, pokud kerT, = {0}, ¢emuz odpovidaji vSechna o # 0 (naopak
pro a = 0 mame ker Ty = R, jelikoz Ty = 0 je nulové zobrazeni). Avsak nelinedrni zobrazeni (kvadratickd
funkce, jiz si muzeme zndzornit jako parabolu)

fo :R=R:{z— az?}, a€eR,

nen{ injektivn{ pro vsechna « € R, i kdyz (pokud rozsitime Definici BI3 i na obecné funkce) ker f, = {0}
(pro @ = 0 méme ker fo = R, jelikoz fo = 0 je opét nulové zobrazeni). &

3.4 Obor hodnot a surjektivita

Nyni se podivejme se na dulezitou podmnozinu cilového prostoru linearniho zobrazeni.

Definice 3.24. Obor hodnot linearniho zobrazeni 7' : V — W je podmnozina cilového
prostoru definovana predpisem

ranT :={TveW: veV}.

Pouzivdme znaceni “ran”, jez pochazi z anglického “range”. Jini autofi pouzivaji “R(-)”
nebo téz (“im” z anglického “image”).

Opét zacnéme s nékolika zakladnimi priklady.

Priklad 3.25. Pro nulové zobrazeni 0 : V — V z Piikladu B2l zfejmé mame

ran0 = {0} .
¢
Priiklad 3.26. Pro identické zobrazeni I : V — V z PiikladuB.2] zfejmé mdme
ran] =V.
¢

Piiklad 3.27. Nechf D je operator derivace na prostoru viech redlnych polynomt P z Piikladu3.4l Potom
zfejmé mame
ranD =P,

ponévadz pro kazdy polynom q € P existuje polynom p € P takovy, ze p’ = q. &

Priklad 3.28. Necht M,,, operdtor ndsobeni kvadratickou funkei na prostoru vsech redlnych polynomu P
z PiikladuB.6l Potom zfejmé mdme

ranMpzz{xr—)aoz2+o¢1z3+~~: ao,a2,~~~€K}7éfP,

protoze obor hodnot M), postrdda konstantni polynomy a polynomy prvniho stupné. O
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Pro studenta uz nebude prekvapenim nasledujici tvrzeni, které iikd, ze obor hodnot zo-
brazeni je podprostor cilového prostoru. Specialné to tedy opét znamena, ze nulovy vektor
je v oboru hodnot libovolného linearniho zobrazeni.

Tvrzeni 3.29. Necht T € £(V,'W). Potom plati

ranT CCW.

Diikaz. Pouzijeme Vétu [LI12]

ad (1) | Z Tvrzeni BI8 plyne T'(0) = 0, tedy 0 € ranT" (obor hodnot obsahuje pocatek).

ad (ii) | Vlastnost wy, wy € ranT znamena, ze existuji vektory vy, vy € V takové, ze Tvy = wy

a Tvy = wy. Tedy
T(’Ul -+ ’UQ) = TU1 —+ T’U2 = Wi + Wy s

coz znamena, ze w; + wy € ranT (obor hodnot je uzavieny vuci séitani).

ad (iii) | Vlastnost w € ranT znamend, Ze existuje vektor v € V takovy, ze Tv = w. Pro

libovolné ¢islo a € K muzeme psat
T(aw) = aTv = aw,

a tedy aw € ranT (obor hodnot je uzavieny vué¢i nasobeni ¢islem). O

Ptipomenme, ze (libovolné) zobrazeni se nazyva surjektivni, pokud zobrazuje na celou
cilovou mnozinu. Kazdy prvek cilové mnoziny ma tedy alespon jeden vzor. Tento pojem
prijmeme i pro linearni zobrazeni.

Definice 3.30. Linearni zobrazeni T': V — W je surjektivni, pokud

ranT =W.

Alternativni terminologie je zobrazeni na nebo surjekce (v angli¢tiné téz onto).

Priklad 3.31. Z Piikladu[B.27 a [3.28 okamzité vidime, Zze operdtor derivace D na prostoru vsech realnych
polynomu P je surjektivni, zatimco operator nasobeni kvadratickym monomem M, na stejném prostoru
surjektivni neni. &

Priklad 3.32. Je dulezité si uvédomit, ze surjektivita zavisi na volbé cilového prostoru. V piedchozim
piikladu jsme si tekli, ze D € Z(P,P) je surjektivni. Aviak D € L(P,,, Pr) s m € N* surjektivn{ neni,
jelikoz derivovanim se ndm vytrati polynom z™ z oboru hodnot. To zachrdnime volbou nového cilového pros-
toru: operator D € £ (P, Prm—1) je surjektivni, jelikoz zderivovanim polynomu nejvyse fdadu m dostaneme
pravé polynom nejvyse fadu m — 1. O
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Nésledujici tvrzeni ddva odpovéd na otézku, jak vypadaji vSechna feSeni operdtorové rovnice
Tv = w. Zde je predpoklad, ze w € ranT" naprosto krucialni, jinak je samotejmé hledana
mnozina feSeni prazdna.
Tvrzeni 3.33. Necht T € £(V,W) aw € ranT. Potom

{veV: Tv=w}={u}+kerT,

kde Tu = w.

Diikaz. Plati nasledujici ekvivalence:
Tv=w <= Tv=Tu <= T(v—u)=0 <= v—ueckerT <= ve{u}+kerT,

kde posledni ekvivalence vyuziva definici sou¢tu mnozin (Definice [L17]). O

Vektor u z Tvrzeni B.33] se nazyva partikuldrni reseni rovnice Tv = w. Jak ostatné samo
tvrzeni napovida, takovychto partikularnich feseni muze existovat mmnoho. Prakticky se
postupuje tak, ze se najdou vSechna feseni homogenni rovnice Tv = 0 (ta urcuji jadro
zobrazeni T') a uhddne jedno (libovolné) partikuldrni fesend.

Piiklad 3.34. Uzijme Tvrzeni[3.33] pro feSeni soustavy rovnic

r—y+z=1,
r+y—z=3,

kde z,y, z € R. Tuto soustavu lze pfepsat operatorové Tv = w s timto znacenim

t T—y+z t 1
.3 2. - .7 —
T:R°>— R*: Y H(m—i—y—z) , v:=|y|, w.(g).
z z
Snadno nalezneme
0
kerT = span | 1
1
a rovnéz i partikularni feSeni rovnice T'u = w, naptiklad
2 2
up = |1 nebo us:= | 0
0 =1l
Uzitim prvniho partikuldrniho feseni tudiz mame
2 0
(veR?: Tv=w}={u}+kerT = 1] +¢[1]:teRrR
0 1

Vsechna feSeni pocatecni soustavy lze tedy psat ve tvaru
T =2, y=1+1, B=0,

kde t € R je volny parametr. &
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3.5 Dimenze prostoru a bijektivita

Nasledujici véta se nékdy povazuje za fundamentélni vysledek v teorii linearnich zobrazenich.
Pro jeji platnost je dulezité, ze predpokladame, ze naSe vektorové prostory jsou konecné
dimenzionalni.

Véta 3.35 (Fundamentélni). Necht T € £ (V,W). Potom plati

dimV = dimker T + dimranT".

Diikaz. Necht (uy,...,u,) je baze ker T'; tedy dimker T' = m. Ponévadz vektory uy,. .., Uy,
jsou linedrné nezavislé, muzeme je rozsitit o vektory ws,...,w, € V na béazi prostoru V
(Tvrzeni 2.28)); tedy (uy,...,Um,ws,...,wy,) je baze prostoru V a dimV = m + n. K
dokonceni diukazu potiebujeme pouze ukazat, ze dimranT = n. Toho docilime tak, ze
ukazeme, ze vektory Twy, ..., Tw, tvoii bazi ranT.

o span(Twy, ..., Tw,) =ranT| Necht v € V. Ponévadz uy, ..., Up,wy,. .., w, generuji V,

muzeme psat
v =onuy + o ot £ frwy 4 B,

kde aq, ..., m, b1, ..., B, € K. Pustime-li T' na obé strany této rovnice, dostaneme

Tv=pTw + -+ B, Tw,,

protoze cleny obsahujici ug,...,u,, € kerT' vymizi. Posledni rovnost ukazuje, ze vektory
Tws,...,Tw, generuji ranT'.
‘ e linearni nezavislost Twy, ..., Tw, ‘ Zbyva ukézat, ze tyto vektory jsou linearné nezavislé.

Za timto ucelem predpokladejme rovnost
yTw, + -+ yTw, =0,
kde v1,...,7, € K. Pak ovSem

T(’Vlwl + e ""Vnwn) =0,

a tudiz
YWy + -+ Yw, € ker T'.
Ponévadz uq, . .., u,, generuji ker T', muzeme psat
YWy A+ YWy = 01U+ Oy,
s néjakymi ¢isly 61,...,0,, € K. Z této rovnice plyne, ze vSechna ¢isla v a ¢ jsou rovna
nule, protoze uy, . . ., U, W1, - . . , Wy jsou linedrné nezavislé. Tedy Twy, . . ., Tw, jsou linearné
nezavislé, coz zbyvalo ukazat pro dukaz, ze tyto vektory tvori bazi ran T O

Nékdy se zavadi tato oznaceni:

rank 7T := dimran T,

null 7" := dim ker T, <3'3)
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a rank T' se nazyvéa hodnost zobrazeni T'. Pak l1ze Vétu [3.35 formulovat jako
dimV =rank T + nullT".

Z tohoto diuvodu se Véteé 3.35 v anglictiné nékdy tika “rank-null theorem”.

Véta B35 ma dva dulezité dusledky. Prvni nam tiké, ze zddné linedrni zobrazeni z vek-
torového prostoru do “mensiho” vektorového prostoru nemuze byt injektivni, pricemz “mensi”
je méreno dimenzi.

Daisledek 3.36. VI' € Z(V, W),

dimV > dim'W — T nent injektiont.

Dukaz. Mame
dimkerT =dimV — dimranT

> dimV — dim'W

>0,
kde rovnost plati diky Véte [3.38 Jelikoz dim ker T' > 0, jadro zobrazeni T" musi obsahovat
jiné vektory kromé 0, a tedy 7" nemuze byt injektivni diky Tvrzeni B.21] O

Druhy dasledek je v jistém smyslu dualni k tomu predchozimu. Rika ndm, ze zadné linedrni
zobrazeni z vektorového prostoru do “vétsiho” vektorového prostoru nemuze byt surjektivni,
pricemz “vétsi” je opét méreno dimenzi.

Dausledek 3.37. VT' € Z(V,W),

dimV < dim'W — T nent surjektioni.

Dikaz. Méame
dimranT = dimV — dimker T'

< dimV

< dim'W,
kde rovnost plati diky Veéte [3.35 Jelikoz dimranT < dim W, obor hodnot T' se nemuze
rovnat prostoru W, a tedy T nemuze byt surjektivni. O

Dusledky B.36] a B.37 nam tedy poskytuji nutné podminky proto, aby linearni zobrazeni
bylo injektivni nebo surjektivni. Pripomenme jesté jeden pojem z teorie zobrazenich (ne
nezbytné linedrnich).

Definice 3.38. Linearni zobrazeni T : V — W je bijektivni, pokud

T' je injektivni a surjektivni.
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Nasledujici tvrzeni je skutecné zcela ptimym dusledkem této definice a Dusledku [3.36] a [3.37]

Dausledek 3.39. VT' € Z(V,W),

T je bijektivnd — dimV = dim'W.

Dusledky vyse maji dulezitou aplikaci pii feSeni operatorovych rovnic.

Priklad 3.40 (Soustavy linedrnich algebraickych rovnic). Necht 7' : K® — K™ s n,m € N* je linedrni
zobrazeni definované v Ptikladu[B.7 pro libovolnd ¢isla a;; € K, i =1,...,m, j=1,...,n.

Operétorovd rovnice Tx = 0 je ekvivalentni soustavé homogennich rovnic (homogenni zde znamend, ze
pravé strany jsou rovny nule)
a11ry + -+ apry, =0,

(3.4)

Am1T1 + -+ QpnTp = 0.
Predstavujeme si, ze ¢isla a jsou zadand a hleddme proménné z1, ..., z, € K spliujici tuto soustavu. Mame
tedy m rovnic o n nezndmych. Trividln{ volba 21 = --- = x,, = 0 samozfejmé soustavu (34 tesi; klicovou

otazkou je, zda existuji jind, tzv. netrividlni feseni. Jinymi slovy se ptdme po tom, zda kerT je striktné
veétsi nez {0}. Podle Tvrzeni B2T k tomu dojde prave tehdy, kdyz T neni injektivni. Diky Dusledku
vime, ze T neni injektivni, pokud n > m. Zavér: Soustava homogennich rovnic, v niz je vice nezndmych nez
rovnic, musi mit netrividlni feSeni:

‘ pocet neznamych > pocet rovnic = 3 netrividlni feseni homogenni soustavy rovnic.

Podivejme se nyni na obecnéjsi operatorovou rovnici Tx = y, kde y € K™ je vektor o slozkach yy, ..., ym, € K.
Ta je ekvivalentni soustavé rovnic
a11T1 + -+ AnTn = Y1,

(3.5)

Am121 + -+ GmnTn = Ym ,

kde opét uvazujeme, ze Cisla a jsou zadana. Ptame se, zda existuje alespon jedno feseni z1,...,x, € K
spliiujici tuto soustavu, a to pfi libovolné volbé konstant 1, . . ., Y. Jinymi slovy, chceme védét, zda ranT =
K™. Diky Dusledku [3:37 vime, ze T nenf surjektivni, pokud n < m. Zavér: Soustava nehomogennich rovnic,
v niz je vice rovnic nez neznamych, nema feSeni pro urcitou volbu konstant y1, ..., Ym:

pocet neznamych < pocet rovnic = Jy, pro néz nehomogenni soustava rovnic neni fesitelna. ‘

Takovéto vysledky o feseni soustav linearnich algebraickych rovnic se obvykle dokazuji pomoci Gaussovy
elimina¢ni metody. Abstraktni ptistup, ktery zde piejimame, mé tu vyhodu, ze vede k mnohem elegantnéjsim
dikaztim a lze ho pouzit i na jiné problémy. O

3.6 Invertibilita

Definice 3.41. Linearni zobrazeni T" : V — W je invertibilni, pokud existuje linearni
zobrazeni S : W — 'V takové, ze

ST =1 a TS =1.



46 3. Linearni zobrazeni David Krejéifik

(V prvni rovnosti znac¢i I identicky operdtor na V a v druhé rovnosti znac¢i I identicky
operator na W.) Zobrazeni S vystupujici v této definici budeme nazyvat inverznim zo-
brazenim (¢i jednoduse inverzi) zobrazeni T'. Invertibilni zobrazeni se téz nazyva reguldrni
a zobrazeni, jez neni invertibilni, ze nazyva singuldrni.

Tvrzeni 3.42. Pokud je T : V — W invertibilni, pak md prdvé jednu inverzi.

Diikaz. Necht S a S’ jsou dvé inverze zobrazeni T'. Pak

S=8I=S5(TS")=(ST)S'"=158 =5,
tedy nezbytné S = S’. O
Ponévadz je inverze invertibilntho zobrazeni T' urcena jednoznacné, muzeme si ho oznacit
jednotnym symbolem 7!,

Nésledujici tvrzeni charakterizuje invertibilni zobrazeni.

Véta 3.43. Necht T € £(V,W). Potom plati tato ekvivalence:

T je invertibilni = T je bijektivni.

Diikaz. Jako obvykle dokazeme ekvivalenci jako platnost dvou implikaci.

Pripomenme, ze bijektivita znamend, ze T je injektivni a surjektivni. Abychom ukéazali,
ze T je injektivni, vezméme dva libovolné vektory u,v € V a polozme Tu = T'v. Potom

uw=TYTu) =T Tv)=v,
z ¢ehoz plyne, ze u = v, a tedy T' je injektivni.

Abychom ukazali, ze T je surjektivni, vezméme libovolny vektor w € W. Potom
w="T(T 'w),

z tehoz plyne, Ze w je v obrazu hodnot zobrazeni T (jeho vzor je T'w). Tedy ranT = ‘W,
a T je surjektivni.

Pro vsechny vektory w € W definujme Sw € V coby jednoznacné urceny prvek pros-
toru V splnujici
T(Sw) =w.

(Existence a jednoznacnost takovéhoto prvky plynou z bijektivity.) Z definice rovnou plyne,
ze T'S = 1, kde I je identita na W.
Abychom ukézali, ze ST = I, kde I je identita na V, vezméme libovolny vektor v € V a
piSme

T(STv) = (TS)(Tv)=1(Tv)=Tv.
Z této rovnosti plyne, ze STv = Tv (ponévadz T je injektivni), a tedy skutecné ST = I,
kde I je identita na V.
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Zbyva ukdzat, ze S je linedrni. Necht wy, wy € W. Potom
T(Sw1 + S’wg) = T(Swl) + T(Swg) =Wy + wsy.

Tedy Sw; + Swe € V je jednoznaéné urceny prvek prostoru V takovy, ze je zobrazen zo-
brazenim 7' na prvek w; + wy € W. Z definice S pak plyne, ze S(w; + wq) = Swy + Sws, a
tedy S splnuje aditivni vlastnost nutnou pro linearnost zobrazeni.

Diitkaz homogenity je podobny. Necht w € W a a € K. Potom
T(aSw) = aT(Sw) = aw.

Tedy aSw € V je jednoznacné urceny prvek prostoru V takovy, ze je zobrazen zobrazenim T
na prvek aw € W. Z definice S pak plyne, ze S(aw) = aSw, coz je homogenita linedrniho
zobrazeni. O

Nasledujici tvrzeni ukazuje, ze situace se nadale zjednodusuje pro linearni zobrazeni z vek-
torového prostoru na ten samy prostor.

Véta 3.44. Necht T € £ (V). Potom plati tyto ekvivalence:

() (i) (i)

T je invertibilni <~ T je injektivni < T je surjektivni.

Diikaz. Staci ukazat sérii tif implikaci (i) = (ii), (i) = (iii) a (iii) = (i).

(i) = (ii) | Tato implikace plyne rovnou z piedchozi Véty B43 (rovnéz (i) = (iii)).

(ii) = (iii) | Podle Tvrzeni B.21] je injektivita 7" ekvivalentni vlastnosti ker7 = {0}. Z
Vety [3.35] pak dostavame

dimranT =dimV — dimker 7 = dim V.

Ponévadz ranT je zaroven podprostorem V., tato rovnost dava ranT = V, a tedy T je
surjektivni.

(iii) = (i) | Podle definice surjektivity mame ran7 = V. Z Véty B35 dostdvame

dimkerT = dim"V — dimranT = 0,

z Cehoz plyne kerT' = {0}, a tedy T je injektivni (podle Tvrzeni B.21)). Ponévadz T je
bijektivni, invertibilita 7" plyne z Véty B.43l O

Priiklad 3.45. V predchozi vété je naprosto fundamentalni, ze uvazujeme kone¢né dimenzionalni vektorové
prostory. Napfiklad operator nasobeni kvadratickym monomem M,, na prostoru vsech polynomu P je
injektivni, ale neni surjektivni. Naopak operator derivace na tom samém prostoru je surjektivni, ale neni
injektivni. &
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Priklad 3.46 (Soustavy linedrnich algebraickych rovnic, pocet rovnic=pocet neznamych). Podivejme se
nyni na specidlni pfipad soustav linedrnich algebraickych rovnic z Piikladu B40, kdy m = n, tedy pocet
rovnic (m) se rovnd poc¢tu nezndmych (n). Uvazujme tedy operdtorovou rovnici

ai1x1 + -+ a1nTn = Y1,

(3.6)
Ap1x1 + -+ GpnTn = Yn,
a odpovidajic{ homogenn{ rovnici (bez pravé strany)
a11%1 + -+ a1y, =0,
(3.7)
11+ -+ apney, =0.
Piedstavujeme si, ze ¢islaajr € Kay; € Ksj,k=1,...,n jsouzadand a hleddme proménné zy, ..., z, € K

spliujici tyto soustavy. Z Veéty B.44] okamzité dostavame nédsledujici ekvivalenci:

Vy soustava ([B.0]) m4 feseni <= homogenni soustava rovnic ([B.7) ma pouze trividlni feseni. ‘

Skutecné, injektivita a surjektivita jsou v ptipadé stejného po¢tu rovnic a neznamych ekvivalentni vlastnosti.
Rovnéz vidime, ze v takovémto piipadé m4 soustava ([B.6]) feseni prévé jedno.

Naopak, homogenn{ soustava rovnic ([B.7) ma netrividlni feen{ tehdy a jen tehdy, pokud rovnice (3.6]) nemé
fesen{ pro kazdé y (pTesnéji, existuje y, pro které (B) neni fesitelnd). &
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3.7 Cviceni
1. Dejte piiklad funkce f : R? — R takové, Ze
Yo € R? a €R, flav) = af(v),

avSak f neni linedrni. (Tedy homogenita nestaci pro linedrnost zobrazeni.)
[Naptiklad f(v) :
2. Dejte priklad funkce f : C — C takové, ze

/23 + x5 prov = (51).]

Vu,v €R® futv) = f(u)+ f(v),
avSak f neni linedrni. (Tedy aditivita nestaci pro linedrnost zobrazeni.)
[Napriklad f(u) := Reu.]
3. Které z nasledujicich funkei (ne)jsou linedrni zobrazen{ z R?* do R?, a pro¢ (ne)?

a) f((%)) = (8);

) F() = (U57)s
() £((5)) = (m3he™);
(d) () :=3(%);

(e) f((%)) = (%)

() f((2)) = (i)
Interpretujte geometricky.
(a), (b), (d), (e) jsou linearni, ostatni nejsou.|

4. Ukazte, ze zobrazeni definované predpisem

e (1) o (e e

X9 SN T + COS Y Xy
je injektivni pro kazdou hodnotu parametru ¢ € R. Interpretujte geometricky pro
K=R.

[Hint: Spoctéte jadro a pouzijte Tvrzeni B211]

5. Necht
T K2 5 K2 T N a11T1 + a12T2
' ' T2 2171 + A22T2 ’
b1 + brows
SiK: K2 () e (0T ,
{ <$2 ba11 + baoxo
kde aii, 12, @21, @422, blla blg, b21, b22 € K. Spoététe komutéator [S, T]

6. Ukazte, ze plati nésledujici implikace:

(T € Z(V,W) je injektivni A vq,...,v, €V jsou linedrné nezavislé ve V)

= Twv,...,Tv,, jsou linedrné nezavislé ve W.

[Hint: Uzijte Tvrzeni B21]]
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10.

Ukazte, ze plati nasledujici implikace:

(T € Z(V,W) je surjektivni A span(vy,...,v,) =7V)

—  span(Tvy,...,Tv,) =W.

Ukazte, Ze pokud existuje linedrni zobrazeni T : K* — K? takové, Ze
z1
ker T = {(%) ceK': z1 =525 A 23 :7:,:4},
potom 7' je surjektivni.
[Hint: Ukazte, ze dimker T' = 2 a pouzijte Vétu B30]
Ukaite, Ze neexistuje linedrni zobrazeni T : K® — K2, jehoZ jadro je rovno

kerTz{(%%) eK’: x1 =32, A x3=x4=x5}.

Ts5

[Hint: Ukazte, ze dimker T' = 2 a pouzijte Vétu B30]
Necht

T:C - {(3) - (L2, ]
Dokazte, ze T' je linedrni.
b
(c

(d) Rozhodnéte, zda je T injektivni, surjektivni, bijektivni, invertibilni.

(a
(b) Najdéte ker T', bazi ker T" a dim ker T'.

Najdéte ran T, bazi ranT a dimranT.

)
)
)
)
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4 Metrika

V predchozich kapitolkach jsme tispésné zobecnili pojmy, které dobte znéte z eukleidovskych
prostoru R” (s¢itani vektoru mezi sebou, jejich ndsobeni ¢isly a transformace mezi vektory),
na abstraktni vektorové prostory. Doposud jsme vsak ignorovali pojmy jako délka vektoru a
thly mezi nimi. Tyto pojmy se zavadéji pro vektorové prostory, v nichz existuje navic jedna
specialni operace: skalarni sou¢in. Pomoci této operace muzeme vektorovy prostor obohatit
na metricky prostor a definovat v ném metriku vhodnou pro tato méreni.

4.1 Skalarni soucin

Definice 4.1. Skaldrni soucin na 'V je funkce (-,-) : VxV — K : {(u,v) — (u,v)} spliujici
nasledujici axiomy:

(1) Yo eV, (v,v) > 0; (pozitivita)
(2) Yo eV, (v,v) =0 <= v=0; (definitivita)
(3) Yu,v,w €V, (u, v+ w) = (u,v) + (u, w); (aditivita ve druhé slozce)
(4) Yu,v €V, a€k, (u, av) = alu,v); (homogenita ve druhé slozce)
(5) Yu,v €V, (u,v) = (v, u) (symetrie)

Cislo (u,v) nazyvame skaldrni soucin vektoru u a v. Vektorovy prostor se skaldrnim souci-
nem je vektorovy prostor V uvazovan spoleéné s néjakym skalarnim soucinem na V.

Jini autofi namisto (4) predpoklddaji homogenitu v prvni slozce, avsak nase konvence je
vyhodnd pro formalismus kvantové mechaniky. Vsimnéte si, ze (s nasi definici) pro kazdé
dané u € V ndm predpis v — (u, v) definuje linearni zobrazeni na V. Diky symetriii je rovnéz
zobrazeni u +— (u,v) aditivni, avSak ne nezbytné homogenni (ponévadz je ve skutecnosti
antihomogenn?).

Ptipomenme, Ze pruh nad komplexnim ¢islem a+ b, kde a,b € R, znaci komplexni sdruzent,
tedy a 4 bi = a — bi (formélné ¢ — —i). V ptipadé redlného vektorového prostoru muzeme
komplexni sdruzeni v bodé (4) vypustit.

Piiklad 4.2 (Eukleidovsky skalarn{ soucin). Dulezity piiklad vektorového prostoru se skaldrnim souc¢inem
je soutadnicovy prostor K", kde obvykla volba skaldrniho souc¢inu je tzv. eukleidovsky skaldrni soucin defi-

novany predpisem
I Y1
< R >!=w_1y1+---+ﬂyn-
In

Yn

Kdykoli budeme mluvit o K" coby vektorovém prostoru se skaldrnim sou¢inem, budeme vzdy implicitné
predpokladat tuto kanonickou volbu skalarniho soucinu.

Na prostoru K" existuji i jiné volby skalarniho souc¢inu. Napftiklad, pokud vSechna néjakd dand cisla
aq, ...,y € K jsou striktné kladné, pak

L1 Y1
< ) > =Ty + o pTaYn

Tn Yn
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nam rovnéz definuje skalarni soucin na K". Eukleidovsky skaldrni souc¢in zfejmé odpovida specidlni volbé
a;=---=a, =1. ¢

Priklad 4.3 (Lebesgueovsky skaldrni soucin). Na prostoru polynomu P,, muzeme zavést skaldrni soucin
predpisem

T / P(@) 4(z) da. (4.1)
&

Po zbytek této kapitolky se dohodnéme, ze V bude znacit libovolny vektorovy prostor se
skalarnim soucinem, tedy:

‘ V .= vektorovy prostor se skalarnim sou¢inem nad K.

4.2 Norma

Definice 4.4. Norma vektoru v € V je cislo

[o]] = v/ (v, v) .

Vsimneéte si, ze ||v]| je kladné (redlné) ¢islo. Plati |jv]] =0 < v = 0.

Priklad 4.5 (Eukleidovskd norma). Pro soufadnicovy prostor K" (s eukleidovskym skaldrnim sou¢inem)
mame
L1

= Vg2 + -+ zal?.

In

Piiklad 4.6 (Lebesgueovskd norma). Na prostoru polynomu P,, se skaldrnim souc¢inem definovanym
predpisem ([@I]) mame

1
lpll = / Ip(e)[2 de .
&

Tyto ptriklady naznacuji, ze obvykle byva jednodussi pracovat s kvadratem normy nez s nor-
mou samotnou.

4.3 Ortogonalita

Definice 4.7. Vektory u,v € V jsou ortogondlni, pokud (u,v) = 0.
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Alternativné budeme tikat, ze vektor u je ortogonalni k vektoru v.

Kolmost vektoru je synonymum pro ortogonalitu, my se vSak budeme drzet druhé termi-
nologie, jez pochdzi ze slozeni feckych slov orthos (pravy) a gonia (1dhel).

Vsimnéte si, ze kolmost vektoru je komutativni relace. Ziejmé plati, ze nulovy vektor 0
je ortogondlni ke vsem vektorum z daného vektorového prostoru (se skaldrnim soucinem).
Navic plati, ze 0 je jediny vektor, jenz je ortogonalni sobé samému.

Nasledujici véta pro specidlni pifpad V = R? je stard pies 2500 let.

Véta 4.8 (Pythagorova). Yu,v € V,

(wv)=0 = Jutol* = ul*+ o] (4.2)

Diikaz. Pro ortogonélni vektory u,v € V mame

lu+oll* = (u+v,u+v) = [lull* + Jol]* + (v, v) + {0, w) = Jul* + [|v]*,
—— =

=0 =0

coz je pozadované tvrzeni. O
Dukaz Pythagorovy véty ukazuje, Ze rovnost ||u+v||* = ||Jul|?+ ||v||? plati tehdy a jen tehdy,
pokud (u, v) + (v, u) = 2Re(u,v) = 0. Je tedy zFejmé, ze opaéna implikace plati na redlngjch
vektorovych prostorech.

Uvazujme nyni dva libovolné vektory u,v € V a polozme si otazku, jak napsat vektor u
jako soucet skalarniho nasobku vektoru v a vektoru w ortogondlniho k v. Pokud v = 0,
pozadovany rozklad je zfejmy, predpokladejme tedy, ze vektor v je nenulovy. Z obrazku
v R? se piesvédéite, ze takovyto rozklad by mél byt vidy mozny. Pro libovolné &fslo o € K
tedy pisme

u=ov+ (u—av)

a snazme se zvolit a takovym zpusobem, aby vektor u—av =: w byl ortogonélni k vektoru v.
Jinymi slovy pozadujeme
0= <U, U = av) = <U, U) - OZHUHQ :

7 této rovnosti vyjadiime cislo a a zjistime, ze pozadovany rozklad ma tvar

w=  ABW, +(u <”’“>v). (4.3)

[ ]

TV
skaldrni ndsobek v vektor ortogonalni k v

4.4 Nerovnosti

VVVVVV

aplikacemi ve fyzice.
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Véta 4.9 (Schwarzova nerovnost). Yu,v € V,
[(w, )] < flullflv]l- (4.4)

Rovnost plati tehdy a jen tehdy, kdyz jeden z vektoru w,v je skaldrnim ndsobkem druhého.

Diikaz. Pokud v = 0, pak se obé strany nerovnosti rovnaji nule, tudiz tvrzeni trivialné plati.
Predpokladejme tedy v # 0.

Uvazujme ortogondlni rozklad (viz (£3]))

= <v,u2)v +w, kde  w:i=u-— (v,u2>
o] o]
je ortogonalni k v. Podle Pythagorovy Véty mame
(v,u) |” 2 _ v, w)? A
lull® = ’ ol + llwl]” = + [Jwl* > (4.5)
[0]|? [o]|? [o]|?

|? a odmocnénim.

Pozadovanou nerovnost (£.4)) dostaneme vynasobenim této nerovnosti ¢islem ||v

Zbyva se zamyslet nad pripadem, kdy nerovnost (4.4]) pfejde v rovnost. Podivdme-li se na
nas dukaz vyse, zjistime, ze (44]) je rovnost tehdy a jen tehdy, pokud nerovnost v (A5 je
rovnosti. K tomu zfejmé dojde tehdy a jen tehdy, pokud w = 0. AvSak, podle definice w,
w = 0 tehdy a jen tehdy, pokud u je ndsobkem v. Schwarzova nerovnost (£.4) je tedy rovnosti
tehdy a jen tehdy, pokud u je ndsobkem v nebo v je ndsobkem u nebo oboji (terminologie
v tvrzeni véty je zvolena tak, aby zahrnovala i piipady, kdy se u nebo v rovné nule). O

Nésledujici véta se nazyva trojihelnikova nerovnost kvili geometrické interpretaci v rovine,
ze délka jakékoli strany trojuhelnika je mensi nez soucet délek zbyvajicich stran.

Véta 4.10 (Trojihelnikové nerovnost). Yu,v € 'V,
lw +of] < Jlull + v (4.6)

Rouvnost plati tehdy a jen tehdy, kdyz jeden z vektori u,v je kladnym ndsobkem druhého.

Dikaz. Méame

|u+ | = (u+v,u+v)
= (u, u) + (v, v) + (u,v) + (v, u)
= (u, u) + (v, v) + (u,v) + (u, v)
= [lull® + [[v]l* + 2 Re(u, v)
< ull® + oll* + 2 [({u, v))| (4.7)
<l + loll* + 2 [Jull o] (4.8)

(full + Tol)?,
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kde jme pouzili standardni znaceni Re z := %(z + Z) pro redlnou ¢éast komplexniho ¢isla z
a prvni nerovnost plyne ze Schwarzovy nerovnosti (£.4]). Odmocnénim kone¢né nerovnosti
dostaneme pozadovanou nerovnost (Z.6]).

Zbyvéa se zamyslet nad piipadem, kdy nerovnost (A6l piejde v rovnost. Z dikazu vyse je
ziejmé, ze (L6) je rovnost tehdy a jen tehdy, pokud méme rovnost v (£7) a ([LSF]). Ponévadz

[{u, ) |* = (Re(u, v))* + (Im(u, v))*,

kde Imz := (2 — %) zna¢f imagindrni ¢dst komplexniho &isla z, dostdvéme, ze (@) je
rovnost tehdy a jen tehdy, pokud

(u, v) = [Jull[lv]- (4.9)
Pokud jeden z vektoru u, v je kladnym nasobkem druhého, pak (£.9]) zfejmeé plati (ovéite si).
Naopak, pokud plati (4.9), pak podminka pro rovnost ve Schwarzové nerovnosti (Véta [4.9)

implikuje, ze jeden z vektoru u,v je skaldrnim ndsobkem druhého. Avsak podminka (Z9)
vyzaduje, aby se jednalo o kladny nasobek. O

4.5 Ortonormalni baze

Definice 4.11. Vektory vy,...,v,, €V jsou ortonormdlni, pokud

Vi k=1,...,m, (v, V) = O -

Pripominame, Ze Kroneckeruv symbol d;; je definovan tak, ze d;; = 1, pokud j = k, a
d;r = 0, pokud j # k. Vidime tedy, ze vektory vy,...,v,, jsou ortonormalni tehdy a jen
tehdy, pokud jsou vektory vzdjemné ortogonalni a kazdy vektor mé normu rovnou 1 (fikame,
ze je normalizovdn na jednicku).

Priiklad 4.12. Vektory kanonické baze eq,...,e, € K" z Piikladu jsou ortonormélni (vhledem ke
kanonické volbé eukleidovského skaldrniho soucinu, viz Priklad F2]). O

S ortonormalnimi vektory se velice dobfe pracuje, jak ukazuje nasledujici tvrzeni.

Tvrzeni 4.13. Yvy,...,v,, €V ortonormdlni, Vaoq,..., o, € K,

||0411)1 + am”m”2 = |O‘1|2 +eeet |am|2'

Diikaz. Jelikoz kazdy vektor ma normu rovnou 1, tvrzeni plyne opakovanou aplikaci Pythagorovy
Vety 4.8 O]

7 tohoto tvrzeni dostaneme snadny, avSak velice dulezity dusledek.
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Dusledek 4.14. Yvq,...,v, €V,

V1, .-, Uy JSOU ortonormdlni — V1, ..., U JSOU linedrné nezdvislé.

Diikaz. Necht
a1vy + -+ QU = 0,

kde aq, ..., a,, € K. Z Tvrzeni [A13| plyne, ze
|a1|2+...+|am|2:0’

coz znamena, ze vSechny « jsou rovny nule. O

Definice 4.15. Baze ve V je ortonormadalni, pokud jeji vektory jsou ortonormalni.

Piiklad 4.16. Kanonickd béze (eq,...,en) € K™ je ortonormdlni. O

Pro libovolnou bazi (vy, ..., v,) € V™ a vektor v € V existuji ¢isla a,. .., a,, € K takovd,
ze mame rozklad

V=V + -+ Uy, -

Avsak najit tato ¢isla pro dany vektor v muze byt obecné tézké. Nasledujici tvrzeni nam
ukazuje, ze tento kol je snadny, pokud se jedna o ortonormélni bazi.

Véta 4.17. Necht (vy,...,v,) € V™ je ortonormdlni bdze a v € V libovolnyj vektor. Potom
plat?

v = (v1,0)v1 + -+ + (U, V)Upn,, (4.10)
[0]|* = [{v1, 0} 2 + - - + [{vm, v} (4.11)
Dikaz. Ponévadz vy, ..., v, je baze, existuji ¢isla aq, ..., a,, € K takovd, ze mame rozklad

V= QU + o QU -

Pokud vezmeme skaldrni soucin obou stran s vektorem v;, j = 1,...,m, dostaneme o; =
(vj,v), ¢cimz dostavame (4.I0). Rovnost (AII) plyne z pravé dokdzané rovnosti (LI0) a
Tvrzeni 413 ]

Identita (A1) se nazyva Parsevalova rovnost. Identité (£I0) se nékdy iikd rozklad jednicky,
ponévadz ji muzeme chépat jako operatorovou rovnost

I = 'U1<'U17'> + "'+vm<vma'>a
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kde na levé strané stoji identicky operator na V a tecku chapeme tak, se za ni dosadi
libovolny vektor, na ktery identitu aplikujeme.

Nyni, co jsme se presvédcili o uzitecnosti ortonormalni baze, jak ji najdeme? Naptiklad, ex-
istuje ortonormalni baze na prostoru polynomu P,, se skalarnim soucinem definovanym

v Prikladu 4.3 Nasledujici tvrzeni odpovida na tyto otazky. Skutecné, poskytuje kon-
strukéni algoritmus, jak z libovolnych linearné nezavislych vektoru vytvorit vektory ortonormalni,
zatimco linearni obal je zachovan.

Véta 4.18 (Gram—Schmidtuv ortogonalizacni proces). Necht uy,. .., u, € V jsou linedrné
nezavislé. Potom existuji ortonormdlni vektory vy, ..., v, € V takové, Ze plati
Vie{l,...,m}, span(uq, . . ., u;) = span(vy, ..., v;) . (4.12)

Dukaz. Zacnéme konstrukei ortonormalnich vektoru vy, ..., v,, volbou

Uy

vy = ——

[
coz spliuje (AI2) pro j = 1. Ostatni vektory wvs,..., v, zvolime induktivné nésledujicim
postupem. Necht j > 2 a predpoklddejme, ze ortonormalni vektory vi,...,v;—1 uz byly

zvoleny takovym zpusobem, ze splnuji

span(ug, ..., u;j—1) = span(vy,...,v;_1). (4.13)
Definujme
b e M (UL UV = = (U, )V (4.14)
Ty = (v ugvr = = (v ug) v
Vsimneéte si, ze u; € span(uy, ..., u;_1) (protoze vektory uy, ..., u,, jsou linedrné nezavislé),

a tudiz u; ¢ span(vy,...,vj_1). Z tohoto duvodu je vektor v; v (£I4) dobfe definovin
(nedélime nulou). Zfejme plati ||v,|| = 1.

Pro libovolné k € {1,...,j — 1} mame

(v, ;) — <% uj — (v, u)oyr — - — (01, U5 v >
[uj = (v, ugvr = - = (vjm1, u5) v |
<vk>uj> - <vkvuj>
[uj = (v, ugvr = = (vjm1, u5)vj1 |
=0.
Tudiz takto zkonstruované vektory vy, ...,v; jsou ortonormalni.

Z definice (d.I4)) vidime, ze u; € span(vy,...,v;). Zkombinovanim této informace s (£.13)
vidime, ze plati

span(uq, ..., u;) C span(vy, ..., v;).
Obé sady vektoru jsou linearné nezavislé (vektory u podle predpokladu, vektory v z ortonor-

mality a Dusledku [£.14]). Tedy oba podprostory vysSe musi mit dimenzi j, a tudiz si musi
byt rovny. O
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Jako dusledek zodpovime otézku existence ortonormalni baze. Zde je dulezité, ze uvazujeme
pouze konecné dimenziondlni vektorové prostory.

Disledek 4.19. V' kaZdém wvektorovém prostoru se skaldarnim soucinem existuje
ortonormalni baze.

Diikaz. Zvolme libovolnou béazi ve V. Aplikaci Gram—Schmidtova ortogonalizacniho procesu
na prvky této baze dostaneme ortonormélni vektory. Tyto vektory jsou linearné nezavislé
(viz Dusledek £.14)) a jejich linedrni obal je roven V (viz (4.12])). Tudiz se jedna o ortonormdln{
bazi ve V. 0

4.6 Ortogonalni projekce

Definice 4.20. Pro libovolnou podmnozinu U C V definujeme ortogondalni dopinék k U jako
mnozinu

Ut:={veV: Yuel, (v,u)=0}.

Mnozina U+ je tedy tvofena viemi témi vektory z V, jeZ jsou ortogonalni ke kazdému vektoru

z U.
Pi#iklad 4.21. V- = {0} a {0}+ = V. &

Bez ohledu na to, jestli U je podprostor V, ortogonalni doplnék Ut je vzdy podprostorem V.

Tvrzeni 4.22. YU C V, Ut cc V.

Dale se zamyslete nad dikazem nasledujiciho tvrzeni.

Tvrzeni 4.23. VU, U, C V,

U C Uy — UQLCUf

Nasledujici tvrzeni ukazuje, ze kazdy podprostor vektorového prostoru vede k ptirozenému
direktnimu rozkladu celého prostoru.

Véta 4.24. YU CC V,
V=UopU-.

Diikaz. Necht U je podprostorem V.
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V = U + Ut | Nejdifve ukdzeme, ze V je souc¢tem podprostori U a Ut. Necht v € V je

libovolny vektor. Necht uy, ..., u,, je ortonormdln{ baze v U. Pak zfejmé plati
v = (ut,v)us + -+ 4 (U, V) +0 — (ug, V)ug — -+ — (Upp, V) Upy, -
w w
Ziejmé v € U. Z ortonormality uy, ..., u,, dostavame

<uj7w> = <ujvv> - <ujvv> =0

pro vSechna j = 1,...,m. Tedy vektor w je ortogondlni ke kazdému vektoru z linearniho
obalu span(ui, . .., u,) = U. Jinymi slovy w € Ut. Timto jsme pravé dokdzali V = U + U*.

UNUL = {0} | K dikazu, 7e se ve skutecnosti jednd o direktni soucet, staci ukdzat, ze

prinik podprostori U a UL je pouze nulovy vektor a pouzit Vétu [L26. Pokud v € U N UL,
potom v (jenz lezi v U) je ortogondalni ke kazdému vektoru z U, tedy vcetné sebe, coz
znamend (v, v) = 0. Podle definice skalarntho sou¢inu z toho plyne v = 0. O

Dulezitym dusledkem je nésledujici tvrzeni.

Dusledek 4.25. VU CC V,
(Ul)L =U.

Diikaz. Dokazeme rovnost jako platnost dvou inkluzi.

(UL)+ D U| Pokud u € U, pak (v,u) = 0 pro kazdy vektor v € U+ (podle definice U™).
Ponévadz u je ortogondlni ke kazdému vektoru z U+, madme u € (U+)*+.

(UY)+ c U| Necht nynf v € (UL)*. Z Véty E24] plyne, 7e existuji vektory v € U a w € Ut
takové, ze mame rozklad v = w + w. Z toho dostdvame v — u = w € U*. Ponévadz
v € (UH)! (podle predpokladu) a u € (U+)* (z uz dokdzané opacéné inkluze), mame rovnéz
v—u=w € (UL Tedy v —u € ULt N (U)L, z ¢ehoz plyne, Ze v — u je ortogondlni sdm
k sobé, tedy v —u =0, a tedy v =u € U. O

Nyni vyuzijeme ortogonalniho rozkladu z Véty 4.24] k definici velice dulezitého linearniho
zobrazeni.

Definice 4.26. Necht U cC V. Ortogondlni projekce V na U je zobrazeni definované
predpisem
P :V—->U:{v— u},

kde u je vektor urceny rozkladem

YoeV, Fuel, welt, v=utw. (4.15)

Rozklad (£IH) plati diky platnosti direktnfho souctu V = UD U+ dokdzanému ve Véte 124
Meli byste si dokéazat, ze Py € £ (V) a ze Py spliuje nasledujici vlastnosti.
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Tvrzeni 4.27. YU CC V,
(i) ran Py =U;

(v) voeV,  [[Pwl| < vll;

(vi) Je-li vy, ..., vy ortonormdlni bdze prostoru U, pak plati

Yv eV, Pyv = (v, 0)v1 + -+ - + (U, 0) U, -

V bodé (iv) pouzivdme zdpis P := PyPy.

4.7 Linearni funkcionaly

Definice 4.28. Linearni funkciondl ¢ na 'V je linearni zobrazeni ¢ : V — K.

Piiklad 4.29. Nechf v € V je pevné dany vektor. Potom zobrazeni definované piedpisem
u > (v, u)

je linearni funkcional na V. &

Nésledujici pozoruhodné tvrzeni ukazuje, ze kazdy linedrni funkcional je tohoto typu.

Véta 4.30 (Rieszova o reprezentaci). Necht ¢ je linedrni funkciondl na V. Potom plati:

dveV, YueV, o(u) = (v, u) .

Dikaz. Dukaz si rozdélme do dvou kroku.

Dokazme si nejdiive, ze existuje néjaky vektor v € V takovy, ze plati ¢(u) =
(v,u) pro vechny vektory u € V (tedy pozadované tvrzeni, ovsem bez vykiiéniku u exis-
tenéniho kvantifikatoru). Necht vy, ..., v, je néjakd ortonormalni bdze ve V. Potom
o(u) = ¢({vi,u) v1 + -+ + (v, 1) V)
= <Ul7 U> (b(vl) +eeet <Um7 U> (b(lvm)
= (Do) v+ - + 60m) v, )
pro libovolny vektor u € V. Tedy pozadované tvrzeni dostaneme volbou

= p(v1) v1 A+ D(Um) V-

<
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‘ Jednoznacnost ‘ Nyni ukazme, Ze pouze jeden vektor v € V spliuje pozadovany vztah ¢(u) =
(v, u) pro viechny vektory u € V. Necht existuji dva vektory vy, vy € V spliiujici

VueV, o(u) = (vy,u) = (vg, u) .

Potom

vueva 0= <U17U‘>_<U27u> = <U1—U2,U>-
Pro specialni volbu u := vy — vy dostaneme v; — vy = 0, tedy v; = wv9, z ¢ehoz plyne
pozadovand jednoznacnost. O

4.8 Sdruzené zobrazeni

V dalsim vykladu budeme kromé V potiebovat jesté jeden vektorovy prostor se skalarnim
soucinem:

‘ W .= vektorovy prostor se skalarnim souc¢inem nad K.

Nésledujici definice predstavuje dalsi dulezitou operaci na prostoru linearnich zobrazeni.

Definice 4.31. Necht 7' € Z(V,W). Sdruzené zobrazeni k T je zobrazen{ T* definované
predpisem
" W=V {w—v: YueV, (wTu)= (v,u)}.

Zde (w, Tu) znaci skaldrni souc¢in na W, zatimco (v, u) znaci skalarni soucin na V. Existence
a jednoznacnost takovéhoto vektoru v plyne z Véty (aplikované na linearni funkcional
o(u) := (w, Tu)). Obraz sdruzeného zobrazeni T*w je tedy jednozna¢né urceny vektor ve V
splnujici vztah

YueV, YweW, (w, Tu) = (T"w, u) .

Piiklad 4.32. Uvazujme zobrazeni (viz Piiklad B.7)

a11T1 + a12T2 + -+ + A1 Ty

o 2121 + a22%T2 + -+ + a2p Ty
T:K" - K™: e . )
Tn )
Am121 + Gm2 + -+ ATy
kde ajr € K, j =1,...,m, k =1,...,n, jsou dand &isla. Sdruzené zobrazeni k T* (vuéi eukleidovskému
skaldrnimu sou¢inu) je déno ptredpisem
a_llgl +a_21§2 P oo P amlgm
& — _m
a1261 +a2282 + -+ + Gmam
T : K™ - K" : Dl .
S/ \Gimbs + Tt + - + T

&

Nésledujici tvrzeni ukazuje, ze T™ je nejen zobrazeni, ale dokonce linearni, a Ze operace
sdruzeni T — T* spliuje mnozstvi zajimavych vlastnosti. Dukazy prenechdvame ¢tenéfi.
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Tvrzeni 4.33.

(i) VI' e Z(V,'W), T e Z(W,V); (linedrnost)
(i) VS, T € Z(V,W), (S+T) =5+T% (aditivita)
(i) VT € Z(V,W), a € K, (aT)* =aT*; (konjugovand homogenita)
(iv) VI e Z(V,'W), (T*) =T, (dvogité sdruzent)
(v) I*=1; (identita)

kde I je identicky operdtor na 'V
(vi) VT' e Z(V,U), S € Z(U,W), (ST)* = T*S*, (soucin)

kde U znaci néjaky dalsi vektorovy prostor se skaldrnim soucinem.

Dalsi tvrzeni poskytuje dulezité vztahy mezi jadrem a oborem hodnot zobrazeni a jeho
sdruzeného zobrazeni. Dukaz je jednoduchy, avSak prave kvuli dulezitosti si tato tvrzeni
zformulujeme jako vétu.

Véta 4.34. VI' € Z(V, W),
(i) ker T* = (ranT)*;
(ii) ranT* = (ker T)*;

(iii) ker T = (ranT*)*;
(iv) ranT = (ker T*)= .

Diikaz. Necht w € W. Potom plati ekvivalence

wekerT" <= Trw=0
= YweV, (TMwv)=0
= YeV, (wTv)=0
< we (tanT)",

Timto jsme dokazali vlastnost (i). Pokud vezmeme ortogonélni doplnék obou stran rovnosti (i)
a pouzijeme Tvrzeni 425 dostaneme (iv). Vlastnosti (ii) a (iii) jsou tvrzeni (i) a (iv) s
vymeénénymi rolemi mezi 7" a 7. O

Daisledek 4.35. VI' € Z(V, W),
(i) dimranT* = dimranT’;

(ii) dimker 7" = dimker 7'+ dim W — dim V.



David Krejéifik 4. Metrika 63

Diikaz. 7 Vety 338 plynou identity

dimV = dimker T 4+ dimran T, (4.16)
dimW = dimker 7™ 4+ dimran 7™ . (4.17)

Z Véty o ortogondlnim rozkladu, mame V = ker T'® (ker T')+ a W = ker T* @ (ker T*)+,
z ¢ehoz plynou identity
dim V = dim ker T + dim (ker T')*, (4.18)
dim W = dim ker 7* 4 dim (ker 7)™ . (4.19)

Srovnanim (4L10) s (AI8)) dostaneme

dimran T = dim(ker T')* = dimran 7",

kde posledn{ rovnost plyne z Veéty 234)(ii). Tim jsme dokazali identitu (i). Uzitim Véty E34(iv)

v (£19) odvodime
dimW = dimker T + dimran T

a kombinaci tohoto vztahu s (4.I6]) dostaneme identitu (ii). (Vztah (£I7) jsme tedy vubec
nepouzili, ale mohli bychom ho vyuzit pro alternativni dukaz rovnosti (i) a (ii).) O

Priklad 4.36 (Soustavy linedrnich algebraickych rovnic, Fredholmovy véty). Jako aplikaci téchto ab-
straktnich vysledku uvazujme operdtorové rovnice

Tr =y, (4.20) T"¢=n, (4.22)
Tz=0, (4.21) T*¢ =0, (4.23)

kde T je zobrazeni z K™ do K™ definované v Piikladu (£32), x,n € K™ a y,£ € K™. Tyto rovnice jsou tedy
ekvivalentni soustavam linedrnich algebraickych rovnic

a1121 + a12%2 + - - - + A1 Tn = Y1 anér +anée + -+ amim =m
G211 + a22%2 + - - - + A2, Tn = Y2 a12é1 + 2282 + - + Tmaém = 12
am1x1+am2+"'+amnxn:ym m&l +m§2++amn§m:n2
a1171 + aj2x2 + -+ + a1, =0 aiié +anée + -+ miém =0
a2171 + agexs + -+ + aspx, =0 a12é1 + a8 + - 4 Um2ém =0
am1$1+am2+"'+amn$n:0 m§1+m£2++amn§m:0

Zde ptedpokladdme, ze ¢isla ajr € K, j = 1,...,m, k = 1,...,n, a vektory y a n jsou zadané, zatimco

vektory x a £ predstavuji nezndmé. Rovnice ([@L20) a (£2ZI) tedy predstavuji m rovnic o n nezndmych,
zatimco ([{22) a [@23) predstavuji n rovnic o m nezndmych.

7 Prikladu .40l uz vime, ze pokud pocet neznamych je vétsi nez pocet rovnic, potom existuje netrivialni
feseni homogenni soustavy rovnic (tedy n > m pro @2I)) a n < m pro [@23). Rovnéz vime, ze pokud
pocet nezndmych je mensi nez pocet rovnic, potom existuje prava strana, pro niz neni nehomogenni soustava
rovnic Fesitelnd (tedy n < m pro (Z20) a n > m pro [@22)).

Uvazujme nyni specidlni piipad m = n, kdy pocet rovnic je stejny jako pocet neznamych. Z Prikladu[3.46l uz
vime, ze nehomogenni soustava ([£20) m4 feseni (a to pravé jedno) pro libovolnou volbu pravé strany tehdy
a jen tehdy, pokud homogenn{ soustava ([£.21]) mé pouze trividlni feseni. Stejny typ tvrzeni samoziejmeé plati

i pro sdruzené rovnice (£22) a ([£.23).
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Podivejme se nyni, jaky je vztah mezi rovnicemi [@20) a (£2]]) na jedné strané a rovnicemi ([£22]) a (£23))
na druhé strané. Ponévadz predpokldddme m = n, z Dusledku [£35(ii) vidime, ze dimker T' = dim ker T™*.
Tedy:

‘ Podprostory feseni rovnic ({21 a (@23]) maji stejnou dimenzi. ‘

To, ze x je Fesenim rovnice ([@20) s pravou stranou y je ekvivalentni tomu, ze y € ranT. Toto je podle
Vety E34(iv) ekvivalentni tomu, ze y € (ker T')*. Posledni vlastnost je pak ekvivalentn{ tomu, ze (£,y) =0
pro v8echny vektory £ € ker T*. Dostavame tedy ekvivalenci:

‘ Rovnice ([@20)) s pravou stranou y m4 feseni <=y je ortogondlni ke kazdému Feseni rovnice ([{23)). ‘

Analogické tvrzeni samoziejmeé plat{ i pro par [@.22]) a ([@21).

Tato tvrzeni o fesSeni soustav linearnich algebraickych rovnic se nazyvaji Fredholmovy véty. My je dostdavame
elegantné coby dusledek abstraktnich tvrzeni o linedrnich zobrazenich. O
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4.9

1.

Cviceni

Necht z := (%21) Y= (Ez) , 2= (2) jsou vektory v C3. Spoctéte:

(a) cukleidovké normy [l2], 1yl, 2], lly — 21}
(b) eukleidovské skaldrni souciny (x,y), (z, z), (y, 2), (z, x).

. Necht z,y € R? jsou nenulové. Ukazte, Ze plati vztah

(2, y) = |[z/llyll cos ¥,

kde 6 je tihel mezi vektory = a y (pokud si je predstavujeme jako Sipky umisténé
v pocdtku soufadného systému R?).

[Hint: Nakreslete si trojuhelnik tvoreny vektory x, y a x — y a uzijte kosinovou vétu.]

Necht u,v € V. Dokazte ndsledujici ekvivalenci:
(u,v) =0 = Va e K, |ul| < JJlu+ avl.
[Hint: Rozvinte pravou stranu a piste a = (v, u), kde § je malé redlné ¢islo.]
Necht vektory u,v € V spliuji rovnosti
[ul =3, Jlutvl=4,  [lu-v]=6.

Cemu je rovna norma ||vl|?

V17]

. Necht V je realny vektorovy prostor. Ukazte, ze pak plati vztah

Vaw eV, (u,0) =1 (JutvlP = fu—v]?).

e

Necht V je komplexni vektorovy prostor. Ukazte, Ze pak plati vztah

Yu,v €V, (u,v) = (Hu + )| = |lu — v|]* +ilju — iv||* — il + iv|\2) )

|

Ukazte, ze vektory

1 1 1 _1
2 2 2 2
1 1 _1 1
2 2 2 2
1 ’ _1 ) _1 ) _1 ’
2 2 2 2
1 _1 1 1
2 2 2 2

tvoi{ ortonormélni bézi v R*.

Pomoci Gram—Schmidtova ortogonaliza¢niho procesu zkonstruujte z vektoru

(2)- () ()

ortonormalni bazi v R3.
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10.

11.

12.

Pomoci Gram—Schmidtova ortogonaliza¢niho procesu zkonstruujte z vektoru

2 2 2
0, 2 |, 2 ),
0 0 2

ortonormaélni bazi v C3.

Ukazte, ze zobrazeni
6K 5K {(%3) — 20, —5:62—1—3:3}

je linedrni funkciondl na K3.

Uvazujme linedrni zobrazeni

x3 2x1

T:C - {(B) s (3]

Spoctéte k nému sdruzené zobrazeni 1.

T2 {m) e (o)

3y1

Necht v € V je fixni vektor a uvazujme linedrni zobrazen{
T:V—->K:{u~ (v,u)}.

Spoctéte k nému sdruzené zobrazeni 1.

T :K—V:{a— av}]
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5 Matice

V této kapitolce konecné zavedeme pojem matice a ukazeme si souvislost matic s linearnimi
zobrazenimi. Budeme implicitné predpokladat, ze ¢isla m, n znacici pocet vektoru ¢i velikost
matic jsou striktné kladnd celd ¢isla, tedy:

5.1 Tabulkova definice

Definice 5.1. Matici typu m X n nazveme obdélnikovou tabulku o m fadcich a n sloupcich

ay; .- Q1n

, (5.1)

kde a;r €K, j=1,..., m,k=1,... n.

Cisla a;, vystupujici v matici budeme nazyvat prvky matice. n-tici cisel

aj = (Cle, e CLjn)

budeme nazyvat j-tym rddkem matice a m-tici cisel

a1k

Amk

budeme nazyvat k-tym sloupcem matice. Vsimnéte si, Ze prvni index ¢isla a;, znaci cislo
fadku a druhy index znaci ¢islo sloupce.

Je-li m = n, mluvime o ¢tvercové matici stupné n.

Jsou-li vSechny prvky matice redlna cisla, mluvime o redlné matici. Jinak mluvime o kom-
plexni matici.

Matice typu m x n ma tedy m radku a n sloupcu. Na tyto sloupce se muzeme divat jako na
matice typu m x 1 nebo také jako na prvky v K™ (sloupcové vektory). Podobné na fadky se
muzeme divat jako na matice typu 1 x n nebo také jako na prvky v K" (fadkové vektory).

k=1,...,n

Tabulku (5.I) budeme piflezitostné zkracovat na (a;x);=" ",

bude rozsah indexu jasny z kontextu.

¢i dokonce na (aj;), pokud

5.2 Matice linearniho zobrazeni

Necht T' € Z(V,W). Necht (vy,...,v,) je baze prostoru V a (wy, ..., w,,) je bdze pros-
toru W. Z vlastnosti baze plyne, ze pro kazdy index k = 1,...,n existuji jednoznacné
urcend cisla aqg, ..., an, € K takova, ze mame rozklad

Tvk = QW1+ + Qi Wy, -

Cisla aji, zcela urcuji linedrni zobrazeni T', protoze linedrni zobrazeni je uréeno svymi hod-
notami na prvcich béze (viz Piiklad B.8)).
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Definice 5.2. Matice zobrazeni T € £(V,W) vzhledem k bdzim (vy,...,v,) € V" a
(w, ..., wy) € W™ je tabulka

ap ... Q1n
M(T,(vl,...,vn),(wl,...,wm)) = : : ,
Am1 Qmn,
jejiz prvky jsou (jednozna¢né) urceny rozklady
Tv, = apwy + -+ - + QW k=1,...,n.

Pokud volba bazi je ziejma z kontextu, budeme oznaceni matice zobrazeni T zkracovat
na M(T). Pokud V = W a ve V coby vychozim i cilovém prostoru zvolime stejnou bézi
(v1,...,v,) € V" zkracujeme M(T, (U1, ..y V), (V1, ... ,vn)) =: M(T, (v, ... ,vn))

Jako pomucku pro zapamatovani si, jak je matice M(7T') zkonstruovédna z T', si muzete

napsat vektory baze vychoziho prostoru vy, ..., v, nahoru a vektory baze cilového prostoru
wy, . . ., W, doleva tabulky takovymto zpusobem:
Vi ... U e.. Uy
wy a1k
W, Ak

Zde zobrazujeme pouze k-ty sloupec matice, a ten se sklada prave z ¢isel, ktera potfebujeme,
abychom mohli zapsat T'v;, coby linearni kombinaci vektoru wq, ..., wy,.

Priiklad 5.3. Matice nulového zobrazeni se sklada z prvki, jez jsou vSechny rovny nule. Tedy

0 ... 0
M(0) =

Priklad 5.4. Pfipomenme si nyni zobrazeni z Pfikladu B.1

1 a11T1 + -+ ATy Y1
T:K*"— K™: { e =:| : },
Tn Am1%1 + -+ Gy Ym
z Yy
kde ajr, € K, j =1,...,m, k = 1,...,n. Pfipomenme, ze v piipadé soufadnicovych prostortt K" vzdy

(pokud nefekneme jinak) uvazujeme kanonickou bézi (viz Priklady a[222). Za tohoto predpokladu se
Ctenaf snadno presvédéi o tom, ze matice zobrazeni T' mé presné predpokladany tvar

@gil  coo  Cpm &
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5.3 Operace s maticemi

Pravé jsme vidéli, ze kazdému linearnimu zobrazeni odpovidd matice. Je matice souctu
linearnich zobrazeni rovna sou¢tu matic jednotlivych zobrazeni? Je matice linedrniho zo-
brazeni prenasobeného néjakym cislem rovna ¢islu krat matice samotného linearniho zo-
brazeni? Tedy

VT, 5 € L(V, W), M(T + S) = M(T) + M(S), (5.2)

?

VIe Z(V,W), ackK M(aT) = aM(T). (5.3)

V této fazi nemaji otazky dobry smysl, ponévadz, pfestoze jsme definovali pojem souctu
dvou linedrnich zobrazeni a pfendsobeni linedrniho zobrazeni ¢islem, soucet matic a jejich
nasobeni ¢isly jsme zatim nedefinovali. Nastésti ziejmé definice davaji ty spravné vlastnosti.

Jmenovité, pro matice stejného typu m x n zavedeme jejich soucet pres soucet jejich prvku:

aip ... Qip bll c. bln ap + bll c. A1y + bln

Am1 -+ Amp bml Ce bmn A1 + bml B bmn
tedy (ajx) + (bjr) = (ajr + bji). Prendsobent ¢islem definujeme rovnéz po slozkach:

ay; ... QA1p aay; ... QQip

Aml  --- CGmn Al . Qg

tedy a(aji) = (aa;;). Ctenaf si snadno ovéif, Ze s takto definovanymi operacemi skutecné
plati rovnosti (5.2)) a (5.3).

Ponévadz jsme zavedli operace soucet a prenasobeni ¢islem, neméli byste byt piekvapeni,
ze se tu co nevidét objevi vektorovy prostor. Oznac¢me si symbolem K™*" mnozinu vsech
matic typu m X n, jejichz prvky jsou cisla z télesa K. S operacemi s¢itani a prenasobeni
¢islem definovanymi vyse se skutecné jedna o vektorovy prostor.

Tvrzeni 5.5. K™*" je vektorovy prostor nad K.

Podivejme se nyni na matici slozeného zobrazeni. Za timto ucelem uvazujme tii vektorové
prostory U, V a W a jejich bdze (uy, ..., up), (v1,...,v,) a (w1, ..., wy). Necht S € Z(U,V)
aTl € Z(V,W). Slozené zobrazeni T'S je linedrni zobrazeni z U do W. Mame tedy takovyto
diagram:

dim V=n

A

dim U=p rs dim W=m

Jak muzeme spocitat matici slozeného zobrazeni M(7'S) z jednotlivych matic M(T") a M(S)?
Nejhezci teSeni by bylo mit takovyto vztah

M(T'S) = M(T)M(S) . (5.4)
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Prava strana rovnice vSak nedava zadny smysl, ponévadz jsme prozatim nedefinovali soucin
matic. Definujme nyni tuto operaci, a to praveé tak, aby platil vztah (5.4]).

Oznacme si slozky jednotlivych matic zobrazeni:

ai; ... Q1np b11 e blp c11 ... Cip
M(T) = . M(S) = ., M(TS) =

Al - Qmn bt ... Qpp Cm1l -+ Cmp
Potom mame, pro vSechna k =1,...,p,

TSu, =T (Z brkvr> = Z by Tv, = Z boi; Z ajyw; = Z (Z @by ) wj .
r=1 r=1 r=1 j=1 j=1 =1
N——
Cik

Z toho vidime, ze M(T'S) je matice typu m X p, jejiz prvek v j-tém radku a k-tém sloupci
je dan vztahem > " a;,by.

Nyni je jasné, jak definovat ndsobeni matic, aby platil vztah (B.4]). Méme-li m x n matici
A = (aj;) an x p matici B = (bj), potom AB = (cj;) je matice typu m x p definovand
prvky

n
Cik = Z ajrby (pro souc¢in matic C' = AB). (5.5)
r=1
Vsimnéte si, ze se s¢itd pfes indexy, jez spolu sousedi. Tedy prvek c;, matice C = AB,
jez sedi na pruniku j-tého tfadku a k-tého sloupce, dostaneme tak, ze j-ty radek mat-
ice A “pronasobime” s k-tym sloupcem matice B, kde pronasobeni muzeme chépat jako
realny eukleidovsky skaldrnf sou¢in na R” vektoru a; (napsaném do sloupce) s vektorem b*.
Schematicky:

b
Cjk = aj1bik + -+ + Qjnbng =1|a1 ... Gn :
bnk

Dobfe si uvédomte, ze sou¢in matic definujeme pouze pro matice, kdy pocet sloupcu prvni
(zleva) matice (A) je roven poctu fadku druhé matice (B), jinak by toto pronasobeni nemélo
smysl.

Mozna jste se s touto definici nasobeni matic uz setkali v néjakém predchozim kurzu, ale
nejspis jste pro ni nevidéli tuto motivaci.

Pozor! Nésobeni matic neni komutativni (najdéte si priklad, viz Cviceni B.7H]). Komutdtor
¢tvercovych matic A a B muzeme zavést obdobné jako pro zobrazeni: [AB] := AB — BA.

5.4 Matice vektoru

Definice 5.6. Matici vektoru v € V vzhledem k bazi (vy,...,v,) € V" je matice typu n x 1

b
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jejiz prvky jsou (jednozna¢né) urceny rozkladem

v=>bw;+- -+ byv, .

Pokud volba béze je zfejma z kontextu, budeme oznaceni matice vektoru v opét zkracovat
na M(v).

Nasledujici tvrzeni ukazuje, jak pojmy matice linearniho zobrazeni, matice vektoru a naso-
beni matic do sebe hezky zapadaji.

Tvrzeni 5.7. Necht je ddna bdze (vy,...,v,) prostoru V a bdze (wy, ..., wy,) prostoru W.
Pro libovolné zobrazeni T € £ (V, W) a vektor v € V plati

M(T) = M(T)M(v) .

Dikaz. Méame

a;y ... Q1np m
M(T)=| : . kde To, =: Zajkwj
Aml -+ CGmn j=1
je rozklad do béaze pro dané kK =1,...,n. Obdobné mame
bl n
Mw)=1|: 1, kde v =: Z br vk -
b, k=1

Z uvedenych rozkladu do baze odvodime
Tv = ZkaUk = Z bk Zajkwj = Z (Z ajkbk> wy ,
k=1 k=1 j=1 j=1 \k=1
z ¢ehoz (a definice matice vektoru) vidime, ze

anbl + -+ alnbn
M(Tv) = :
a'mlbl +-+ amnbn

Stejny vysledek vsak dostaneme, pokud prondsobime matice M(T') a M(v) podle pravidla
nasobeni matic. O

5.5 Izomorfismus

Definice 5.8. Dva vektorové prostory jsou izomorfni, pokud existuje invertibilni linedrni
zobrazeni z jednoho prostoru na druhy.
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Takovémuto zobrazeni budeme tikat izomorfismus. Pokud V a W jsou dva izomorfni vek-
torové prostory, piSeme V ~ W, coz naznacuje, ze tyto prostory maji stejné vlastnosti v tom
smyslu, ze izomorfni zobrazeni poskytuje jednoznacéné pritazeni mezi prvky jednotlivych
prostoru.

Tomu odpovida i samotnd terminologie: Recké slovo isos znamend “stejny” a tecké slovo
morf znamena “tvar”.

Lze se jednoduse presvédcit o tom, ze pokud dva vektorové prostory jsou izomorfni a jeden
z nich je konecné dimenziondlni, nezbytné i ten druhy musi byt konec¢né dimenzionalni.
Nasledujici tvrzeni ukazuje, ze plati mnohem vic.

Véta 5.9. Plati tato ekvivalence:

V~W <— dimV =dimW.

Diikaz. Opét dokazeme ekvivalenci jako platnost dvou implikaci.

[zomorfnost prostoru podle definice znamenad, ze existuje invertibilni linearni zobrazeni
T :V — W. Ponévadz T je invertibilni, je bijektivni (Véta B.43)), a tudiz ker T = {0} a
ranl = W. Tedy dimkerT'= 0 a dimranl" = dim 'W. Z Veéty [3.35 pak plyne

dimV = dimker 7'+ dimran7T = dim'W |

coz jsme chtéli ukazat.

Necht (vy,...,v,) je baze prostoru V a (wy,...,w,) je bdze prostoru W. Necht déle
T :V — W je linearni zobrazeni definované predpisem

T(a1v1 + -+ + anvn) == a1W1 + -+ + AWy ,

kde ay, ..., a, € Kjsoulibovolnd ¢isla. Potom T je surjektivni (jelikoz wy, . . ., w, generuji W)
a injektivni (jelikoz wy, ..., w, jsou linedrné nezavislé). Tedy T je bijektivni, a tudiz invert-
ibilni (Véta B43). Zobrazeni T je hledany izomorfismus mezi prostory V a 'W. O

Dusledkem ptedchozi véty je naprosto pozoruhodné tvrzeni: Kazdy konecné dimenzionalni
vektorovy prostor V je izomorfni soutadnicovému prostoru K" s n := dim V. To umoznuje
prevést feseni jistych tloh v abstraktnim prostoru V na feSeni odpovidajicich tloh v soutad-
nicovém prostoru K”. To muze byt v mnoha ohledech jednodussi, protoze muzeme vyuzit
specidlnich vlastnosti prostoru K", jenz obecny vektorovy prostor nema (napiiklad existenci
skalarntho soucinu).

Pro¢ se tedy viibec zabyvat abstraktnimi vektorovymi prostory? Duvod je ten, ze i zkoumani
v prostoru K" vede k prostorum, jez nejsou rovny K" (napiiklad jadro ¢i obor hodnot
linedrnich zobrazeni, prostor matic ¢i polynomu); piestoze kazdy z téchto prostoru je sice
izomorfni néjakému K™, tento postieh zkoumani nijak nezjednodusi.

Zafixujme néjakou bazi (vy,...,v,) prostoru V a bazi (wy, ..., w,,) prostoru W. Definujme
zobrazeni

M : Z(V, W) = K™ " . [T s M(T)}. (5.6)
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Definice sou¢tu matic a prenasobeni ¢islem zarucuji, ze takto definované zobrazeni je li-
nearni. Nasledujici tvrzeni ukazuje, ze zobrazeni M definuje izomorfismus mezi prostorem
linedrnich zobrazeni .Z(V, W) a prostorem matic K",

Tvrzeni 5.10. Zobrazeni M je izomorfismus.

Diikaz. Linedrnost jsme uz okomentovali, tudiz sta¢i dokazat, ze M je invertibilni. Podle
Vety B.43] staci ukdzat, ze M je bijektivni.

Zacnéme s injektivitou. Pokud T' € Z(V,W) a M(T') = 0, potom Tvy = 0 pro vsechna
k=1,...,n. Ponévadz (vq,...,v,) je baze, dostdvame T' = 0, a tedy M je injektivni.

Abychom ukéazali, ze M je surjektivni, vezméme matici

a;y ... A1n
A= : : e Kmxn

Am1  --- Qmnp

a zobrazeni T' € Z(V, W) spliujici
Tvk:Zajkwj, k=1,....n.
j=1

Je jasné, ze M(T) = A, a tudiz M = K"*" coz jsme chtéli ukazat. O

[zomorfismus je velice silna a uzitecna vlastnost. Specidlné nam ukazuje, ze pojmy jako
jadro, hodnost, obor hodnot, injektivita, surjektivita a invertibilita, jez jsme zavedli pro
abstraktni zobrazeni T : V — W, lze zavést i pro matici M(7"), a tedy pro jakoukoli matici
z K™*™ pokud ji chapeme jako zobrazeni z K" do K™, viz nize. Je vhodné drzet v paméti
nasledujici diagram:

Vs T @ (5.7)
| f
M(,U7 <Ué]’K” ’ ,Un)) I M(T,(Ul7---,Un)7(w1,---,wm)) M<w’ <w€1]f<rn ’ ’wm)>
kde (vq,...,v,) je baze ve V a (wy, ..., w,,) je bze ve W.

Piiklad 5.11. Jako aplikaci uvazujme abstraktni operdatorovou rovnici
Tv=w, (5.8)

kde T € Z(V,W). Zvolime-li v prostoru V bdzi (vi,...,v,) a v prostoru W bézi (w1,...,wy,), potom
izomorfismus zarucuje, ze vektor v € V je feSenim (B.8) tehdy a jen tehdy, pokud soufadnicovy vektor
M(v) € K™ je FeSenim maticové rovnice

M(T)M(v) = M(w). (5.9)

Staci se tedy zabyvat pouze rovnici ([B.9), jez je jednodussi nez obecnd rovnice (B.8]). Jak uz bylo zminéno,
muzeme napiiklad pouzit specidlnich vlastnosti souradnicového prostoru K", které obecny vektorovy prostor
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nemd (naptiklad existenci skaldrniho sou¢inu). Pfipomenme, ze pokud slozky vektoru v vzhledem k bézi
(v1,...,0,) 0Znacime x1, ..., Tp, tedy v = 2101+ + - + 2, Uy, slozky vektoru w vzhledem k bézi (wy, ..., wy)
oznacime yi, ..., Ym, tedy w = y1w1 + -+ - + YmYm, & prvky matice M(T) vzhledem k témto bazim oznaéime
ajk, tedy Tvp = a1pwy + - - - + Gmrwm pro k =1,...,n, pak (0.9) znamend

a1 000 A1n X1 Y1
= )
Am1 -+ Gmn B Ym
jez je vam dobfe znamd soustava linedrnich algebraickych rovnic. O

Jaka je dimenze prostoru matic K™*"? Ziejma baze je dana maticemi, jejichz prvky jsou
vSechny rovny nule, kromé jednoho prvku, jenz je roven jednicce:

10..0 01..0 00..1
00..0 00..0 00..0
00..0 00..0 00..0
00..0 00..0 00..0
10..0 01..0 00 .1
00..0 00..0 00..0
00..0 00..0 00..0
00..0 00..0 00..0
10..0 01i..0 00..1

Takovychto matic je mn (m krat n), tedy:

Tvrzeni 5.12. dim K™*" = mn .

Diky tomuto tvrzeni a izomorfismu M, dostavame z Véty takovyto dusledek:

Diisledek 5.13. dim.Z(V, W) = (dim V)(dim W) .

5.6 Hodnost matice

Piipomenme definici hodnosti linedrniho zobrazeni (B.3). Jak je pfirozené definovat hod-
nost matice? Samoziejmé budeme chtit vyzadovat, aby hodnost zobrazeni a hodnost matice
tohoto zobrazeni daly to samé ¢islo.

Meéjme matici typu m X n

aip .- Q1np

) ) k=1,...,
A= : : = (ajk)jzl 7?1

Am1 -+ Amp

Kazda takovato matice A nam definuje linedarni zobrazeni

Ty: K" —- K" :{z+— Ax} .
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Naopak matice linearntho zobrazeni T4 vzhledem ke kanonické bazi prostoru K” je rovna A
(viz Piiklad B.4]). Ziejme plati

a1 Ty + -+ a1y, 1 ai Q1p
ranTy = : ]l ] eK” = span : s : ,

Am1T1 + -+ AmnTn T, Qm1 Qmn

kde druha rovnost plyne z pozorovani, ze libovolny vektor z K" muzeme napsat jako linedrni
kombinaci vektoru kanonické baze (ey, ..., e,). Nésledujici definice je tedy ta pfirozena.

Definice 5.14. Hodnost matice A = (a]k)f;l:; je cislo

an Q1n
rank A := dim span : Sy

Am1 Amn

Hodnost matice je tedy maximalni pocet linearné nezavislych sloupcu matice A.

Konzistenci tohoto pojmu pro matice s difve zavedenym pojmem hodnosti linedrniho zo-
brazeni osvétluje nasledujici tvrzeni.

Tvrzeni 5.15. Necht T € £ (V,W). Plati tato rovnost:

rank 7' = rank M(T') .

Diikaz. Necht (vy,...,v,) je baze prostoru V a (wy,...,w,) je bdze prostoru W. Funkce,
jez pritazuje vektoru w € span(T'vy, ..., Tv,) matici vektoru M(w), je zfejmé izomorfismus
mezi linedrnimi obaly span(T'vy, ..., Tv,) a span(M(T'vy), ..., M(Tv,)). Tedy

rank 7' = dimspan(Tvy, . .., Tv,) = dimspan (M(Tvy), ..., M(T'v,)) = rank M(T) ,

kde prvni rovnost je dusledkem identity ranT = span(Tvy,...,Tv,) a posledni rovnost
plyne z Definice 5.141 O

Vsimnéte si dobte, ze v predchozim tvrzeni nevystupuji zadné baze. Piestoze tvar matice
M(T') zavisi na volbé bazi v prostorech V a W, rovnost vyse ukazuje, ze hodnost matice na
volbé bazi nezdvisi (protoze rank 7" na volbé béze nezavisi).

K ¢emu je hodnost matice dobra? Nachazi uplatnéni zvlasté pii feSeni operatorovych rovnic,
jak demonstruje nésledujici priklad.

Piiklad 5.16 (Soustavy linedrnich algebraickych rovnic, Frobeniova véta). Uvazujme soustavu linedrnich
algebraickych rovnic (viz Piiklady 340 a B:46)

Az =y (5.10)
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a odpovidajici homogenni soustavu

Az =0, (5.11)
kde pouzivame maticové zapisy
ail .- - A1n 1 Y1
A= , B 5= S, W =
am1 e Amn, Tn Ym

Z PrikladuBA40l uz vime, ze (5.11)) m4 netrividlni feeni, pokud n > m; a Ze existuje volba y, pro niz (5.10)
neni feSitelnd, pokud n < m. Z Piikladu pro n = m vime, Ze nastdvaji dvé moznosti: (i) bud
rovnice (BI0) mé Teseni pro kazdé y, a to pravé jedno, a rovnice (BII)) méd pouze trividlni feseni; nebo
(ii) rovnice (BIT]) mé netrividln{ fesen{ a rovnice (B.I0) nemd feSeni pro kazdé y.

V pifpadé, kdy (BII) mé netrividlni feseni, kolik takovych Feseni je? Odpovéd je jednoduchd. Staci si
uvédomit, ze mnozina vsech Feseni rovnice (B.IT]) je podprostor ker A CC K™ a Ze mdme (z Véty a

Tvrzeni [G.15])
dimker A =n —rank A.

Tedy pocet Feseni homogenni rovnice (B.I1)) je roven poctu sloupci matice A minus hodnost matice A.
Specidlné pokud rank A = n, (BI1) ma pouze trividlni Feseni.

Obdobneé, pokud je y v (B.I0) déno, jak rozhodnout, zda je soustava Fesitelnd? Za timto icelem definujme
rozsirenou matici soustavy (5.10) takovymto zptusobem

a; ... Qip Y1
(A,y) ==

am1 oo Umn  Ym

Potom plati tzv. Frobeniova véta:

‘ soustava (B.10) je fesitelnd = rank A = rank(4, y). ‘

Diikaz. Soustavu (I0) muzeme zapsat ve tvaru

n aij
g zia’ =y, kde al =
i=1

amj
je j-ty sloupec matice A. Odtud je vidét, ze soustava (5.10) ma feSeni tehdy a jen tehdy, kdyz
y € span(a’,...,a"). (5.12)

Plati-li (512), pak rank A = rank(A, y), ponévadz linedrni obal se nezmeéni, vynechdme-li prvek, ktery
je linearni kombinaci ostatnich.

Je-li naopak rank A = rank(A4, y), tedy

dimspan(a’,...,a™) = dimspan(a',...,a",y),

pak nezbytné mame (5.12)). Skuteéné, kdyby to nebyla pravda, byly by vektory a’t, ..., a’* y pro néjakou

volbu 1 < j; < -+ < jx < n linedrné nezavislé, kde a’t, ..., a’*,y je baze v span(al,...,a"), a tedy by
platilo ‘ ‘

dimspan(a’, ..., a’*,y) = dimspan(a®,...,a") + 1,
coz nemuze byt pravda. O
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5.7 Transpozice

Definujme si nyni matici, jez dostaneme z dané matice prohozenim fadku a sloupci.

Definice 5.17. Transponovand matice k matici A = (a]k)k i " je matice AT =
(af))iZ 11 " definovand vztahy
Cng = Ajk

kde j=1,....mak=1,...,n.

Vsimnéte si, ze pokud je matice A typu m x n, pak transponovana matice A7 je typu n x m.
Schematicky:

a1 .- Qi
a1y apg ... A1n a a
12 .- m2
A= y AT = )
Am1 Am2 ... (Omn
A1p  ---  Qmn

kde schvalné piseme matice obdélnikového tvaru, aby bylo jasné, jak se méni pfi transpozici
typ matice.

Nasledujici tvrzeni nam tika, jak se transpozice matice chova vudci zakladnim operacim na
maticich.

Tvrzeni 5.18. Plati tyto vztahy:
i) VA BeK™" A+ B)"=A"+ B";
( ) ) Y )
(ii) VAe K™" ack, (aA)T = aA”;
(i) VA€ K™" BecK™?  (AB)' = BTAT.

Dikaz. Dukaz tvrzeni (i) a (ii) prenechdvame ¢tenaii. Dokazme si pouze zajimavou vlast-
nost (iii). Pisme prvky matic, co néds zajimaji, ve tvaru

k=1,.., k=1,...,
A= (ajk) ‘=1,...,Zm B = (bjk)jzl,...,ga
C=AB= ()Tt D= BTAT = (@)l

Podle definice sou¢inu matic (viz (5.5])) a Definice B.17] mame

n
T _ — E E _ E
Ckj = Cjk = ajrbrk ’ bks sj b5kaj5 )

r=1 s=1

Ziejmé plati ¢; = dy; pro véechna k =1,...,paj=1,...,m. O

5.8 Sdruzeni
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j:17---7m

Definice 5.19. SdruZend matice k matici A = (ajk)f;lzb je matice A* = (aj;)i—; 7

definovand vztahy

* . T
a,k,j = a,kj

kde j=1,....mak=1,...,n.

Sdruzenou matici A* tedy dostaneme tak, Ze nejdifve zkonstruujeme transponovanou matici A%
a pak kazdy prvek matice AT komplexné sdruzime (nebo samoziejmé muzeme postupovat v
opa¢ném poradi). Pfipomeneme-li Definici 517 transponované matice, mame ziejmy vztah
ay; = @j. Rozumime-li symbolem A matici, jez dostaneme z matice A tak, ze viechny jeji
prvky komplexné sdruzime, mame snadno zapamatovatelny vztah

—T -
A=A = AT.
Schematicky:
ai] .. Qi
ay; a2 ... Qip as T
12 .- m2
A= . A=

m1 Am2 - Gmp —

A1p ... Qmp

Nasledujici tvrzeni nam ukazuje, ze definice sdruzené matice je konzistentni s diive zave-
denym pojmem sdruzeného zobrazeni (viz Definice 3T]). Tedy matice sdruzeného zobrazeni
je rovna sdruzené matici puvodniho zobrazeni.

Tvrzeni 5.20. Necht T € £ (V,W), kde V,W jsou wvektorové prostory se skaldrnim
soucinem. Necht (vy,...,v,) je ortonormdini bdze ve V a (wy,...,w,) je ortonormdini
baze ve W. Pak plati vztah

M(T*, (W1, .oy W), (V1, .- - ,vn)) = M(T, (U1, ..., ), (w1, ... ,wm))*.

Diikaz. Pouzijme zkratkovita oznaceni

M(T) == M(T, (v1, ..., 0n), (w1, ..., W) =t (aj)i=y
M(T™*) := M(T*, (w1, ..oy wWi), (v1, - ,vn)) =: (bk]){;ll?: )

Ptipomenme, Ze k-ty sloupec matice M(T") dostaneme tak, ze T'v; napiSeme jako linedrni

kombinaci vektoru wy, . .., w,,; koeficienty této linedrni kombinace jsou pak pfesné ta ¢isla,
jez tvori k-ty sloupec matice M(T"). Ponévadz (wy, . .., w,,) je ortonormélni béze ve W, vime,
jak psat T'vy, jako linedrni kombinaci vektoru wy, . .., w,, (viz (£I0)):

Tug = (wy, Tvg)wy + -+« + (Wi, TOR) Wy, -
Z toho dostavame vyraz pro prvek v j-tém fadku a k-tém sloupci matice M(T'):

ajr = (wj, Tug) .
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Obdobnym postupem (nebo staci jen prohodit role T a vy, . . ., v, na jedné strané s rolemi 7*
a wy, ..., W, na druhé strané) dostaneme

bir = (v, T"wi) = (Tv;, wi) = (wg, Tvy) ,

kde druh& rovnost plyne z definice sdruzeného zobrazeni a tfeti rovnost plyne z vlastnosti
skalarniho soucinu. Tedy plati

oA — a1 %
b]k—akj—ajk—ajk,

coz jsme chtéli dokazat. O

Pro platnost predeslého tvrzeni je naprosto krucidlni, ze uvazujeme ortonormalni baze. Na
druhou stranu pojem sdruzeného zobrazeni je nezavisly na volbé baze. Z tohoto duvodu
budeme upfednostiovat sdruzend linedrni zobrazeni, namisto sdruzenych matic.

Dulezitym dusledkem jsou nasledujici tvrzeni.

Véta 5.21. VA € K"
(i) rank A = rank A*;
(ii) rank A = rank A”.

Diikaz. Uvazujme zobrazeni

Ty : K" - K": {z+— Az},
Tpae : K™ 5 K" : {€— A™E}.

Vzhledem ke kanonickym bazim prostoru K" a K™ dostavame z Tvrzeni B.20] vztah
M(T4*) = M(Ty)* = A" = M(Ty+) .
Ponévadz zobrazeni M : £ (K™, K") — K"*™ je izomorfismus, plati

TA* - TA* .

7 toho nasledné dostavame vysledek
rank T4« = rankT,* = rank T}y ,

kde druhd rovnost plyne z abstraktntho Dusledku [A.35](i). K ovéfeni platnosti tvrzeni (i)
si staci uvédomit, ze hodnost matice A jsme definovali pravé jako hodnost (=dimenze
oboru hodnot) odpovidajictho zobrazeni T4 (viz Definice [5.14]). Druhé tvrzeni (ii) pak plyne
okam#ité z rovnosti rank A = rank A, jez plati pro libovolnou matici A (ovéite si). O

Hodnost matice A je tedy rovna maximélnimu poc¢tu linedrné nezavislych sloupcu (podle
Definice B.14]) a zdroven maximalnimu poé¢tu linedrné nezavislych radku (podle predeslé

Vety BG2I(ii)).
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Dusledek 5.22. VA € K™*",

rank A < min{m,n} .
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5.9 Cviceni

1. Spoctéte soucin matic

w
(S \Y)

107 41
[( 2619125 )]
123120 9

2. Rozhodnéte, které z nasledujicich maticovych sou¢inti ma smysl, a v ptipadé, ze smysl
mé, soucin spocitejte.

102 —1 ? ; 102 —1 ?;
(a)|{0 3 4 9 o 1l M) |0 3 4 9 0 11
7 4 1 5 g0 741 5 6 0
2 1\ g g :
(c) 034 9], (d) (102 -1 ,
0 —1 741 5 0
6 0 et
2 1 2
(e){1) (1 02 —1), (f) (1 2)f0 -1
0 4 g

[(a), (b), (d), (¢) maji smysl, ostatni ne.]

cosf) —sind
Ap 1= (sin@ cos 6 ) ’

kde 0 € R. Ukazte, ze plati vztah

3. Uvazujte matici

V01,05 € R, A92A91 = A91+92 .

Interpretujte geometricky (viz Cviceni B.7)H)).

4. Dokazte, ze distributivni vlastnost plati pro soucet a nasobeni matic. Jinymi slovy,
necht A, B, C' jsou matice takové, ze vyraz A(B + C) m4 smysl. Dokazte, ze potom
AB + AC ma smysl a ze plati

A(B+C)=AB+ AC.

5. Dokazte, Ze ndsobeni matic je asociativni. Jinymi slovy, necht A, B,C jsou matice
takové, ze vyraz (AB)C mé smysl. Dokazte, ze potom A(BC') ma smysl a ze plati

(AB)C = A(BC).

6. Dokazte, ze ndasobeni matic neni komutativni.

[Hint: Spoctéte komutétor matic (§9) a (§9), viz Priklad BI11]
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7. Uvazujte linedrni zobrazeni

T K2 K- T\, (0 + 1272
' ' T2 (2171 + A22%2 ’
kde aq1, ai2, ast, ase € K jsou dana cisla. Najdéte matici zobrazeni T vici témto bazim
v K2 (vychozi i cilovy prostor zobrazeni):
(@) (3), (V) (kanonickd béze);
(b) (5), (1)
(c) (&), (%)

K ) (011 017). (})) al1—a21 ajltaiz—a21—a22 \. (() (011 012) }
a21 a22 asi a1 +az2 ) g a1 az22 /-

8. Uvazujte linearni zobrazeni

X1
Q21%1 + A22T2 )

1121 + G122
) -
a31T1 + azeTs

T K2 5 K3 (

X2

kde aq1, a2, asy, ass, asi,azs € K jsou dand cisla. Najdéte matici zobrazeni T vuci
témto bazim:
1

(a) (§), (9) proK? a (8)’ (g), <§) pro K3 (kanonické baze);

) (1), (Dprok a (). (1), (§) proke

ai1tai2 a2

(a) (521 822); (b) ((aifom o ). ]

az1+as2 as2

9. Uvazujte matici

1 -1 0
A=12 =2 0
0 1 -3

a odpovidajici zobrazeni Ty : R® — R3 : {z +— Ax}.

(a) Spoctéte jadro, jeho dimenzi, obor hodnot a hodnost zobrazeni T4 a hodnost
matice A.
0

[ker Ty = span ((%)) dimkerTy = 1, ranT4 = span (( %) ) ( 0, >) rank Ty =
rank A = 2.

(b) Najdéte sdruzenou matici A* a definujte odpovidajici zobrazeni Tx«. Spoctéte
jadro, jeho dimenzi, obor hodnot a hodnost zobrazeni T4~ a hodnost matice A*.

[ker T4« = span (( %2 ) ) ,dimker Ty~ = 1, ran T4+ = span (( %1 ) , ( E‘s ) ) , rank Ty«
rank A* = 2]

(c) Rozhodnéte, zda soustava Az = y je fesitelnd pro

o= ()

a to (i) pfimym vypoctem, (ii) uzitim Frobeniovy véty a (iii) uzitim Fredholmovy
véty. Je-li Tesitelnd, najdéte Teseni.

[Soustava nenf fesitelna; (i) rank(A,y) = 3; (iii) y & (ker Tx»)*. |
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(d) Stejné zadédni jako v predchozim bodé, avsak pro pravou stranu
= ()
y=1{2)-

[Soustava j itelna; (i) rank(A,y) = 2; (iii) y € (ker Tx+)*. Resenfm jsou prvky

e res
mnoziny {(é) (5 > s € R} ]
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6 Determinanty

Tato kapitolka neni logickym pokracovanim predchozich, avsak bude uzitecna pro prak-
tické vypocty s vektory a maticemi (zkoumdani linedrni zdvislosti a nezavislosti vektoru,
hodnosti matice, feseni soustavy linedrnich algebraickych rovnic). Hlubsimu porozumeéni
determinantu coby invariantu linearniho zobrazeni dosdhneme az na konci této kapitolky:.

V této kapitolce budeme uvazovat pouze ¢tvercové matice typu n x n, jez budeme genericky
znacit

aijr ... Qip
A= (ajk)j,kzL...,n = : : ;

Ap1 ... Qpp

kden e N*aa;, €K, j,bk=1,...,n.

Diagondlou ¢tvercové matice A budeme rozumét prvky matice, jez lezi na Sikmé cére, jez
jde z levého horniho rohu do pravého dolniho rohu, tedy m-tici ¢isel

a11,0a22, .. .,0np -

6.1 Inverzni matice

Zacnéme predstavenim jesté jedné operace na prostoru matic, kterd nam poslouzi jako mo-
tivace pro zavedeni pojmu determinantu.

Jak definovat inverzni matici ke ¢tvercové matici A7 Ptirozené je chapat matici A jako
linedrni zobrazeni T4 na souradnicovém prostoru definované predpisem

1 a11T1 + -+ a1y, aiy .- Q1p T
Ty: K" —K": s : =| : : : . (6.1)

T ap1T1 + -+ ApnTn Qp1 ... Qnn Tn

Piipomenme (viz Priklad [£.4]), Zze matice tohoto zobrazeni T4 vzhledem ke kanonické bazi
(e1,...,e,) prostoru K" je rovna pravé matici A, tedy M(T4) = A. Avsak pro linedrni
zobrazen{ jsme inverzni zobrazeni definovali (viz Definice B.41)): je to linedrni zobrazeni T,
splinujici

T\ Ta=1=TaT}", (6.2)

kde I je identické zobrazeni na K", t.j.

T T 1 0 Ty
I: K" — K": e

7 tohoto predpisu vidime, ze matice identického zobrazeni I vzhledem ke kanonické bazi
(e1,...,e,) spliuje
1 0
M(I) = =T, (6.3)
0 1
kde na pravé strané vystupuje matice, jez ma na diagonale samé jednicky a vSechny os-
tatni prvky jsou rovny nule. Jak ukazuje posledni (defini¢ni) rovnost, tuto matici budeme
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schismaticky opét oznacovat symbolem I. Aplikaci izomorfismu M : Z(K") — K"*™ na
rovnosti v (6.4) a pripomenutim, Zze maticové ndsobeni je konzistentni se skldddanim zo-
brazeni (viz (5.4])), dostavame maticové rovnosti

ATTA=T=AA"", (6.4)

kde A™' := M(T';!) je pouhé znaceni. Toto ve vede k nésledujici piirozené definici.

Definice 6.1. Matice A € K™*" je invertibilni, pokud existuje matice A=t € K™*" takova,
ze

ATTA=1T a AAT =1T.

Matici A~! #kdme inverzni matice k matici A.

Stejné jako v Tvrzeni B.42] 1ze snadno ukazat, ze pokud matice A je invertibilni, pak ma
pravé jednu inverzni matici A™! (a tudiZ jednotné znaceni A~ v Definici [6.1] je smysluplné).

Z identity (5.4]) plyne, ze matice A je invertibilni tehdy a jen tehdy, pokud zobrazeni T4 je
invertibilni. Navic mame vztah

M(T;') = At = M(Ty-1),

kde matice zobrazeni bereme jako vyse vhledem ke kanonické bazi (eq,...,e,).

Je-li ddna matice A, jak rozhodnout, zda je invertibilni? Pokud je invertibilni, jak k ni najit
inverzni matici A='? Tato tiloha vede k uvazovani soustavy linedrnich algebraickych rovnic,
jiz muzeme zapsat ve tvaru

Az =y,

kde y € K" je n-tice danych ¢isel a o € K" je n-tice neznamych. Z abstraktni Veéty [3.44]
plyne, ze tato soustava je fesSitelna pro vSechny vektory y tehdy a jen tehdy, pokud A je
invertibilni. V takovémto ptipadé je pak feseni dano predpisem

r=Aly.

Umeéni rozhodnout, zda je dand matice invertibilni, a spocteni jeji inverze jsou tedy funda-
mentalni dovednosti pro feSeni soustav linedrnich algebraickych rovnic. Pojem determinantu
tyto dovednosti elegantné mechanizuje. Podivejme se nyni, jak to funguje v dvojrozmérném
pripadé.

6.2 Dvojdimenzionalni Cramerovo pravidlo

Uvazujme soustavu rovnic
1171 + a12T2 = Y1, (6.5)
2171 + A22%2 = Yo, .
kde a1, aya, asy, ase, y1,y2 € K jsou dana cisla a x1, 2o € K jsou nezndmé, které hledame.
Tento systém muzeme zapsat v maticovém tvaru jako

_ (G011 a2 R A
Az =y, kde A= (am a22) , Y= <y2) )
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Vyndsobime-li prvni rovnici v (6.5) ¢islem ag, druhou rovnici ¢islem ays a vzniklé rovnice
odecteme, dostaneme rovnost

(fl11a22 - a21a12)x1 = a22Y1 — A12Y2 .

Je-1i
det A := 11922 — Q21412 7& 0, (66)
pak
vy = a22Y1 — A12Y2 _ (6.7)
a11A22 — G210A12
Analogicky bychom dostali
2y = a11Y2 — a1y . (6.8)
a11G22 — A21Q12
Oznacime-li
Ay = (yl a12) 7 Ay = (an y1) ’
Y2 Q22 az1 Y2
muzeme vysledky (G7) a (68)) elegantné zapsat ve tvaru
det Al det A2
= — 5 p— . 69
o det A 2 det A (6.9)

Vzorcum ([6.9) se fika Cramerovo pravidlo a det A se nazyvé determinant matice A typu
2 x 2.

Jelikoz feseni x splituje # = A~y (pokud je A invertibiln{), z uvedenych vysledku vidime,
ze A je invertibilni tehdy a jen tehdy, pokud det A # 0. Navic plati uzitetny (a snadno
zapamatovatelny) vzorec pro inverzni matici

1 a —a
Al = 22 12} 1
det A (—am ay (6.10)

V nésledujicim si ukazeme, jak zavést pojem determinantu pro ¢tvercovou matici libovolného
stupné. Pozdéji se presvédcime, ze nenulovost determinantu je ekvivalentni invertibilité, pro
libovolné velkou matici.

6.3 Definice

Determinant si zadefinujeme indukei podle stupné piislusné matice.

Definice 6.2. Pro matici A = (aq;) stupné 1 definujeme det A := ay;.
Pro matici A = (ajk);k=1,..n stupné n > 2 definujeme

det A := Z(—l)kJrl ayy, det Ay, (6.11)
k=1

kde Ajj je matice vytvorend z matice A vyskrtnutim 1. fadku a k-tého sloupce.
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Matice Ay (stupné n — 1) se nazyva diléi matice. Schematicky:

G t%=1 'Lm Gkt
21 ... QA2k—1 G241 ... Q2pn

az1 ... Q2k—1 2k A2k41 ... Q2n

. . W

. . Ap1 -+ OGpk—1 Qpky+1 --- Gpp
ap1 - .. Ank—1 nk Qnk+1 .- Ann ~ P _

~ TV - Alk
A

Pro matici A = (a11) stupné 1 definujeme diléi matici vztahem Aj; := (1). Potom platnost
vztahu (6.10) muzeme rozsitit i pro n = 1.

Obecnd Definice 6.2 je konzistentni s definici (6.6]) pro n = 2. Pro n = 3 dostdvame

a1 aiz2 Aais

Q22 A23 Q21 A23 ag1 A2
det | as1 asn ass | = aqq det — aq9 det + a3 det
a3z a3z a3; ass azy asg
a31 azz2 G33

= (11092033 + (12023031 + Q21032013 — (A13022031 + A12a91 33 + A23A32017) -

Tento vzorec se d& zapamatovat podle tzv. Sarrusova pravidla (zde prezentovaného pomoci
RGB zbarveni):

11 Q12 413 11 a1z A3
Q21 Q22 A3 - @21 A22 A3
31 A3z A33 @31 A3z A33

6.4 Prohazovani radku

Z definice determinantu pro matice stupné n = 2 (viz (6.6)) vidime, ze velikost determinantu
se nezmeéni pii zaméné radku v matici, avSsak zméni se znaménko. Toto je obecna vlastnost
determinantu, jak ukazuje nasledujici tvrzeni.

Tvrzeni 6.3. Necht A je matice stupné n > 2. Necht A je matice, kterou dostaneme z A,

Ry

vymeénime-li mezi sebou j-ty a (j + 1)-ty rddek (1 < j <mn —1). Potom plati

det A= —det A.

Dikaz. Vhledem k tomu, jak jsme obecny determinant zavedli (viz Definice[6.2]), je pfirozené
tvrzeni dokézat pomoci indukce. Pro n = 2 jsme uz zminili, Ze tvrzen{ plati. Necht n > 3.
Dokazme, ze plati-li tvrzeni pro n — 1, pak plati pro n.

Podle Definice [6.2] mame
det A = Z(—l)'ngl aqy, det Ay, (6.12)
k=1

det A=) (=1)F"ay, det Ay, (6.13)
k=1
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kde
a1 ... A2k —1 A2k+1 .- A2n,
(] Aife—1 Ajk+1 a;
— J J J AL
A = , (6.14)
Aj11 -+ Gip1k—1  Qj41k+1 --- Qjyln
Gn1 oo Apk—1 Ank+1 <o GAnn
Q21 ...  Q2k—1 g1 ... Q2p
~ aiy11 - - Qi41k—1 Ajp1k+1 - - Ai41
Ay = | 7F I+ I AR (6.15)
41 ce Qjk—1 Qjk4+1 Ce Qjn
Qn1 cee Ank—1 Ank41 cee Ann

Matice Ay, a Ay, jsou tedy nizstho stupné n — 1 a s prohozenymi fadky j — 1 a j, pro néz
plati indukéni predpoklad

det Ay, = — det Ay, .

Dosazenfm této rovnosti do (6.13) a uzitim ([BI2) dostaneme pozadované tvrzeni det A =
— det A pro matici A stupné n.

Podle Definice [6.2] mame

n
det A= (—1)*" ay det Ay, (6.16)
k=1
kde

a;x ... Q1k—1 g1 .- Qin
azr ... A3k agg+1 --- Q3p

Alk = Ajt11 -+ Qjp1k—1 Qj41k+1 - oo Aj4in . (617)
Qj1 Ce Qjk—1 Qjk+1 Ce Qjn
Qn1 <o Ank—1 Ank4+1 <o Qnp

Podivame se na matici (6.14) a snadno ovéiime vztah

det Ay, = a9 det A%,lC — a9y det A%i + ...
+ (=) ag,_y det A2 + (—=1)F 1 tag,,  det A2 4L
+ (=1)"" " ay, det A2}
k—1 n
= ) (—1) agdet AT, — > (=1 ag; det A3, (6.18)
j=1

j=k+1

kde matici A%{C dostaneme z matice A vyskrtnutim 1. a 2. fadku a j-tého a k-tého sloupce.
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Na druhou stranu se podivdme na matici (6.17) a ovérime vztah
det Alk = a1 det Aﬁ: — a12 det A%z + .
+ ( ].) A1k—1 det AQk 1 ( 1)k+1 1a1k+1 det A2k+1 + ...
+ (=1)""tay, det A2
k—1 . n .
= Z(—l)j+1a1j det A?i — Z (—1)j+1a1j det A?i . (619)
j=1 j=k+1
Dosazenim vztahu (G.I8) do (612) a vztahu (6.19) do (6.16) dostaneme
k—1 . n '
det A = Z 1)ftg (Z(—l)j“agj det A2/ — Z (—1)7* ay; det A
j=1 j=k+1
= Z Z ozjkalkan s (620)
k=1 j=1
Gk
k—1 A n ‘
det A = Z 1)fa (Z(—l)j+1a1j det A% — Z (—1)7*tay; det Aﬁ)
j=1 j=k+1
= Z Z Bjkagkalj . (621)
k=1 j=1
Gk
Uzitim téchto defini¢nich vztahu, pro koeficienty o, a §j plati
(—1)+ldet A% = j<k, 5 (—1)*ldet A% <4<k,
" (—D)*det AT 5>k, BT ==k det A 5> k.
Ponévadz A?i = AZ"C (j # k), ztejmé plati (pro vsechna j,k =1,...,n, j # k)
Brj = — g -
Uzitim téchto vztahu v ([6.20) a (6.21)) dostavame pozadovanou rovnost
det[l = Z Bjka%alj = Z Bkjagjalk = — Z QA1 = — det A.
Jk=1 Jk=1 jik=1
J#k i#k J#k
Zde druh& rovnost je pouhd zdmeéna indexu, pres které se scita. O

Jako dusledek Tvrzeni dostavame toto obecnéjsi tvrzeni:

Tvrzeni 6.4. Nechf A je matice stupné n > 2. Necht A je matice, kterou dostaneme z A,
vymeénime-li mezi sebou j-ty a i-ty rddek (1 < j #1i < n). Potom plati

det A= —det A.
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Diikaz. Tuto vyménu muzeme realizovat postupnou zaménou dvou sousedicich fadki, a to
pomoci lichého poctu takovychto zdmén. Bez jmy na obecnosti predpoklddejme ¢ < j. Pak
vyménime i-ty tadek s (i + 1)-tym, pak s (i + 2)-tym atd., az nakonec s i + (j — 7)-tym;
k tomu tedy potiebujeme celkem j — 7 zamén sousedicich fadku. Potom j-ty fadek puvodni
matice, ktery je nyni (j — 1)-ty, pfesuneme na i-té misto; k tomu potiebujeme (j — 1) — ¢
zameén sousedicich tadku. Celkovy pocet pozadovanych zameén sousedicich fadku je

jo—it+(j—1)—i=20—i)—1 € 2N*—1.
Opakovanym uzitim Tvrzeni tedy dostavame
det A= (=1)20"9"1det A = —det A,

coz jsme chtéli ukazat. O

Disledek 6.5. Mda-li matice A dva rddky stejné, plati det A = 0.

Diikaz. Oznaéme symbolem A matici, kterou dostaneme z matice A prohozenim téchto
dvou stejnych tadku. Podle predeslého Tvrzeni bude platit det A = — det A. Ponévadz
se viak jednd o stejné fadky, plati A = A, a tudiz det A = det A. Nakonec tedy dostdvéme
det A = —det A, z ¢ehoz plyne det A = 0. O

6.5 Rozklad podle radka

Pfipomenme, Ze znacenim A;; jsme oznacili matici, jiz dostaneme z matice A vyskrtnutim
1. fadku a k-tého sloupce. Obecnéji budeme znacit symbolem Aj; matici, jiz dostaneme
z matice A vyskrtnutim j-tého radku a k-tého sloupce.

Definice 6.6. Kofaktorovd matice odpovidajici matici A = (a;);jk=1,..» je matice

cof A := (a’®); =1, n kde a® = (=1)7%% det Ay .

Cislo a?* se nazyvé kofaktorem (nebo téz algebraickym dopliikem) prvku a;, matice A. Cislo
det A, se nazyva minorem prvku a;; matice A.

Piiklad 6.7. Pro matici 2 x 2 zfejmé mame

ai; a2\ a2 —azi1
cof = .
az1 a2 —a12 a1

Véta 6.8 (Rozklad determinantu podle fadku).

Vi=1,...,n, detA:Zajkajk.
k=1



David Krejéitik 6. Determinanty 91

Dikaz. Pro j = 1 to je pfimo Definice B2l Nechf j > 2. Oznacme A matici, kterou
dostaneme z A zdménou 1. a j-tého tadku. Pak plati (Tvrzeni [6.4])

det A= —det A. (6.22)
Podle Definice mame .
det A=) (—1)"aj det Ay (6.23)
k=1

Avsak dilef matice Ay, se od Ay list pouze tim, ze 1. fadek v Ay je (j — 1)-tym Fadkem
v Ajj. Matici Ay, tedy dostaneme z Ay, tak, ze (j — 1)-ty fddek pfemistime na 1. misto,
coz se da uskutecnit (7 — 2)-ma zdménami sousedicich fadku. Podle Tvrzeni [6.3 tedy mame

det Alk = (—l)j det Ajk .

Dosazenim tohoto vztahu do (6.23)) a uzitim (6.22)) dostavame

n n
det A = — Z(—l)j+k+1 aji det Ay, = Z(—l)”k aji det Ajy.
k=1 k=1
coz je pozadované tvrzeni uzitim definice kofaktoru. O

Z Veéty [6.8 dostavame nésledujici ziejmé dusledky.

Disledek 6.9. Md-li matice A jeden radek nulovy, plati det A = 0. Tedy

ay; ... Qg ... Qipn
det] O ... 0 ... 0 |=0.
Ap1 -+ Qpg ... Qpp

Dusledek 6.10. Oznacime-li symbolem A matici, kterou dostaneme z matice A tak, Ze jeden
rddek prendsobime cislem o € K, pak plati det A = adet A. Tedy

aiq 500 a1k 500 Q1np a1 .. Qi ... Qip
det | cajy ... aaj ... oajp | =adet|an ... ap ... ajy
Ani --v  Qpk .. Gpp Ani --- Qpk .. Gy

Disledek 6.11. Je-li j-ty Tadek matice C' tvaru a;y + bj1, . .., aj, + bj,, matice A md j-ty
radek rovny aji, ..., aj,, matice B md j-ty radek rovny bji, ..., b, zatimco ostatni rddky
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matic A a B jsou stejné jako matice C, pak plati det C' = det A + det B. Tedy

a1y e A1k e A1n
det a1 —|— bjl cee Qg + bjk s Qgp —|— bjn
an1 P Ak e Apn
ar ... Qg ... Qip ar ... Qi ... Qip
= det a;»l cee Qg --- Qn | F det b] . bjk . bjn
an1 ... Qug ... Qpp ap1 ... Qukg ... Qpp

6.6 Linearni zavislost radku

Uveédomte si, Ze na prvky aj; € K j-tého fddku matice, k& = 1,...,n, lze nahliZet jako na
slozky vektoru

aj = ajlel —+ -+ ajnen
v soufadnicovém prostoru K" vuéi kanonické bazi eq, ..., e, € K". Matici A muzeme tedy
schematicky zapsat ve tvaru

ai

V tomto smyslu nadale rozumime pojmy linedrni kombinace a linedrni zdvislosti radku
matice. Obdobné lze nahlizet i na prvky sloupct matice.

Lemma 6.12. Priddme-li k jednomu tddku matice linedrni kombinaci ostatnich radku, pak

se determinant nezmeénd.

Diikaz. Toto tvrzeni plyne z predchozich dusledku. Dukaz staci provést pro pripad, kdy
linearni kombinace je nasobek jednoho z ostatnich fadku. Obecny piipad dostaneme, pouzi-
jeme-li (n — 1) krét tento specidlni ptipad.

Uvazujme tedy matici, kterou dostaneme z matice A tak, ze k j-tému tadku priddme «a
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nasobek i-tého radku, kde o € K. Pro tento specialni pripad vSak dostavame

ay aq ai
a; a; a;
det : =det A+det | : =detA+adet | 1 | =det A.
a; + aa; aa; a;
Qp, Gy, Qp,

Zde prvni rovnost plyne z Dusledku [6.11], druha rovnost plyne z Dusledku [6.10 a tfeti rovnost
plyne z Dusledku (matice ma dva radky stejné). O

Tvrzeni 6.13. Plati tato implikace:

rddky matice A jsou linedrné zdvislé — det A=0.

Diikaz. Necht napiiklad j-ty fddek matice A je linedrni kombinaci ostatnich fadku, tedy

n

a; = E Q; a; , kde o; € K.
i=1
i

Definujme matici A, kterou obdrzime z matice A, odecteme-li od j-tého Fadku linedrnf
kombinaci ostatnich radku, tedy

a1

n
A — | a4 — E o, A4
i=1

i

Qn

Z Lemmatu [6.12 dostdvame det A = det A, zatimco Dusledek B9 dava det A = 0 (j-ty fadek
je nulovy). Tedy det A = det A = 0. O

6.7 Rozklad podle sloupci

Podivejme se nyni, jaky je vztah mezi determinanty matice a jeji transpozice (viz Definice [5.17).
Ptipomenme, ze transponovana matice ke ¢tvercové matici je opét ¢tvercova matice.

Véta 6.14. Pro libovolnou matici A plati

det AT = det A.
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Diikaz. Dukaz provedeme indukei podle stupné n matice A. Pro n = 1 je tvrzeni ziejmé.
Necht véta plati pro n — 1 s n > 2 a dokazme ji pro n. Z Véty dostavame (pro vsechna
kE=1,...,n)

det AT = Z aJTk aTjk, kde a" = (—1)7* det(AT) 5
k=1

a matici (A7) dostaneme z matice AT vyskrtnutim j-tého fddku a k-tého sloupce. Ponévadz
plati (podle definice transpozice)

(AT)je = (Ary)"
a matice Ag; je stupné n, z indukéniho predpokladu plyne
det(AT)jk = det(Akj)T = det Akj .

Uzitim této identity dostdavame

n

n
ndet AT = Z Z a]Tk aTjk>
j=1 \k=1

n

n
_ T Tik
= E ajy, @
j=1

— Z(—1)j+’f aly det(AT)jk>

k=1 \j=1
= Z Z(—l)j+k akj det Am)
k=1 \j=1
=ndet A,
z ¢ehoz plyne pozadované tvrzeni. O

7 predchozi véty a Véty plyne dudlni tvrzeni.

Véta 6.15 (Rozklad determinantu podle sloupcu).

Vk=1,...,n, detA:Zajkajk.

J=1

7 této veéty pak plynou analogické dudlni dusledky.

Dusledek 6.16. Twvrzeni a Disledek 6.3, [6.9, (610 o [6.11, Lemma a
Torzeni[6.13. zustanou v platnosti, nahradime-li slovo “rddek” slovem “sloupec”.
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6.8 Kritéria pro invertibilitu a linearni nezavislost

VVVVVV

dévé velice uzitecné kritérium pro rozhodnuti, zda (i) matice je invertibilni; (ii) sada vektora
na souradnicovém prostoru linedrné nezavisla. Staci spocitat determinant.

Véta 6.17. Nasledujici turzeni jsou ekvivalentni:
(i) matice A je invertibilni;
) sloupce matice A jsou linedrné nezdvislé;
(i) rddky matice A jsou linedrné nezdvislé;
)

det A # 0.

Diikaz. Dokazme jednotlivé ekvivalence.

(i) < (ii) | Matice A je invertibilni tehdy a jen tehdy, pokud zobrazeni T4 definované v (6.1))
je invertibilni (viz text pod Definici [61)). Podle abstraktni Veéty B.44] plati, ze T4 je invert-
ibilni tehdy a jen tehdy, pokud T4 je surjektivni. AvSak obor hodnot zobrazeni T4 je roven
linedrnimu obalu sloupct matice A (viz text nad Definici [5.14]), tedy T'a je surjektivni tehdy
a jen tehdy, pokud tento linearni obal generuje cely prostor K". Ponévadz vime, ze tento
prostor je n-dimenzionalni, dostavame podle Tvrzeni[2.34] Ze linedrni obal sloupcu matice A
generuje cely prostor K” tehdy a jen tehdy, pokud tyto sloupce jsou linearné nezavislé.

(ii) <> (iii) | Toto tvrzeni plyne pffmo z rovnosti rank A = rank A” (viz Véta B211(ii)).

(ili) < (iv) | Implikace (iv) = (iii) je pouhd obména Tvrzeni[6.13l Zbyva tedy dokdzat opacnou
implikaci (iii) = (iv). Budeme postupovat indukeci podle stupné n matice A. Pro n = 1 je
implikace zfejma. Je-li to pravda pro n > 1, dokazme implikaci i pro n + 1.

Ponévadz tadky matice A = (ajk);k=1,..nt1 Stupné n+1 jsou linedrné nezavislé, je v prvnim
fadku alespon jeden nenulovy prvek ap, p € {1,...,n+ 1}. Pfiddme-li ke kazdému k-tému
sloupci matice A pro k =1,...,n+ 1, k # p, —a1;/a1, nasobek p-tého sloupce, dostaneme
matici B = (bji)jk=1,..n+1, jez ma v prvnim fadku jediny nenulovy prvek, a to by, = ay,.
Rozvineme-li det B podle prvniho fadku, dostaneme

det B = (=1)"*? ay, det By,

kde matici By, dostaneme z matice B vyskrtnutim 1. fadku a p-tého sloupce. K zakonceni
dukazu staci dokézat, ze fadky matice By, stupné n jsou linedrné nezavislé, a pouzit indukéni
predpoklad.

Kdyby byly fadky matice By, linearné zavislé, pak jsou i jeji sloupce linedrné zavislé (ek-
vivalence (ii) < (iii)). Ponévadz vsak v prvnim fadku matice B jsou kromé p-tého mista
samé nuly, byly by sloupce matice B linearné zavislé, a tudiz i jeji fadky linedrné zavislé.
Ponévadz zpusob, jakym byla matice B z A vytvotena, zachovava linearni nezavislost radkua
(presvedcte se o tom), dostavame spor s linedrni nezavislosti fadka matice A. Tedy radky
matice By, jsou linedrné zavislé. O
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6.9 Obecné Cramerovo pravidlo

Nyni se dostavame do pozice, v niz jsme schopni pouzit pojem determinantu pro konstrukci
inverzni matice libovolného stupné.

Véta 6.18. A (cof A)T = (cof A)TA = (det A) I.

Diikaz. Pozadované tvrzeni je ekvivalentni rovnostem
n n
g ajia]” =0 det A a E a;,a"” = 0 det A.
i=1 i=1

Pro j = k prvni rovnost plyne z Véty (rozklad determinantu podle Fadka) a druhd
rovnost plyne z Véty [6.15] (rozklad determinantu podle sloupcu). Pro j # k mame (rozklad

determinantu podle fadku)

Z ajiaki =det A,

i=1
kde A je matice, kterou dostaneme z A tak, ze k-t§ fadek nahradime j-tym fadkem. Matice A
mé tedy dva tadky stejné, a tudiz det A = 0 (Dusledek B.5). Obdobné (uzitim rozkladu
determinantu podle sloupcil) ukdzeme, Ze i druhd sume je rovna nule pro j # k. O

Dusledek 6.19. Necht matice A je invertibilni. Potom plati

_ 1
ATl = detA(cofA)T.

Tento vzorecek mechanizuje teseni operatorové rovnice Axr = y. Skutetné, pokud A je
invertibilni, mame jednoznacné dané fesenf x = A~1y.

6.10 Determinant soucinu je soucin determinantia

Véta 6.20. Necht A, B € K™*". Potom plati

det(AB) = det A det B.

Diikaz. Jako prvni véc si uvédomme, ze stac¢i ukazat nasledujici:
VA e K" Jy, € K, VB € K™, det(AB) = 4 det B. (6.24)
Skutecné, pro specidlni volbu B := I dostaneme det A = v4. Dokazme tedy toto tvrzeni.

Jiz vime, ze tddky matice C' := AB jsou linearni kombinace rddkt matice B; ptesnéji (podle
definice sou¢inu matic) plati
n
Cj = Z ajkbk s
k=1
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kde ¢; je oznaceni pro fadky matice C' a b; je oznaceni pro fadky matice B, j = 1,...,n.
Uzitim Dusledku [6.11] a [6.10] dostavame

n
1 g A1k, b,

Co k1=1
detC =det | . | =det Co
Cn :
Cn
b,
n Co
= Z ayk, det
ki=1
Cn
bk,
n n ka
=Y Y e |
ki=1 ka=1 :
Cn
bk,
n bk
= Z A1k, A2k, - - - A, det .2
k1,k2,....kn=1 :
b,
Pro determinant vystupujici na poslednim fadku plati
b,
det br., 0 & File{l,....n}, i Al ki=k,
e =
Ekiko...kn det B < Vi,le {1,...,77,}, Z#l, ki?’ékla
b,
kde symbol €g,x,. &, (pro navzajem ruzna cisla ki, ko, ..., k, € {1,...,n}) je bud +1, nebo

—1 (podle hodnot éisel ky, ko, . .., k). Dostavame tedy pozadované tvrzeni (6.24) s

n

YA = E A1k A2k - - - Onky, Ekiko.. ky s

k1,k2,....kn=1
Vi, le{1,...,n}, i#l, k;#k;

¢imz je dukaz u konce. O

Poznamka 6.21. Permutaci usporddané n-tice prirozenych ¢isel (1,2,...,n) nazveme jak-
oukoli n-tici (K1, k2, ..., k), kde 1 < k; < mnproviechna j € {1,...,n} ak; # k; pro vSechna
i,j€{1l,...,n}, i #j. Rekneme, ze permutace je sudd, musime-li provést sudy pocet vimen
dvou sousednich prvku n-tice (ki, ks, ..., k,), abychom dostali n-tici (1,2,...,n); naopak
fekneme, ze permutace je lichd, je-li tento porebny pocet lichy. Potom pro symbol e, k,. k.
vystupujici v predchozim dukazu plati

. _J+1 & (ki ko, ky)  jesudd permutace,
Fuka dn -1 < (ki ko, ..., k,) jelichd permutace.
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Definujeme-li navic, ze €k, k, = 0, jakmile existuji dva ruzné indexy i,0 € {1,...,n}
takové, ze k; = k;, pak z predchoziho dukazu plyne vztah

n

det A = E Ekiko..kn U1k W2ky - - - Onk,
k1 ko kn=1

pro libovolnou matici A € K"*". Tato rovnost se obycejné bere za definici determinantu
matice A. Objekt €y, k,. k, se nazyva Levi-Civituv symbol.

6.11 Zména baze

Ctvercovou matici stupné n muzeme chépat jako matici néjakého linedrniho zobrazeni T' z n-
dimenzionalniho vektorového prostoru V do toho samého prostoru. Avsak matice zobrazeni
zavisi na volbé baze v prostoru V; dvé rozdilné baze muzou dat odlisné matice zobrazeni T'.
Nyni se podivame na to, jak tyto matice spolu souvisi. Za chvili rovnéz pochopime, proc¢ se
touto souvislosti zabyvame zrovna v kapitolce o determinantech.

Pripomenme, ze matici linedarnitho zobrazeni T': U — V vzhledem k bazim (uy,...,u,) v U
a (vy,...,v,) ve V jsme znacili symbolem

M(T, (g, yup), (v, ... ,vn)) )

V piipadé linearnitho zobrazeni 7' : V — V. kdy vychozi a cilovy prostor je ten samy, a
pokud zvolime stejnou bazi vy,...,v, jak ve vychozim, tak cilovém prostoru, méa smysl
znaceni matice T' zkracovat na

M(T, (vl,...,vn)) = M(T, (vl,...,vn),(vl,...,vn)).

Navic, pokud bude volba béze zifejm4 z kontextu, budeme znaceni opét zkracovat na M(T).

Podivejme se nejdiive na identické zobrazeni I : V — V : {v — v}. Pokud zvolime stejnou
bazi (vy,...,v,) ve vychozim i cilovém prostoru (coz je v obou piipadech ten samy pros-
tor V), dostaneme identickou matici (na diagonale samé nuly a vSechny ostatni prvky jsou
rovny nule)

1 0
M(I, (vl,...,vn),(vl,...,vn)) = , (6.25)
0 1
a to pro libovolnou volbu baze (vy,...,v,). (Pfipomenme, ze tuto matici jsme opét znacili

schismatickym symbolem I, viz (6.3]).) Nésledujici tvrzeni souvisi s otdzkou, jak vypadd
matice identického zobrazeni, pokud zvolime odlisné baze pro vychozi a cilovy prostor.

Tvrzeni 6.22. Necht (uy,...,u,) a (vi,...,v,) jsou libovolné bdze ve V. Vzhledem k témto
bazim je matice M (I, (Ut ... Up), (U1, ... ,vn)) invertibilni a plati vztah

M(I,(ul,...,un),(vl,...,vn))_l =M(I, (v1,...,00), (U1, ..., up)) -
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Diikaz. Pripomenme nejdiive, jak souvisi ndsobeni matic se sklddanim linearnich zobrazeni.
Za timto ucelem uvazujme tii vektorové prostory U, V a W a jejich baze (uq,...,u,),
(v1,...,vn) @ (wy,...,wy). Necht T € Z(U,V) a S € Z(V,W). Slozené zobrazeni ST

je linedrni zobrazeni z U do W. Mame tedy takovyto diagram:
dim V=n
/ \
u W

dim U=p ST dim W=m

Pro matice téchto zobrazeni vzhledem k uvedenym bazim plati vztah

M(ST, (ul,...,up),(wl,...,wm))
= M(S, (U1, .« 0n), (w1, .. .,wm)) M(T, (g, ... up), (v, ... ,vn)). (6.26)

Uzitim tohoto obecného vztahu pro specidlni volbu U :=V W :=V S =1, T =1 a
w; := u; a pripomenutim (6.25]) dostaneme

I = M(I,(vl,...,vn),(ul,...,un)) M(I,(ul,...,un),(vl,...,vn)).

Zaménou roli u a v pak dostaneme také vztah

I = M(I,(ul,...,un),(vl,...,vn)) M(I,(vl,...,vn),(ul,...,un)).

Tyto dvé rovnice davaji pozadovany vztah. O

druha béze je kanonickd, snadno ovérime rovnost

MU (). D (@) = (5 3)-

Spoc¢tenim inverze matice, jez vystupuje na pravé strané (napiiklad uzitim vztahu (GI0)) a uzitim
Tvrzeni[6.22] dostaneme

1/3 -5
MU () (.3 =3 (5 7).
aniz bychom vektory kanonické bdze museli pracné rozkladat do baze ((3),(3)). &

Nésledujici véta zodpovidéd otazku, jak se matice zobrazeni méni pfi zméné baze.

Véta 6.24. Necht T € £ (V) a wvazugme ve V dvé bdze (uy, ..., u,) a (vy,...,v,). Potom
plat?

M(T, (ul,...,un)) = Qil M(T7 (Ula---7vn))Q7
kde
Q = M(I, (ul,...,un),(vl,...,vn)).
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Diikaz. Uzitim obecného vztahu (626) pro specidlni volbu U :=V, W :=V, S:=T, T :=1
a w; := v; dostaneme

M(T,(ul,...,un),(vl,...,vn)) = M(T,(vl,...,vn)) M(I,(ul,...,un),(vl,...,vn)).

(. >

Q

Zaroven, uzitim (6.26) pro specidlni volbu W :=V, W:=7V, S :=1 a w; := u;, mame

M(T, (ul,...,un)) :1\/I(I, (vl,...,vn),(ul,...,un)lM(T, (ul,...,un),(vl,...,vn)).

Q-
Kombinaci téchto dvou vztahu dostaneme pozadované tvrzeni. O
Matici @ tikdme matice prechodu od staré baze (vy,...,v,) k nové bazi (uq,...,u,). Ve

sloupcich mé matice () zapsany souradnice vektoru nové baze vuci staré béazi.

6.12 Invarianty

Invariantem linearntho zobrazeni T € £ (V) nazveme takovou charakteristiku jeho mat-
ice, jez nezavisi na volbé baze ve V, vzhledem k niz je matice zkonstruovana. Takovouto
charakteristiku pak muzeme vztahnout i na samotné zobrazeni T

Uz vime, ze hodnost matice je pravé takovym invariantem. Na to jsme pfisli tak (viz
Tvrzeni B.15]), ze hodnost matice zobrazeni (viz Definice 5.14)) vzhledem k jakékoli bazi
byla rovna diive zavedenému pojmu hodnosti zobrazeni (viz definice pod Vétou B.35), jez
samoziejmé na volbé baze nezavisi.

Z Vety B30 pak rovnou vidime, ze dimenze jadra matice (coby zobrazeni na soufadnicovém
prostoru) je dalsim takovym invariantem.

V této kapitolce jsme se zabyvali determinanty ¢tvercovych matic. Kazdou takovou matici
muzeme chapat jako matici néjakého abstraktniho linearntho zobrazeni T' € £ (V) vzhledem
k néjaké bazi ve V. Zménime-li bazi, dostaneme obecné jinou matici, avSak determinant se
nezmeéni diky Vétam a Determinant matice je tedy invariantem a mé& smysl
zavést pojem determinantu linedrniho zobrazeni (coby determinant jeho matice vzhledem
k libovolné zvolené bazi).

Na zaver si predstavme jesté jednu dulezitou charakteristiku ¢tvercové matice.

Definice 6.25. Stopa matice A = (ajx); k=1, je ¢islo

trA=ay+- -+ ap, .

Stopa matice je tedy soucet jejich prvku lezicich na diagonale.

Nésledujici tvrzeni se obcas nazyva “cyklicnost” stopy.

Tvrzeni 6.26. VA, B € K"*",
tr(AB) = tr(BA).
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Diikaz. Necht A = (ajk)jr=1, .n & B = (bjr)jk=1,.n- Podle definice stopy a sou¢inu matic

mame . L
tr(AB) =Y > ajby = > Y byaj, = tr(BA),
j=1 r=1 r=1 j=1
kde jsme pouze zaménili poradi sumace. O

V dusledku tohoto tvrzeni a Véty [6.24] dostavame, ze stopa matice je invariantem a opét
mé smysl zavést pojem stopy linearniho zobrazeni.

V nasledujici kapitolce se sezndmime s dalsimi invarianty linedrniho zobrazeni.
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6.13 Cviceni

1. Spoctéte determinant nasledujicich matic (zna¢me si kazdou z nich jednotnym sym-
bolem A) a najdéte jejich transponovanou, sdruzenou a kofaktorovou matici. Rozhodnéte,
zda jsou matice invertibilni a pokud ano, spoctéte inverzni matici.

(a) (b) () (d) (e) (f)

i 00 0
13 1 —i 1 ;:;8 }:;8 01 -1 0
0 2) \z 2) \2 2) \g 7 L) \g { 3) o120

00 1 -3

[(a) det A=2, AT = A* = (19), cof A=(%7), A =1(37);
b) det A =0, AT = (L 3), A= 5) cofA (272, A1 neexistuje;

(
( T 21 21 ] 3
(c)det A=4, AT =(1%), A = (1, F), cof A= (2 7)), A =1(2,7);
. 1 0 ,
(d) det A =0, AT = A* = (fl -2 1 ), cof A= (f;i 5 jl), A~ neexistuje;

0 0 -3 00 0 o
(e) det A =3, AT = A* = (jl b ), cof A = (f?) i’ jl), At =1 (373 0 ):

0 0 =3 0 0 -1

30 0 0
(f) cof A = <8 O >, pro zbytek uzijte blokovy tvar matice a vysledky v (e).]
00 0 —i

2. Vyfteste soustavu linearnich algebraickych rovnic

1 -1 1 1
Ax =y, kde A=(1 1 —-1], y:=1]1
0 -1 2 1

a x € R? je hledany vektor: (a) pifmym vypoctem; (b) spoctenim inverzni matice.

[(b) A~? :%(:lf%(j> r=A"1y= G)}

3. V trojrozmérném realném soufadnicovém prostoru definujme vektorovy soucin pred-

pisem
U1 U1 UzV3 — U3V2
U9 X | Vg = | usv; —uvs |,
us U3 U1V — UV
—— N ~ ~
u v UXv

kde w1, ug, usg, v1,v9, v3 € R.

(a) Ukazte, ze formdlné plati snadno zapamatovatelny vzorec (Vu,v € R?)

€1 € €3
u X v = det Uy Uz usz),
U1 U2 U3

kde e, s, 3 je kanonickd baze v R3.
(b) Ukazte, ze plat{ vztah (Vu,v,w € R3)

Uy Uz Uj
(u,(vxw))=det | v vo 3
wr w2 W3

(c) Dokazte nasledujici vlastnosti (Vu, v, w € R3):



David Krejéitik 6. Determinanty 103

(i) uxv=—vXu; (antikomutativita)
i) ux(v+w)=uxv+uXw; (distributivita)
(i) u x (v X w) =v(u,w) —w {u,v); (bac—cab)
(iv) ux (vxw)+vx(wxu)+wx(uxv)=0; (Jacobiho identita)
(v) (u, (v x w)) = (v, (w x u)) = (w, (uxv)). (cykli¢nost)

(d) Interpretujte vektorovy soucin geometricky:
(i) |lu x o] = [Jull/||v|| sin ¢, kde ¢ je dhel mezi vektory u a v;
[Hint: Pouzijte vlastnosti (v) a (iii) vyse a Cviceni LOI2|
(ii) |(u, (v X w))| = objem rovnobéznosténu tvoreného vektory wu, v, w.

4. V tomto cviceni si ukdzeme dalsi motivaci pro zavedeni determinantu, jak tento
pojem tzce souvisi s objemem téles (ve vyssim kurzu upotiebite pfi substituci ve
vicerozmérnych integralech). Necht  C R” je omezend oteviend mnozina v n-rozmeér-
ném eukleidovském prostoru a uvazujme libovolné linearni zobrazeni 7' : R” — R™.
Zapusobime-li zobrazenim 7" na kazdy bod mnoziny € (body interpretujeme jako vek-
tory v R™), dostaneme pretransformovanou mnozinu

T(Q) :={Tx:z€Q}.

Plati obecné tvrzeni
T(Q)] = |det T'| ||
kde stejnym symbolem | - | zna¢ime jak objem télesa, tak absolutni hodnotu.

(a) Dokazte tvrzeni pro krychli 2 = (0,1)" v libovolné dimenzi n € N* a T" diagonalni,

t.j.
X1 )\1l‘1 )\1 O T
)= : = 5
kde Ay,...; A, € R jsou libovolna cisla. Jaky je geometricky vyznam zdefor-

mované krychle 7'(€2)7

(b) Dokazte tvrzeni pro ¢tverec 2 = (0,1)% v roviné a T libovolné, t.j.

T 1\ (61171 T aex2\ (a1 apo T
- — 9
T Q2121 + Q2272 21 G2 T2

kde a1, aq2, as1, aze € R jsou libovolna cisla. Jaky je geometricky vyznam zdefor-
movaného ¢tverce T'(2)7

[(a) T(Q2) = (0,A1) x -+ x (0, \,;) je obecny kvadr.
(b) T'(2) je rovnobéznik.
Obecné plati | det(vy, . .., v,)| = objem rovnobéznosténu tvoreného vektory vy, ..., v,.
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7 Spektrum

V kapitolce B jsme se zabyvali linedrnimi zobrazenimi z jednoho vektorového prostoru do
jiného vektorového prostoru. Nyni se zaméfime na linedrni zobrazeni z jednoho vektorového
prostoru do toho samého vektorového prostoru, kterym budeme prilezitostné rikat operdtory.
Studium takovychto zobrazeni predstavuje nejhlubsi ¢ast linearni algebry, s mnoha ap-
likacemi ve fyzice i jinde.

Ponévadz vétsina klicovych vysledku z této prednasky neplati na nekonecéné dimenzionalnich
vektorovych prostorech, budeme se vyhradné zabyvat koneéné dimenzionalnimi vektorovymi
prostory. Abychom se vyhnuli obtézujicim trivialitam, vypustime ze vSech tivah nulovy pros-
tor {0}. V této kapitolce tudiz predpoklddame nasledujici:

‘ V := konecné dimenzionalni, nenulovy vektorovy prostor nad K.

7.1 Motivace 1: Diferencialni rovnice

Pro dany operator T : 'V — V a vektor ug € V, uvazujme Cauchyho tlohu

w(t) =Tu(t),  te€[0,00), (7.1)

kde u : [0, 00) = V je vektorové funkce, kterou hleddme. Prvni fadek v ([I)) je diferencidlni
operatorova rovnice a druhy tadek je pocatecni podminka. Pokud parametr ¢ chdpeme jako
cas, operatoru 7' se tika generdtor ¢asového vyvoje. Derivace vektorovych velicin se zavadi
stejnym zpusobem jako derivace skalarnich funkei:

u(t +€) — u(t)

/ R
u'(t) = ll_r)r(l) . : (7.2)

kde vsak pro vektory v., vy € V definujeme
limv. =vy <= lim|v. — v =0
e—0 e—0

pomoci jakékoli normy || - || na prostoru V (napiiklad pomoci normy definované skaldrnim
sou¢inem, pokud je V vektorovy prostor se skalarnim sou¢inem).

Mnoho fyzikélnich tiloh vede diferencidlnim rovnicim typu ([Z.I]). V piipadé nekoneéné dimen-
zionédlnich vektorovych prostoru sem spadaji i fundamentalni rovnice vedeni tepla, vinova a
Schrodingerova. Uvedme si viznamnou tiidu pifkladi z klasické mechaniky.

Priklad 7.1 (Newtonuv pohybovy zdkon). Uvazujme pohyb télesa (hmotného bodu) o hmotnosti m po
piimce R, na néjz pusobi sila F'. V ¢ase t je poloha a rychlost télesa popsdna vektory x(t),v(t) € R. Podle
druhého Newtonova pohybového zdkona (zdkon sily) rychlost télesa v spliuje Cauchyho tlohu

{mv'(t) =F(t), 3)

kde vg € R je poc¢dtecni rychlost (rychlost télesa v ¢ase nula). Ponévadz rychlost je (podle definice) zména
polohy za infinitezimaln{ zménu ¢asu, poloha télesa = spliuje Cauchyho tlohu

(t)

{z(O)

(7.4)

v(t),
Zo,
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kde zp € R je pocdteéni poloha (poloha télesa v ¢ase nula). Chdpeme-li polohu z a rychlost v ¢dstice
coby soufadnice vektoru v dvojdimenziondlnim (fizovém) prostoru R?, mizeme diferencidlni rovnice
s pocatecnimi podminkami (73] a (4] zapsat v elegantnim maticovém tvaru

I
(7) - (2)
=(r]),
! m (7.5)
z(0)\ _ (zo
v(0) ) \wo )’
kde pro piehlednost vynechavdme psani argumentu s ¢t. Zde derivaci eukleidovského vektoru chédpeme po

slozkéch, coz je konzistentni s obecnou definici ([(T.2]). Predpoklddejme nyni, ze sila F' zdvisi na ¢ase pouze
skrze Gasovy vyvoj polohy a rychlosti pohybujici se ¢éstice, t.j. F(t) = f(x(t),v(t)) pro néjakou danou

s v

funkci f. Navic predpokladejme, Ze tato zavislost je linearni, tedy ze existuji ¢isla «, 8 € R takové, ze
f(z,v) = azx + Bv. (7.6)

Za tohoto ptredpokladu je (ZH) ekvivalentni Cauchyho tdloze

6= D0)

v)] “\ae B)\u)

mom (7.7)
z(0)\  (zo
v(0))  \wo )’

coz je specidlni piipad abstraktniho problému (7).

Linearita (76]) je vskutku silny pfedpoklad o charakteru pusobici sily. Na druhou stranu tento vzorec
obsahuje pohybové zakony, které dobte znate:

1. Rovnomeérny primocary pohyb: na téleso nepusobi zaddna sila.

2. Pohyb telesa v odporujicim prostiedi: ¢im veétsi rychlost, tim vétsi odpor prostiedi
(sila teéleso brzdi, proto pusobi proti sméru pohybu télesa); 5 je konstanta charakterizujici odpor
prostiedi pro dané téleso.

3. Harmonickyj oscildator: ¢im vétsi vychylka, tim vétsi sila ptsobici proti sméru pohybu

kulicky na pruziné; « je konstanta charakterizujici tuhost pruziny. Pro @ < 0, 8 < 0 dostdvame
tlumeny harmonicky oscildtor; § je konstanta imérna koeficientu odporu (naptiklad prostiedi, v némz
oscilator kmita).

Kromé téchto kanonickych pohybovych zdkonu lze (0] chépat jako linedrni aproximaci obecné sily f =
f(z,v) pusobici na téleso. O

Zamysleme se nyni nad tim, jak operdtorovou rovnici (ZII) vytesit. Zkusme se nejdiive
podivat po existenci “stacionarnich” teseni

u(t) = eMug, (7.8)
kde A € K a up € V. Kvuli splnéni pocdtectni podminky v (1) je jasné, ze zde vys-
tupujici vektor ug musi byt pravé pocatecni vektor z casove zavislé ulohy (Z]). Hleddme tedy

neznama cisla A a vektory ug takové, ze staciondrni Ansatz (7.8) fesi (7T1)). Dosazenim (7.8)
do diferencidlni rovnice z prvniho faddku tlohy (ZI]) dostaneme ¢asové nezavislou rovnici

TUO = )\UO . (79)

Vyftesenim této rovnice (v niz jak éisla A, tak vektory wg jsou nezndmé!) tedy dostaneme
alespon specidlni feseni ([Z.8)) rovnice (Z1]). Na konci tohoto kurzu uvidime pozoruhodnou
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véc, ze znalost vSech Feseni staciondrniho problému (Z.9) staci k dplnému vyteseni ¢asové
z&vislé dlohy () (v tomto kurzu alespon pro specidlni tiidu operdtoru T).

Pro nulovy vektor uy = 0 je feSenim rovnice (Z.9) libovolné ¢islo A, a to bez ohledu na tvar
operatoru 7. Z tohoto duvodu je rozumné se v problému (7.9) omezit na netrividlni feseni
(odpovidajici nenulovym vektorum ).

7.2 Motivace 2: Invariantni podprostory

Uvazujme linearni zobrazeni
T:V—=V:{v—Tv}

a pripomenme znaceni T' € Z (V). Predpokladejme, ze mame direktni rozklad
V=U & - DU,,
kde U; CC V, j =1,...,m. Pak k pochopeni zobrazeni T" staci chapat ziZend zobrazeni
Thy: Uy =V {v= To},
jez by méla byt jednodussi, protoze U; je obecné mensi nez V. Dulezita situace nastava,

pokud T [y, zobrazuje vychozi prostor U; opét na U;, tedy pokud T [y, € £ (U;). Tato
situace je tak dulezita, ze ji ddme jméno.

Definice 7.2. Nechf 7' € Z(V) a U cC V. Rekneme, ze U je invariantni podprostor
vuci T', pokud plati:
Yu eV, el = Tuel.

Jinymi slovy, U je invariantni podprostor vuéi 7' tehdy a jen tehdy, pokud T [y € Z(U).

Piiklad 7.3. {0} CC V je invariantni podprostor vuéi 7. O
Priklad 7.4. V CC V je invariantni podprostor vuci 7. &
Piiklad 7.5. kerT CC V je invariantni podprostor vuéi T (u € ker T = Tu =0 € ker T)). O
Priklad 7.6. ranT CC V je invariantni podprostor vué¢i T' (podle definice ranT). O

Piiklad 7.7. Uvazujme operdtor derivace na prostoru vSech polynomu nejvyse stupné m > 1,
D:Py =Py {p—p}.

Pak podprostor P,,_1 CC P, je invariantni vuéi D, protoze derivace polynomu nejvyse stupné m — 1 je
polynom nejvyse stupné m — 1 (ve skutecnosti je to polynom nejvyse stupné m — 2). O
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Podivejme se nyni na nejjednodussi mozné invariantni podprostory, a to invariantni pod-
prostory dimenze 1.

Snadno nahlédneme, ze U je jednodimenzionalni podprostor ve V tehdy a jen tehdy, pokud
existuje nenulovy vektor u € V takovy, ze

U = span(u) = {au: a« € K}. (7.10)
Podprostor U je tedy urcen vSemi nasobky vektoru u.

Pokud je U z (ZI0) invariantni podprostor vuéi zobrazeni T' € Z(V), pak Tu € U, coz
znamena, ze existuje ¢islo A € K takové, ze

Tu = \u. (7.11)

Naopak, pokud uw € V je nenulovy vektor splaujici (ZII]) pro néjaké cislo A € K, pak
podprostor U definovany v (Z.I0) je invariantni vaci 7.

7.3 Definice

Uvahy piedchozich, motivaénich podkapitolek (viz (C9) a (TI1)) nés privadéji k nejdulezitéjsi
definici linearni algebry.

Definice 7.8. Spektrum operdtoru T' € £ (V) je mnozina
o(T)={ eK: FueV, u#0, Tu= A\u}.

Prvky A mnoziny o(7T) se nazyvaji vlastni ¢isla operatoru T'. Nenulovy vektor u € 'V spliujici
Tu = Au se nazyva vlastni vektor operatoru T odpovidajici vlastnimu ¢islu A € o(7T).

Misto vlastni ¢islo budeme ptilezitostné pouzivat alternativni termin vlastni hodnota.

V této definici je nutné vyzadovat, ze vektor u je nenulovy, ponévadz s nulovym vektorem u
je rovnice T'u = Au splnéna pro vSechna cisla A € K, a to bez ohledu na tvar T, coz by ¢inilo
spektralni tlohu trivialni.

Mnozina vsech vlastnich vektoru operdtoru T odpovidajicich vlastnimu ¢islu A € o(7T) je
ziejmeé rovna ker(T'— A1)\ {0}. Specidlné tedy mame, ze celkovy pocet linedrné nezavislych
vlastnich vektoru operatoru 7" odpovidajicich vlastnimu ¢islu A se rovna

my(A) = dimker(7" — AI).

Cislu m,(\) ftkdme geometrickd ndsobnost vlastni hodnoty A\ € o(T). Pokud A € o(T) a
mgy(A) = 1, fekneme, ze A je geometricky jednoduchd vlastni hodnota a v opatném piipadé
fekneme, ze se jedna o vlastni hodnotu degenerovanou.

Z kapitolky [T 1lje zfejmé, ze Cauchyho iloha (7.1]) s generdtorem 7' mé netrividlni stacionarni
feseni tehdy a jen tehdy, pokud spektrum 7' je nepréazdné a pocatecni podminka v (TI)) je
prave vlastni vektor operatoru 7. Obdobné, z kapitolky [Z.2] je ziejmé, Ze jednodimenzionalni
invariantni podprostor vuéi zobrazeni T existuje tehdy a jen tehdy, pokud spektrum 7' je
neprazdné.

Obrézek na titulni strance (absorpéni spektrum Slunce) odpovida spektru linearniho opera-
toru (ovéem na nekonecné dimenziondlnim vektorovém prostoru), jenz v kvantové teorii
reprezentuje energii atomu (z nichz se Slunce skladd).
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7.4 Priklady vlastnich hodnot a vektora

Podivejme se nyni na par zakladnich ptikladu vlastnich hodnot a vektoru.

Pi#iklad 7.9 (Operator ndsobeni). Pro libovolné ¢islo o € K mé zobrazeni oI na vektorovém prostoru V
pouze jednu vlastni hodnotu, a to «, tedy
olal) ={a}.

Kazdy nenulovy vektor je vlastnim vektorem odpovidajicim vlastni hodnoté «, ponévadz ker(al — al) =
ker(0) = V. Geometrickd ndsobnost vlastni hodnoty « je zfejmé rovna dimenzi celého prostoru,

mg(a) =dimV.

Piiklad 7.10 (Rotace). Pro slozitéjsi priklad uvazujme zobrazeni
T:K?2 5 K?: Vs (TY) = U =1 (e .
Y T 1 0 Y
Pro volbu K = R mé zobrazeni hezkou geometrickou interpretaci: 7' oto¢i vektor v roviné R? o 90° kolem
pocatku proti sméru hodinovych rucicek (viz Cviceni B7H pro ¢ = m/2). Linearni zobrazeni mé vlastni
hodnotu tehdy a jen tehdy, pokud existuje nenulovy vektor, jenz je zobrazen na skalarni nasobek sebe

samého. Pootocenim vektoru o 90° v R? ziejmé nemtizeme dostat ndsobek toho samého vektoru. Zaveér:
pokud K = R, operator T' nemd vlastni hodnoty, tedy o(T) = @.

Pro volbu K = C je vsak zaveér zcela odlisny. Abychom nasli vlastni hodnoty operdtoru 7', musime najit
cisla \ € C takovd, ze operdtorova rovnice
Y Y

ma jina feseni nez x = y = 0. V naSem piipadé tomu odpovida systém linedrnich algebraickych rovnic

-y = Az,
T=MAy.

Dosazenim druhé rovnice do prvni rovnice dostaneme
—y =Ny,

jez je ekvivalentni (ponévadz y nemuze byt nula, aniz by zéroven & bylo nula) ¢iselné rovnosti
—1=)2,

jejimz feSenim jsou Cisla +i. Dostdavame tudiz vysledek, ze T' mé dvé vlastni hodnoty:

o(T)={i,—i}.

Vlastni vektory odpovidajici vlastnimu ¢islu ¢ maji tvar

u(i):a<1), kde a e C\ {0},

=4

a vlastni vektory odpovidajici vlastnimu ¢islu —i maji tvar
1
U(—q) = I} (’L) - kde pseC \ {0}

Vsimnéte si, ze vlastni vektory u;) a u(_;) jsou linedrné nezavislé. Ndsledné uvidime, Ze toto je zcela obecnd
vlastnost pro vlastni vektory odpovidajici ruzngm vlastnim hodnotam. Pro geometrické nasobnosti vlastnich
hodnot 47 zfejmé plati

mg(i) =1 =mg(—1),

jedna se tedy o jednoduché vlastni hodnoty. &



David Krejéiiik 7. Spektrum 109

Piiklad 7.11. Nechf C*®°(R) je vektorovy prostor nad C tvofeny spojitymi funkcemi, jejichz vSechny
derivace jsou rovnéz spojité:

C®(R) :

{1/1 .R—C: VkeN, p® spojitzi}

a uvazujme operator derivace
D:C*[R) = C*R) : {¢y =’}

Az

Ponévadz exponencidlni funkce 1, (2) := e zjevné splauji ¢} = Mpx pro véechna A € C, plati

o(D)=C.

Nyni uvazujme tu samou operaci derivace, avSak na restriktivnéjsim prostoru funkei
CO(R) :={¢ € C°(R) : supp® kompaktni},

kde supp ¢ C R znag¢f uzédvér mnoziny bodu, kde 1 je nenulové (kompaktnost je v tomto ptipadé ekvivalentn{

omezenosti). Nechf
Do : C3°(R) = Cg°(R) : {p = ¢'}.

Ponévadz exponencidln{ funkce 15(z) := e**, jez jsou jedinym FeSenim diferencidlni rovnice ¢} = iy,
nejsou nikde v R nula, mame ¢ ¢ C§°(R), a tudiz

O'(Do) =J.

U tohoto piikladu je viak naprosto nezbytné poznamenat, ze prostory funkci C*°(R) a C§°(R) jsou nekone¢né
dimenzionéln{ vektorové prostory, pro néz je potieba spektrum definovat jinak. Pfi této spravné definici (jiz
zde nebudeme zminovat) je i spektrum Dg rovno celé komplexni roviné. Nasi Definici [T.8 se v piipadé
nekone¢né dimenziondlnich vektorovych prostoru i#ikd bodové spektrum a vysledky tohoto piikladu ve
skutecnosti fikaji, ze spektrum operatoru D je ¢isté bodové a tvorené celou komplexni rovinou, zatimco
bodové spektrum operatoru Dy je skuteéné prazdné. &

7.5 Linearni nezavislost vlastnich vektoru

Véta 7.12. Necht T € £ (V). Pokud M, ..., \y jsou navzdjem odlisné vlastni hodnoty

operdtoru T a vy, ..., vy jsou odpovidajici vlastni vektory, potom plati:
Vi, ..., Um JSou linedrne nezdvislé.
Diikaz. Postupujme sporem. Necht vy, . . ., v, jsou linedrné zavislé. Necht k € N* je nejmens{
index, pro néjz plati
vk € span(vy, ..., Vg 1) -
To znamena, ze existuji ¢isla aq, ..., a1 € K takovéd, ze
Vp = QU1+ + Qp_1Vg—1 - (712)

Zapusobenim zobrazeni T’ na obé strany této rovnosti dostaneme
ARV = QAU + 0+ Q1 A1 Uk 1
Zaroven, vynasobenim rovnice (Z.I12]) dostaneme

AUk = g A\gU1 + -+ Qo1 ARUk—1 -
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Odectenim téchto dvou rovnic nakonec dostaneme vztah
0=ar(\g—A)v1+ -+ ap_1( Ak — Ap_1)Uk_1 -

Ponévadz vektory vy, ...,v,_1 jsou linearné nezavislé (podle definice indexu k) a A\, # A,
pro vSechna j = 1,...,k — 1 (podle predpokladu véty), dostavame vysledek

alz---:ak_lz().
To vsak znamend (viz ([I12)), ze vy, = 0, coz je ve sporu s predpokladem véty. O
Nésledujici dusledek predchozi véty tika, ze linedrni zobrazeni nemuze mit vice odlisnych
vlastnich hodnot nez je dimenze vektorového prostoru, na kterém funguje.

Disledek 7.13. Kazdy operdtor na V md nejvice dim'V ruznijch vlastnich hodnot.

Diikaz. Necht T € £(V). Pokud Aq,...,\, jsou navzdjem odlisné vlastni hodnoty zo-
brazeni T a vy,...,v,, jsou odpovidajici vlastni vektory, potom plati, ze vy,...,v,, jsou
linedrné nezavislé (viz predchozi Vétall12)). Tedy m < dimV (viz Steinitzova Véta2Z19). O
7.6 Existence spektra

V Prikladu jsme videéli, ze existuji operdtory (na redlném vektorovém prostoru), jez
maji prazdné spektrum. V této kapitolce si ukdzeme, ze spektrum operdtoru na (konecéné
dimenzionélnich, nenulovych) kompleznich vektorovych prostorech je vsak vzdy netrividlni.
Za timto ucelem si nejdiive ukazme vztah mezi spektrem a determinantem operatoru.

Véta 7.14. Necht T € £ (V). Potom plati

o(T)={\ e C: det(T — XI) =0}. (7.13)

Diikaz. Tvrzeni plyne z téchto ekvivalenci:
Aeao(T) = T — AI neni injektivni = det(T'—XI) =0,

kde prvni ekvivalence plyne piimo z Definice[.8], zatimco druhé ekvivalence je jedno z kritérii
Véty Pripomenme, Ze injektivita a invertibilita jsou ekvivalentni pojmy a zZe determi-
nant operatoru je invariant (det(7'— AI') muzeme spocitat jako det M(T'— AI) pro libovolnou
volbu béze). O

Uvédomme si dobfe platnost rovnosti
det(T — M) = det M(T — AI) = det (M(T) — AM(I)),

kde prvni rovnost byla zminéna uz na konci predchoziho dukazu a druha plati diky linearité
izomorfismu M. Z vlastnosti determinantu matice je pak zfejmé, ze

det(T — M) = a,\" + ap A"+ o)+ ag, (7.14)
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kde ap,...,ap € K, je polynom v proménné A, jemuz se tika charakteristicky polynom
zobrazeni T'. Pro krajni ¢isla vystupujici v polynomu (Z.I4]) zfejmeé plati

a, = (=1)", ap=detT,

kde n je dimenze uvazovaného vektorového prostoru. Z prvniho vztahu vidime, ze stupen
charakteristického polynomu je roven pravé dimenzi vektorového prostoru. Rovnici

det(T — M) =0 (7.15)

jez vystupuje v (I3)), se tik& charakteristickd rovnice zobrazeni T'. Véta [[ 14l tedy redukuje
vypocet spektra na feseni algebraické rovnice ([Z.15).

Véta 7.15. Kazdy operdtor na komplexnim vektorovém prostoru mda alespon jedno vlastni
c¢islo.

Diikaz. Necht T je operator na vektorovém prostoru dimenze n > 1. Véta [T.14 redukuje
vypocet spektra operatoru 7' na hledéni kotenu polynomu (ZI4]), jehoz stupen je pravé n.
Zakladni véta algebry (viz napt. [3, Thm. 4.7]) ndm Fikd, Zze kazdy polynom stupné n > 1
ma alespon jeden komplexni kofen. O

7 dukazu piedchozi véty je jasné, Ze muzeme Fict mnohem vice. Necht T je operdtor na
komplexnim vektorovém prostoru dimenze m > 1 a necht \,...,\,, jsou jeho navzdjem
odlisné vlastn{ hodnoty (m > 1). Pro kazdé k € {1,...,m}, necht m,(\x) znaci ndsobnost Ay
coby kotene polynomiélni rovnice (Z.I5]) a nazvéme toto pfirozené nenulové ¢islo algebraickou
ndsobnosti vlastni hodnoty A\, € o(7T). Pak plati

ma(A1) + -+ ma(Am) =n.
Skutecné, toto plyne z faktorizace polynomu

det(T — M) = c(X — Ay)™=P) (X = \,,)maGm)

jez je dusledkem zakladni véta algebry. Z tohoto duvodu byva ve spektralni teorii zvykem
ve vyctu vlastnich hodnot operdtoru kazdou vlastni hodnotu zopakovat tolikrat, kolik je
jeji algebraicka nésobnost. S touto konvenci muzeme preformulovat Vétu tak, ze kazdy
operator na komplexnim vektorovém prostoru dimenze n > 1 ma pravé n vlastnich cisel.

Student si snadno ovéri, ze v Piikladech [.9a[7. 10 jsou si geometrické a algebraické nasobnosti
vlastnich hodnot rovny. Obecné tomu vsak neni, jak ukazuje néasledujici piiklad. (Obecné
plati nerovnost m,(A) < mg(A).)

Piiklad 7.16. Uvazujme matici

4= (0 0

a odpovidajici zobrazeni T4 : C — C: {x — Az}. Snadno ovéfime, ze
o(Ta) ={0}.

Této nulové vlastni hodnoté odpovida pouze jeden vlastni vektor () ¢i presnéji

ker(T4) = span (((1))) .
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V dasledku toho vime, ze my(0) = 1. Avsak
det(A — XI) = \?,

z ¢ehoz vidime, ze m,(0) = 2. ¢

Z dukazu Veéty [[. 18] je rovnéz jasné, pro¢ situace kolem existence vlastnich hodnot operatoru
na redlnych vektorovych prostorech je zcela odlisnd (polynom nemusi mit zadny redlny
kofen).

7.7 Jednoduché matice

V [ kapitolce jsme diskutovali matici linedarntho zobrazeni z jednoho vektorového pros-
toru do jiného vektorového prostoru. Tato matice zavisela na volbé baze v kazdém z téchto
vektorovych prostoru. Nyni, kdy se zabyvame operatory (tedy linedrnimi zobrazenimi z jed-
noho vektorového prostoru do toho samého prostoru), vystacime pouze s jednou bazi. Navic
vyslednd matice bude ¢tvercova.

Abychom byli specifi¢téjsi, necht T € £ (V) a necht (vy,...,v,) je bdze ve V. Potom

ay ... Gip
M(T,(vl,...,vn)): : N
pl - Gy
kde prvky matice jsou (jednozna¢né) urceny rozklady
T, = a1v1 + - - + AppUy , k=1,...,n.

Cisla z tohoto rozkladu tvoif k-ty sloupec matice.

Pokud je T operator na soutfadnicovém prostoru K" a baze neni specifikovana, budeme vzdy
implicitné predpoklddat, ze volime bazi kanonickou. Pak dostaneme k-ty sloupec matice
operatoru 7" aplikaci na k-ty bazicky vektor.

Cilem linedrni algebry je ukdzat, ze pro kazdy dany operator T € Z(V) existuje béze
ve V, vzhledem k niz mé matice M(T') “jednoduchy tvar”. Jednoduchosti budeme rozumét,
ze “mnoho” prvku matice je nulovych. Co je mysleno mnohosti, ukazuje napiiklad tato
definice.

Definice 7.17.
e Horni trojuhelnikovd matice je matice, jez ma vSechny prvky pod diagonalou nulové.
e Dolni trojuhelnikovd matice je matice, jez ma vSechny prvky nad diagonédlou nulové.

e Diagondalni matice je matice, jez ma vSechny prvky kromé diagonaly nulové.

Horni trojihelnikova matice tedy vypadd néjak takto (diagonéla je vyznacena modfte):

aip a2 Qi3 ... Qip
0 92 Q923 ... QA9pn
0 0 ass ... Qagp

0O 0 0 ... apm
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Ptipomenme, ze diagonalou ¢tvercové matice rozumime prvky, jez lezi na Sikmé c¢are, jez jde
z levého horniho rohu do pravého dolniho rohu matice. Diagonalni matice je tedy matice,
jez je zaroven horni i dolni trojihelnikova matice. Transpozice horni trojihelnikové matice
je dolni trojuhelnikova matice a naopak.

Je-li matice horni trojihelnikova matice, budeme rovnéz iikat, ze matice je horniho troj-
thelnikového tvaru. A obdobné pro dolni trojihelnikovou matici a diagondlni matici.

Nasledujici tvrzeni demonstruje uzitecné spojeni mezi hornimi trojihelnikovymi maticemi
a invariantnimi podprostory.

Tvrzeni 7.18. Necht T € L (V) a (vq,...,v,) je bdze ve V. Ndsledugjici turzeni jsou ekvi-
valentni:

(i) M(T, (v1,...,v,)) je horni trojihelnikovd matice;
(i) Vk=1,...,n, Ty, € span(vy, ..., U);

(i) Yk =1,...,n, span(vy, ..., vx) je invariantni vicéi T.

Diikaz. Ekvivalence (i)<(ii) plyne piimo z definice. Implikace (iii)=-(ii) je rovnéz ziejma.
Zbyva tedy ukazat implikaci (ii)=-(iii).

Predpokladejme tedy, ze plati (ii). Zvolme k € {1,...,n}. Z platnosti (ii) vime, ze plati

Ty € span(vy) C span(vy,. .., ),

Tvy € span(vy, v2) C span(vy, ..., v;),

Ty € span(vy, ..., vg) .
V dusledku toho méame implikaci
v € span(vy, ..., V) — Tv € span(vy, ..., vg),
coz znamena, ze span(vy, ..., v;) je invariantni vaci 7. O

Nyni muzeme ukazat, ze pro kazdy operator na komplexnim vektorovém prostoru existuje
béaze, vzhledem k niz je matice operatoru jednoduchd ve smyslu samych nul pod diagonélou.

Véta 7.19. Necht V je komplexni vektorovyj prostor a T € £ (V). Potom existuje bdze ve V,
vzhledem k niz je M(T') horni trojuhelnikovd matice.

Diikaz. Dukaz provedeme indukei podle dimenze prostoru V. Tvrzeni ziejmé plati, pokud
dimV = 1. Predpokldadejme nyni, ze dim'V > 2 a pozadované tvrzeni plati pro vSechny
vektorové prostory, jejichz dimenze je mensi nez dim'V.

Necht A € o(T) je libovolné vlastn{ ¢islo operdtoru T' (Véta [LIH zarucuje, ze T m4 alespor
jedno vlastn{ ¢fslo). Necht
U :=ran(T — \I).
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Ponévadz T' — AI neni surjektivni (viz Véta B.44), plati striktni nerovnost m := dimU <
dim V. Navic plati, Zze U je invariantni vici 7. Abychom to dokézali, nechf u € U. Potom

Tu= (T —N)u+ \u.

Zrejmé (T — M )u € U (z definice podprostoru U) a Au € U. Tedy skutecné plati, ze U je
invariantni vuci 7.

Zuzené zobrazeni T [y je tedy operdtor na U (jinymi slovy T'[y€ £ (WU)). Diky nasi indukéni
hypotéze vime, ze existuje baze (uq, ..., uy) v U, vzhledem k niz ma zizeny operator matici
horniho trojihelnikového tvaru. Pro kazdé j = 1,...,m tedy plati (viz Tvrzeni [[.Ig])

Tu; = (T Tu)(uj) € span(uy, ..., u;) . (7.16)
Rozsitme nyni uq,...,u, € W CC V na bazi (uq,..., Uy, v1,...,v,.) ve V. Pro kazdé k =
1,...,r mame

Definice podprostoru U zarucuje, ze (T — A )vx, € U = span(uq, . . ., Uy). Ze vztahu (CIT)
tudiz dostavame
T € span(uq, . . ., Uy, U1, - - ., Ug) - (7.18)

Uzijme nakonec Tvrzeni [[.I8] abychom ze vztahu (Z16) a (T.I8) odvodili, ze T' ma matici
horniho trojihelnikového tvaru vzhledem k bézi (uy, ..., upm,v1,...,0,). O

V této vété je naprosto krucialni, ze uvazujeme operator na komplexnim vektorovém pros-
toru. Pro operatory na realném vektorovém prostoru tvrzeni obecné neplati, jak ukazuje
nasledujici priklad.

Piiklad 7.20. Uvazujme operator rotace

T - R2 — R2 . 1 Y —x2 _ 0 -1 T
: ‘ T 1 1 0 2
z Piikladu Piedpokladejme, 7e existuje baze v,w v R?, vii¢i niz ma T horni trojihelnikovou matici,
tedy
M(T, (v, w)) = (aél au) ,

@22

kde aj1,a12,a22 € R. Podle definice matice zobrazen{ (viz Definice 5.2)) to znamend, ze vektory v, w spliuji

rovnice
Tv = ayv,

Tw = a12v + assw .

Dosazenim akce operatoru 1" je prvni rovnice ekvivalentni skaldrni soustavé

—V2 = a11vy,
U1 = a1102,
kde v =: (,}). Dosazenim druhé rovnice do prvni dostaneme vztah (1 + a?,)vs = 0, z néhoz plyne, Ze

ve = 0 (zde je dulezité, ze a1y musi byt redlné), a z druhé rovnice pak plyne, ze i v1 = 0. Tedy v je nulovy
vektor, coz je ve sporu s predpokladem, Ze v, w jsou linedrné nezavislé (coby vektory baze). Dokazali jsme,
7e neexistuje baze, viuci niz mé operdtor T' horni trojuhelnikovou matici.

Jedna osvétlujici pozndmka na zavér. Kdyz v této kapitolce mluvime o matici operdatoru 7' : V — V|
vzdy bereme stejnou béazi ve vychozim i cilovém prostoru. Kdybychom povolili moznost volby ruznych bézi
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ve V, pak i pro operator z pravé uvazovaného piikladu existuji baze, vzhledem k niz mé matice operdatoru
(vzhledem ke dvéma ruznym bézim!) horni trojihelnikovy tvar, napiiklad

1 0
M(T, (e, €2), (e2,€1)) = <0 _1) .
Nésledujici tvrzeni plati jak na komplexnim, tak na redlném vektorovém prostoru, avsak na
realném vektorovém prostoru neni predpoklad splnén pro vsechny operdtory.

Tvrzeni 7.21. Necht V je vektorovy prostor se skaldrnim soucinem a T € £(V). Md-li
operdator T matici horniho trojihelnikového tvaru vzhledem k néjaké bazi ve V, pak md rovnéz
matici hornitho trojuhelnikového tvaru vzhledem k néjaké ortonormdlni bdzi ve V.

Diikaz. Necht operator T mé matici horniho trojihelnikového tvaru vzhledem k néjaké bazi

(vi,...,v,) ve V. Pak span(vy, ..., v;) je invariantni vhledem k 7" pro vSechna j =1,...,n
(viz Tvrzeni [[I])). Aplikaci Gram—Schmidtova ortogonaliza¢niho procesu (viz Véta [4.18)
dostaneme z (vy, ..., v,) ortonormalni bézi (wy, ..., w,) spliujici

Vie{l,...,n}, span(wy, . .., w;) = span(wy, . .., w;) .
Tedy rovnéz span(wy, ..., w;) je invariantni vhledem k 7" pro vSechna j = 1,...,n. Uzitim
Tvrzeni[Z.I8 dostavame, ze T' ma matici horniho trojihelnikového tvaru vzhledem k ortonormalni
bézi (wy, ..., w,) ve V. O

7.8 Spektrum jednoduchych matic

Nejdrive si ukazme, ze matice z Definice [[.I7] jsou vskutku jednoduché v tom smyslu, ze
jejich determinant je snadné spocist.

Tvrzeni 7.22. Necht A = (a;i)jk=1. .n je horni trojihelnikovd (nebo dolni trojihelnikovd

nebo diagondlni) matice. Potom plati:

det A = a11a922 .. .0Apy -

Diikaz. Opakvanym uzitim rozkladu determinantu podle prvniho sloupce (viz Véta [6.15]),
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dostaneme nakonec pozadované tvrzeni

a1 @12 @13 ... Qip
0 Q2o Q23 ... Q2p
Q99 Q923 ... Qo a a
33 ... QU3p
det | 0 0 asz ... as, | =qq det )
i 0 O a
0O 0 O . nn
33 a3p
= apnaxpdet | :
0 Ann
= a11022 . . . Qpn,
ponévadz kazda diléi matice je opét horni trojuhelnikova. O

Jak zjistit pohledem na matici operatoru, zda je operator invertibilni? Pokud méme stésti a
mame k dispozici bazi, vzhledem k niz je matice operatoru horniho trojihelnikového tvaru,
pak tento problém ma jednoduché feseni, jak ukazuje nasledujici tvrzeni.

Tvrzeni 7.23. Necht T € £ (V) md matici M(T) =: (a;x)jk=1....n horniho trojihelnikového
tvaru vzhledem k néjaké bdzi ve V. Potom plati, Ze T je invertibilni tehdy a jen tehdy, pokud
vsechny prvky na diagondle této matice jsou nenulové:

T je invertibilni — Vi=1,...,n, a;; #0.

Diikaz. Nejdiive si uvédomme tyto obecné ekvivalence:
T je invertibilni = M(T) je invertibilni = det M(T) #0,

kde prvni ekvivalence plati diky izomorfnosti zobrazeni M a druha ekvivalence je jedno
z kritérii Véty [6.17 Posledni vlastnost je vSak ekvivalentni dokazovanému kritériu, ponévadz

det M(T) = ayy - . . apy (viz Tvrzeni [[.22)). O

Jak zjistit pohledem na matici operatoru, jak vypadd jeho spektrum? Tento problém ma
opét jednoduché teseni pro matice horniho trojihelnikového tvaru.

Tvrzeni 7.24. Necht T € £(V) md matici M(T) =: (a;x)jk=1....n horniho trojihelnikového
tvaru vzhledem k néjaké bazi ve V. Potom plati, Ze vlastni hodnoty operdtoru T jsou rovny
diagondlnim prvkum této matice:

o(T)=A{ai1, -, an}-
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Diikaz. Necht (vy,...,v,) je bdze ve V, vzhledem k niz ma T' matici horniho trojthelniko-
vého tvaru:
a1 G2 a1z ... Qip
0 92 Q23 ... QAgpn
I\/I(T, (vl,...,vn)) —| 0 0 ass ... as,
0O 0 O Ann
Potom mame
ap; — A a2 a13 e QA1n
0 99 — A ao3 e Aop
M(T_)\Iv(vlu---uvn)): 0 0 a’33_)\ Qa3p, ,
0 0 0 ces Qpn — A

kde A € K je libovolné cislo. Podle Tvrzeni [[.23] vime, ze T" — AI neni invertibilni tehdy a
jen tehdy, kdyz A je rovno jednomu z ¢isel aqy, ..., Gn,. AvSak podle Definice [[.§ plati, ze A
je vlastni ¢islo operatoru 7' tehdy a jen tehdy, kdyz T — AI neni invertibilni. O

Spektrum jsme prozatim definovali pouze pro operdtory. Nyn{ si zaved me vhodnou definici
pro matice.

Definice 7.25. Vlastné cisla a vlastni vektory matice A € K™*" definujeme coby vlastni
¢isla a vlastni vektory zobrazeni

Ty:C"—C": {x— Ax}.

Zde je dulezité, ze operdtor Ty generovany matici A uvazujeme na komplexnim soufadnicovém
prostoru C", a to i kdyz A € R™*". Spektrum matice je tedy vzdy neprazdné.

7 Véty a Tvrzeni a[l.241této kapitolky dostdvame zajimavé pozorovani, ze determi-
nant matice muzeme spocist také tak, ze nelezneme vlastni ¢isla této matice a pronasobime
je mezi sebou. Toto pozorovani je konzistentni s diive diskutovanym pojmem invariantu,
ponévadz jak spektrum operatoru, tak determinant matice jsou objekty nezavislé na volbé
baze. Obdobné stopu matice dostaneme coby soucet vlastnich ¢isel této matice. Pro dulezitost
tohoto pozorovani si to shrinme.

Tvrzeni 7.26. Necht A € K™ a \,..., \n jsou navzdjem odlisné vlastni hodnoty A.
Potom plati:

(i) det A = AP \malm).
(11) trA = ma<)\1) )\1 + .o+ ma()\m) )\m;

kde mq(X;) je algebraickd ndsobnost vlastni hodnoty ;.

Diikaz. Podle Véty [[.19 existuje béaze, vzhledem k niz méa matice operatoru 74 horni troj-
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thelnikovy tvar. Jinymi slovy (viz Véta [6.24]),

B=Q'AQ,

kde B = (bjk)jk=1,..n je horni trojihelnikovd matice a () je matice pfechodu od staré baze
k nové. Uz vime, ze det B = det A (viz Vétal6.20) a tr A = tr B (viz Tvrzeni [6.26). Avsak

determinant horni trojihelnikové matice se spocte snadno a stopa jako obvykle:

detB:bH...bnn a trBIb11++bnn (719)
7 Tvrzeni [[.24] vime, ze kazdé z cisel byq,...,b,, je rovno néjaké z navzajem odlisnych
vlastnich hodnot Ay, ..., \,, zobrazeni T4, avSak je mozné, ze hned nékolik (stejnych) cisel

z bi1,...,bu, je Tovno té samé vlastni hodnoté. Ponévadz podle Véty [6.200 a Tvrzeni [7.22]
rovnéz plati

det(A—AI) =det(B — ) = (b11 = A) ... (bpn — A),
vidime, ze ¢islo bj; se v ([L19) opakuje pravée tolikrat, kolik je jeho ndsobnost coby kofene

polynomidlni rovnice (Z15). O

Rovnéz invertibilita operatoru je vlastnost nezavisla na volbé baze. Podle Veéty [T.19 a
Tvrzeni[.24]1ze tuto dulezitou vlastnost pro operatory na komplexnich prostorech redukovat
na vypocet a prozkouméni spektra libovolné odpovidajici matice.

Uz z téchto pozorovani tusime, ze spektrum je kli¢ k porozumeéni vlastnosti linedrnich zo-
brazeni.

7.9 Diagonalizovatelnost

Definice 7.27. Operator T € Z(V) je diagonalizovatelny, pokud mé diagonalni matici
vzhledem k néjaké béazi ve 'V,

Misto toho, ze operator je diagonalizovatelny, budeme rovnéz fikat, ze operator lze diago-
nalizovat.

Podle definice je operdtor T' € £ (V) diagonalizovatelny, existuje-li ve V béze (v1,...,v,)
takova, ze

A1 0
M(Ta(vla'“)vn)): )
0 An
kde A1, ..., \, € K jsou néjaka cisla. Podle Definice pro matici linedrniho zobrazeni lze

operator T diagonalizovat tehdy a jen tehdy, pokud prvky béaze (v, ..., v,) spliuji rovnosti

Tvy = Moy,

Tv, = A\, .

Operator T' mé tedy diagondlni matici vzhledem k néjaké bézi ve V tehdy a jen tehdy, pokud
je tato baze slozena z vlastnich vektoru operatoru T'. Prvky této diagonalni matice jsou pak
pravé vlastni hodnoty operatoru T' (viz Tvrzeni [T.24]).
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Nanestésti vsak ne kazdy operdtor ma diagonalni matici vzhledem k néjaké bazi. Pro
operatory na realnych vektorovych prostorech to uz vime (viz Priklad [7.I0] kde v redlném
pripadé vlastni hodnoty a vlastni vektory ani neexistuji). Tato smutnd skutecnost vsak
plati i pro komplexni vektorové prostory, pro néz vzdy néjaké vlastni vektory existuji (viz
Veta[l. 1), ale nemusi jich byt dostatek pro konstrukei béze, jak ukazuje nésledujici piklad.

Piiklad 7.28. Uvazujme operdtor (viz Piiklad [Z.T6))
. 2 9 X1 i) o 0 1 X1
e (6)-6 D)
V Piikladu [ZI6] jsme jiz vidéli, ze T m& praveé jedno vlastni ¢islo, a to nulu,

o(T) = {0},

jemuz odpovidd mnozina vlastnich vektoru z jednodimenziondlniho podprostoru

()

Operator T tedy nemé dostatek vlastnich vektoru, abychom z nich zkonstruovali bézi ve dvojdimenzionalnim
vektorovém prostoru C2. V diisledku toho neexistuje bze v C?, vzhledem k niz by mél operator T' diagonalni
matici. &

Nésledujici tvrzeni ukazuje, ze operator lze diagonalizovat, pokud ma tolik ruznych vlastnich
¢isel, kolik je dimenze vektorového prostoru.

Tvrzeni 7.29. Necht T € £ (V). Potom plati:

T ma dim 'V riznijch vlastnich hodnot = T je diagonalizovatelny.

Diikaz. Necht T ma dim V ruznych vlastnich hodnot Ai,..., Agimv @ necht vq,..., Vgimv
znaci odpovidajici vlastni vektory. Podle Véty jsou tyto vektory linedrné nezavislé a
ponévadz jich je pravé tolik, kolik je dimenze prostoru, tvoii bazi (viz Tvrzeni 2.34]). Zbyva
pripomenout, ze operator je diagonalizovatelny tehdy a jen tehdy, pokud jeho vlastni vektory
tvoii bazi (viz zacatek této kapitolky). O

Nésledujici priklad ukazuje, ze se jednd jen o postacujici podminku.

Priiklad 7.30. Uvazujme operator

71 4xq 4 0 0\ [z
T: K> — K3: 2o | = |4zl =0 4 0] | 22
I3 51‘3 0 0 5 I3

Snadno ovéfime, ze T mé pouze dvé vlastni ¢isla (4 a 5),
U(T) = {4’ 5} )

avSak jeho matice vzhledem ke kanonické bézi je diagonalni,

M(T, (61, €2, 63)) =

S O =
S =~ O
o O O
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&

Zakonceme tyto tvahy sadou ekvivalentnich podminek pro diagonalizovatelnost operatoru.

Tvrzeni 7.31. Necht T € L (V) a My, ..., Ay 0znacuji jeho odlisné vlastni hodnoty. Potom
ndsledugict vlastnosti jsou ekvivalentni:

(i) T je diagonalizovatelny;
(ii) ve V ezistuje bdze tvorend vlastnimi vektory operdtoru T';
(iil) existuji jednodimenziondlni podprostory Uy, ..., U, CC V, jez jsou invariantni vzhle-
dem kT a spliugi
V=U D - D Uy;
(iv) V=ker(T = M) ®--- @ ker(T — N\, 1);
(v) dimV = dimker(T — M) @ --- @ dimker(T — A\, 1).

Diikaz. Ekvivalenci | (1)< (ii) | jsme si uz ukazali.

(i)=-(iii) | Necht vy, ..., v, znaci vlastni vektory operdtoru T', jez podle predpokladu tvoif

béazi v prostoru V. Pro vSechna j =1,...,n polozme
U; := span(v;) .

Je ziejmé, Ze kazdé U; je jednodimenzionalni podprostor ve V, jez je invariantni vzhledem

k T' (ponévadz kazdé v; je vlastnim vektorem 7). Jelikoz (vq,...,v,) je baze, kazdy vektor
z 'V lze jednoznacné zapsat jako linearni kombinaci vektoru vy, ..., v,:
YoeV, daq,...,a, €K, v= v+ + QU .
~— ~——
€Uy ey,

Jinymi slovy, V=U; & --- & U,.

(iii)=(ii) | Pro dané j = 1,...,n, necht v; je nenulovy vektor z U;. Pak ovSem kazdy v; je

vlastnim vektorem operatoru 7" (ponévadz U; jsou jednodimenziondlni invariantni podpros-
tory podle predpokladu). Jelikoz plati (podle predpokladu)

VUEV, E”U;leul,...’uneun ’U:ul—i-..._i_un.

a kazdy z vektoru u; je skaldrnim nasobkem v;, vidime, ze (v1,...,v,) je baze ve V.

(ii)=(iv) | Ponévadz kazdy vektor z V muzeme jednoznacné napsat jako linearni kombinaci

vlastnich vektoru operatoru T' (ponévadz vlastni vektory tvoii bazi), plati
V=ker(T — M\I)+ -+ ker(T — \,I)

(nejednd se a priori o direktni soucet, jelikoz ker(7'— \;I) muze obsahovat dva ruzné vlastni
vektory). Abychom ukézali, Ze se ve skuteénosti jedné o direktni soucet, polozme (planujeme
uzit Vetu [L25)

O=1up+ -+ Up, (7.20)
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kde u; € ker(T'— \;1), j = 1,...,m. Jelikoz vektory uy, ..., u,, jsou linedrné nezavislé (viz
Véta [[12), dostavame z (L20), ze kazdy vektor u; = 0. Podle Véty [L20 se tedy jedna

o direktni soucet.

(iv)=-(v) | Tato implikace plyne z Véty 230l(ii).

(v)=(ii) | Zvolme béazi v kazdém z podprostoru ker(T' — \;I), j = 1,...,m, a tyto béze

dejme dohromady takovym zpusobem, ze dostaneme soubor vektoru (vy, ..., v,) ve V. Podle
konstrukce se jedna o vlastni vektory operatoru 1" a diky predpokladu skutecné plati n =
dim V. Abychom ukazali, ze tyto vektory jsou linearné nezavislé, polozme

v+ F o, =0,

kde v, . .., o, € K. Pro kazdy index j = 1,...,m, necht u; oznacuje soucet vSech ¢lenu cvy,
takovych, ze vy, € ker(T"— A;I). Tedy kazdy u; je vlastni vektor operatoru 7' odpovidajici
vlastnimu ¢islu A; a

u1_|_...—|—um:0. (721)

Ponévadz uq, ..., u,, jsou vlastni vektory odpovidajici ruznym vlastnim ¢islum, jsou podle
Vety [[12] linedrné nezavislé, a tudiz (C21)) implikuje, ze kazdy vektor u; = 0. Jelikoz
kazdy w; je soucet clenu oy, kde vektory vy, byly zvoleny tak, ze tvorily béazi v ker(7 —

A1), dostavame, ze vSechna ¢isla ay jsou rovna nule. Tudiz vektory vy, ..., v, jsou linedrné
nezavislé a ponévadz jejich pocet odpovida dimenzi prostoru V, jedna se podle Tvrzeni 2.34]
o bazi. O

7.10 Samosdruzenost

Uz jsme se smitili s tim, Ze ne kazdy operator je diagonalizovatelny. Podivejme se nyni na
specialni tfidu operatoru, jez, jak pozdéji uvidime, jsou vzdy diagonalizovatelné. Jelikoz tato
tfida operatoru je definovana skrze sdruzenost, predpokladejme po zbytek této kapitolky
existenci skalarniho soucinu:

V := konecné dimenzionalni, nenulovy vektorovy prostor se skaldrnim soucinem nad K.

Definice 7.32. Operator T' € Z(V) je samosdruzeny, pokud T* = T.

Na konecné dimenzionélnich prostorech je pojem samosdruzeny operator identicky s alterna-
tivnimi terminologiemi hermitouvsky ¢i symetricky. My se vsak budeme striktné drzet terminu
samosdruzeny, jenz je vystizny a konzistentni s analogickym zobecnénim na nekoneéné di-
menzionalni vektorové prostory se skalarnim souc¢inem (tzv. Hilbertovy prostory).

Samosdruzené operatory hraji klicovou roli v kvantové mechanice, kde reprezentuji fyzikalni
pozorovatelné (napf. energie, poloha, hybnost atd.). Spektrum takovéhoto operatoru ma pak
piimou fyzikalni interpretaci coby vysledky méteni dané veliciny na studovaném systému.
Obrazek na titulni strance je absorpéni spektrum sluneéniho zareni, tedy spektrum operatoru,
jenz reprezentuje energii atomu Slunce.
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Piiklad 7.33. Necht T je operator na K2, jehoz matice (vzhledem ke kanonické bazi) m4 tvar

kde a11, ai2,a91, aze € K. Ponévadz (viz Tvrzeni [5.20)

M(T*) = M(T)* = <E @) ,

a1z Q22
dostavame nasledujici ekvivalenci pro samosdruzenost:
T =T <~ (an, axn €R A a9 = a12) .

(V redlném piipadé K = R tedy dostdvdme pouze jednu podminku na symetrii az; = aj2.) O

Operace sdruzeni operatoru je vlastnost analogickda operaci komplexniho sdruzeni éisla.
Komplexni &islo z, jez je rovno svému sdruzenému ¢islu Z (tedy mame “samosdruzenou”
vlastnost Z = z), je nezbytné redlné. V piipadé samosdruzenych operatoru dostavame
realnost spektra, jak ukazuje nasledujici tvrzeni.

Tvrzeni 7.34. KaZdy samosdruZeny operator ma redlné spektrum, tedy:

T"=T =  oT)CR.

Diikaz. Pokud K = R, pak kazda vlastni hodnota je realna, tvrzeni je tudiz netrividlni pouze
v komplexnim ptipadé K = C. Necht A € o(T') C C je vlastni hodnota operdtoru T' a necht
v € V je odpovidajici vlastni vektor, tedy Tv = Av. Potom plati

2 SNIMIE
AMoll® = (v, Av) = (v, Tv) = (T"v,v) = (Tv,v) = (Av,v) = Av[]".

Ponévadz v je podle definice nenulovy, dostdvame A\ = X, a tudiz A € R. O

Opac¢na implikace samoziejmé neplati, jak ukazuje nasledujici piiklad.

Priklad 7.35. Necht T je operdtor na C2, jehoz matice (vzhledem ke kanonické bazi) m4 tvar

M(T) = ((1) ;)

o(T) ={1,2},

avS8ak T je ziejmé nesamosdruzeny. &

Snadno ovérime, ze spektrum je redlné,

Tvrzeni 7.36. Necht T € £ (V) je samosdruzeny. Vlastni vektory operdtoru T odpovidagjici
ruznym vlastnim cislum jsou ortogondlni.
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Diikaz. Necht \; # Xy jsou odlisnd vlastni éfsla operdtoru T a necht vy, vy jsou odpovidajici
vlastni vektory, tedy
Tl)l = )\1’01 a TUQ = )\21)2 .

Potom plati
(A1 = A2){(v1,v2) = (Av1, v2) — (v, Agva)
= (Tvy,v3) — (v1, Tvs)
= (Tvy,v9) — (T™vy, v9)
=0,
kde prvni rovnost vyuziva redlnosti spektra samosdruzeného operatoru (viz Tvrzeni [[334]) a

posledni rovnost plati opét diky samosdruzenosti. Ponévadz \; — Ay # 0 podle predpokladu,
dostdvame pozadované tvrzeni (v, ve) = 0. O

7.11 Spektralni teorém

Nyni se dostavame k hlavnimu a naprosto fundamentalnimu vysledku linearni algebry,
s mnoha aplikacemi zvlasté v kvantové teorii.

Ptipomenme, ze operator T' € Z (V) je diagonalizovatelny tehdy a jen tehdy, pokud v pros-
toru V existuje baze tvorend vlastnimi vektory operatoru 71" (viz Tvrzeni [[.37]). Néasledujici
vysledek nam tikd, ze toto je vzdy pripad samosdruzenych operatoru a ze se navic jednd
o ortonormélni bazi (coz je ta nejhezci moznd).

Véta 7.37 (Spektrélni teorém). Necht T € £ (V) je samosdruZeny. Potom ve V existuje
ortonormalni baze tvorend vlastnimi vektory operdatoru T .

Diikaz. Véta plati v této obecnosti, avsak my si ji dokdazeme pouze v komplexnim ptipadé
K =C.

Ponévadz jsme na komplexnim vektorovém prostoru, existuje ortonormélni béze (vy, ..., v,)
ve V, vzhledem k niz je matice T horniho trojihelnikového tvaru (viz VétalZ.I9a Tvrzeni [[.2T]):

ayy ... Qip
M(T, (vy, . ..,vn)) =
0 Ann

Jelikoz T je samosdruzeny, musi byt vSechny nediagondlni prvky této matice rovny nule
(aby platilo M(T, (v1,...,v,)) = M(T,(vy,...,v,))*.) Tedy tato matice je ve skutecnosti
diagondlni, coz znamend, ze (vi,...,v,) je ortonormélni baze tvofenad vlastnimi vektory
operatoru 7T O

Dusledek 7.38. Necht T € £(V) je samosdruZeny a Ay, ..., \p oznacuji jeho odlisné
vlastni hodnoty. Potom plati:

(i) V=ker(T — \I)®---®ker(T — N\, 1),

(i) kazdy vektor z ker(T — A\;I) je ortogondlni ke vsem vektorum z ostatnich podprostori
tohoto rozkladu.
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Dikaz. Veéta [[37 zarucuje, ze v prostoru V existuje ortonormalni béaze tvorena vlastnimi
vektory operdtoru T'. Vlastnost (i) pak plyne z Tvrzeni [[.31], zatimco (ii) je dusledkem
Tvrzeni [7.36] 0

Tento dusledek nam dava ten nejhezéi mozny rozklad vektorového prostoru 'V pro operator 7':
na kazdém podprostoru ker(7" — \;1) je akei T pouze nésobeni ¢islem ;.

7.12 Polynom operatoru

Jeden z duvodu, pro¢ existuje bohatsi teorie pro zobrazeni z jednoho vektorového prostoru
do toho samého, je moznost definice jejich mocnin. V této kapitolce zavedeme tento pojem
a dokonce definujeme polynom coby zobrazeni na prostoru linearnich zobrazeni.

Pokud T' € £ (V), pak slozené zobrazeni TT =: T m4 smysl a je to opét zobrazenf z prostoru
Z (V). Obecnéji, pokud m € N*| pak m-tou mocninu zobrazeni T definujeme piedpisem

™ .=71...T.
——

m-krat

Je vyhodné rovnéz definovat nultou mocninu 7 := I (identita na V).

Pro invertibilni linearni zobrazeni T muzeme navic definovat zdpornou mocninu predpisem
T = (T"H™.

(Pripomenme, Ze T~! oznacuje inverzni zobrazeni k zobrazeni T, jez je dobte definovdno,
jakmile T je invertibilni.)

Student si snadno dokéze nasledujici tvrzeni.

Tvrzeni 7.39. VI' € Z(V), Vm,n € N,

G) T =T
(i) (T™)" =T1m".

Pokud je T invertibilni, vztahy plati © pro m,n € Z.

Uvazujme nyni polynom p € P, jenz zapiSeme ve tvaru
p(z) = ap + a1 + o + -+ ™,
kde z € K a ag, a, . . ., a,, € K. Potom definujeme polynom operdtoru T € £ (V) predpisem
p(T) :=agl + ayT + aT? + -+ + a,, T™. (7.22)
Pokud zafixujeme zobrazeni T' € Z(V), potom zobrazeni
P—=2Z(WV):{p—p(T)}

je linearni, jak snadno ovérite.

Student si rovnéz snadno dokaze nésledujici pékna tvrzeni.



David Krejéirik 7. Spektrum 125

Tvrzeni 7.40. VT € £ (V), Vp,q € P,

(i) (pa)(T) =p(T)q(T),
(ii) [p,ql(T)=0.

7.13 Exponenciala operatoru

V predchozi kapitolce jsme zavedli pojem polynomu operdtoru 7' € £(V) pfirozenym
predpisem ([[.22]). Zvidavéjsiho studenta samoziejmé napadne, ze kdybychom vzali takovyto
polynomialni soucet az do nekonecna, mohli bychom definovat funkci operatoru, tak jak jsme
zvykli definovat skaldrni funkce pomoci nekoneénych fad (viz Tayloruv vzorec). Nésledujici
definice reprezentuje jeden velice dulezity piiklad funkce operatoru, kdy to funguje.

Definice 7.41. Exponencidla operdtoru T € £(V) je linedrni operator definovany
predpisem
el = . (7.23)

el
k=0

Zde pravou stranu chapeme jako limitu ¢dstec¢nych souc¢tu. Abychom si ukazali, ze tato
limita konverguje, zavedme normu operdtoru piedpisem

p Il

vev ol

I = (7.24)

Na pravé strané této definice vystupuji normy vektoru, jejichz definici zname pro vektorové
prostory se skaldrnim soucinem (pfipomenme, ze predpokladdme, ze V je takovy prostor).
Pro rozdil ¢astecnych souctu dostavame

Z—T’“

k=0

M Tk
2 W

k=N+1

" Tk
<y ”n,HS 3 HMH ’

k=N+1 ) k=N+1

kde nerovnosti plynou z vlastnosti normy (7.24]). Tim jsme se dostali zpét do skaldrniho
pripadu, odkud vime, ze pravé strana jde k nule pro N, M — oo, a to stejnomérné pro
v8echny matice A, jejichz norma [|A|| je mensi nez néjaka dand konstanta.

Piiklad 7.42. Uvazujme matice (viz Piiklad BITI)

0 1 0 0
=00 o 5=,

jez miizeme chépat jako operatory na soufadnicovém prostoru R2. Snadno se ovéif, ze A2 = 0 a B2 = 0,
tudiz ptimo Definice [[41] ddva

A (11 B _ (1 0
—I—i—A—(O 1) a e —I—i-B—(1 1).
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Ponévadz

eATB — e4eB (7.25)

jenz zname ze skalarniho pripadu. Neplatnost tohoto vzorecku pro nase matice je zfejméa z toho, ze bychom

zarovenn museli mit e85 = eBeA (ponévadz vlevo A + B = B + A), avsak vyse jsme si ukézali, ze eef #

eBeA.

Alternativné muzeme rovnéz piimo spocist exponencialu souc¢tu téchto matic

A+ _ (coshl sinh1
€ ~ \sinhl coshl)/’

pokud vyuZzijeme vztahu
I &k je sudé,

A+ B)fF =
( ) {A+B <k je liché,

a Taylorova rozvoje funkci cosh a sinh.

Na zavér poznamenejme, ze vzorecek ((L.20) plati pro komutujici matice A, B (libovolného stupneé), tedy
splijici [A4, B] = 0. ¢

Derivovanim fady (7.23)) ¢len po ¢lenu dostaneme
d o ¢
—e' =e" T =Te" .

dt

Diky tomuto vztahu muzeme feseni Cauchyho operatorové tlohy

w =Tu, t €10,00),

uw(0) =ug €V (7.26)

kterou jsme naSe spektralni vahy motivovali v Kapitole [Z.T], najit ve tvaru
u(t) = ey .

Ponévadz mnoho fyzikalnich tloh vede diferencidlnim rovnicim typu (Z26]) (pfipomenme
si sadu tloh z Prikladu [Z.J] motivovanych druhym Newtonovym zdkonem), je exponencidla
operatoru velice dulezitym matematickym objektem. Ukazme si, jak pomoci exponencialy
matice vytesSit dva vam dobfe znamé piiklady z klasické mechaniky.

Piiklad 7.43 (Rovnomérny piimocary pohyb). Uvazujme jednorozmérny pohyb télesa o hmotnosti m, na
néjz nepusobi zddné sily. Z obecného vztahu (1) vime, ze polohu x a rychlost v ¢dstice, coby soufadnice
vektoru v dvojdimenziondlnim (fizovém) prostoru R?, najdeme jako feseni Cauchyho tlohy

()= o) ().
()= ()

To je specidlni pripad obecné soustavy (.28), kde T := A je matice z Pfikladu[7:42] (chdpana jako zobrazeni
z C? do C?). Aplikaci exponencidly
¢4 = T+ tA= (1 t)

0 1
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na vektor (30) obdrzime
Vit >0, x(t) = xo + vot, v(t) = vo,

coz jsou vztahy pro rovnomeérny piimocary pohyb, jez dobfe znate ze zakladni skoly. &

Piiklad 7.44 (Pohyb télesa v odporujicim prostfedi). Uvazujme nyni jednorozmeérny pohyb télesa o
hmotnosti m, na néjz pusobi odporové sila prosttedi Fp = —av (¢im vétsi rychlost, tim vétsi odpor
prostiedi), kde a je kladné konstanta charakterizujici odpor prostfedi pro dané téleso. Gravitacni ani jiné
sily neuvazujeme. Uzitim obecného vztahu (7)) muzeme dynamické rovnice zapsat ve tvaru

(-G ()
()= ()

kde zkracujeme ¢ := a/m. Tuto soustavu diferencidlnich rovnic s poc¢dteénimi podminkami muzeme najit
feSenim jednotlivych rovnic, podivejme se v8ak na feSeni skrze exponencidlu matice A := (8 _10). Snadno

T e (@) )0 )

Uzitim Definice [[.4]] tedy dostdvame

>~ [0 (—c)_1
etA _ I+Z . ! . k
_ (1 (=97 =)
o <0 % =1 > ’

Aplikaci tohoto vysledku na vektor poédteénich podminek (72 ) nakonec obdrzime

T
[
~
+

vt >0, x(t) = xo + %o (1—ec), v(t) =voe .
c

Vidime, ze téleso se zastavi az v nekone¢ném case a celkova dréha, kterou od ¢asu nula urazi, je rovna

. v9 Mg
lim [z(t) — x| = — = —
Jim [2(t) — 2] = 2 =
Jak bychom intuitivné ocekavali, ¢im vétsi pocatecéni hybnost télesa, tim vétsi urazena draha. &

Jak spocist exponencidlu matice? V Prikladé se nam exponencidlu konkrétnich matic
podaiilo spoc¢ist piimo z Definice [T.41], ponévadz bud jejich urc¢itd mocnina byla nulova
(matice A, B), tudiz i vyssi mocniny byly nulové a nekonecnd tada (7.23)) se tak redukuje
na (kone¢ny) polynom operatoru, nebo jejich mocniny spliovaly urcitd pravidla (matice
A+ B), diky nimz jsme vypocet exponencidly matice redukovali na skaldrni problém (viz
rovnéz Priklad [[44]).

Dalsi tfidou matic, pro néz umime exponencialu spocist, jsou diagonéalni matice:

)\1 0 €>\1 0
D= = el = : (7.27)
0 An 0 ern

To plyne primo z Definice [[.41] pokud si uvédomime, zZe libovolnou mocninu diagonélni
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matice je snadné spocist:

Obecna matice, se kterou se v zivoté setkdme (napiiklad u zkousky) vsak nebude ani di-
agonalni, ani jeji mocniny nebudou spliovat néjaka zrejma pravidla. Presto se exponencidlu
matice naucime spocist pro dalsi velkou tfidu matic, a to pro samosdruzené matice A = A*.
Zde totiz muzeme vyuzit spektralniho teorému (Véta[[37), jenz ndm zarucuje, ze matice A
je diagonalizovatelna, a to vzhledem k bazi tvorené vlastnimi vektory matice A, o nichz
navic vime, ze jsou ortogondlni. Mame tudiz vztah

A=QDQ", (7.28)
kde D je diagonalni matice, na jejiz diagondle lezi vlastni ¢isla matice A, a sloupce matice )
jsou odpovidajici vlastni vektory (viz Véta 6.24]). Ponévadz A¥ = QD*Q~! pro viechna
k >0, z Definice [[4T] a (T.28) pak rovnou dostavame

et =QeP Q7Y (7.29)
kde e” umime spocist podle (T.27T).

Problém nalezeni exponencialy samosdruzené matice A se tedy redukuje na spocteni jejich
vlastnich ¢isel a vlastnich vektoru. Jinymi slovy, feseni Cauchyho tlohy (7.26) se redukuje
na spektralni analyzu operatoru 7'.

Priiklad 7.45. Spoctéme vySe uvedenym postupem exponencialu samosdruzené matice

0 1
c= (3 o).

jez vystupuje v Piikladu[Z42 (C = A + B). Cislo A € C je vlastnf hodnota matice C' tehdy a jen tehdy,
pokud C' — AI neni invertibilni, coz je ekvivalentni podmince

det(C —A) =X —-1=0

(zde prvni rovnost je pouhy vypocet determinantu). Z toho dostdvéame dveé vlastni éisla A; := —1 a Ag := 1,
a tedy
o(C)={-1,1}.

Odpovidajici vlastni vektory jsou napiiklad

(1) o ()

coz plyne z ovéten{ vztahu (C'— A1 T)v; =0 a (C — A\aI)vg = 0. Dostdvame tedy

C=QDQ !, kde D:= (‘01 (1)) a Q:= <_11 D

kde matice D méa na diagondle vlastni ¢isla matice C' a matice pfechodu @ od kanonické béze k bézi
tvofené vlastnimi vektory matice C' mé ve sloupcich odpovidajici vlastni vektory. Zbyva spocist exponencialu
diagondlni matice D podle vztahu (7.27) a inverzni matici ke Q:

-1
D __ (€ 0 _1_1 1 -1
o=(0 o) =0T
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a dosadit do vzorecku (7.29):

¢ _~ Dn~—-1_ (coshl sinhl
¢ =Qemq _(sinhl coshl)/ "

Dostavame tudiz ten samy vysledek jako v Piikladu [7.42] &

Priklad 7.46 (Harmonicky oscildtor). Jak uvedeno v Piikladu [Tl fyzikdln{ problém harmonického os-
cildtoru (bez tlumeni) vede na hleddn{ exponencidly matice

0 1
7= ).

kde w > 0 m4 vyznam tuhosti pruziny. Ponévadz det(H — A\I) = \? + w?, mdme
o(H) = {—iw,iw}.

Ponévadz je spektrum tvofeno dvéma ruznymi vlastnimi ¢isly, vime, ze matice H je diagonalizovatelna
(i kdyZz neni samosdruzend). Resenim rovnic Hv = Fiwv snadno najdeme odpovidajici vlastni vektory,

napiiklad
Pyp— 1 a, Py— 1
U= Liw 2= )

Pro libovolnou hodnotu parametru ¢t > 0 (¢as) tedy dostdvédme

H=0QDQ™', kde D;:(‘é‘*’ 0) aQ:=(1 1),

w —w W

kde matice D ma na diagonale vlastni ¢isla matice H a matice pfechodu ) od kanonické baze k bazi tvotené
vlastnimi vektory matice H ma ve sloupcich odpovidajici vlastni vektory. Pro libovolnou hodnotu parametru
t > 0 (cas) tedy méme

tH = Q(tD)Q™".

Zbyvé spocist exponencidlu diagonalni matice D podle vztahu ([Z.27)) a inverzni matici ke @:
et 0 _ 1 fiw -1
etD = iwt | Q = - . ’
0 e 2iw \iw 1
a dosadit do vzorecku (.29):

o —quogr (Lol )

—w sin(wt) cos(wt)
Aplikaci tohoto vysledku na vektor poc¢ateénich podminek () nakonec obdrzime

vt >0, x(t) = o cos(wt) + % sin(wt) , v(t) = —zow sin(wt) + vg cos(wt) ,
w

coz jsou dobie znamé periodické kmity harmonického oscilatoru.

Zkuste si obdobné spocitat ¢asovy vyvoj tlumeného oscilatoru. O

Rozluéme se pravdépodobné nejhez¢im tvrzenim linearni algebry.

Véta 7.47. VA € K<,
dete? = 4.

Dikaz. Véta plati v plné obecnosti, dokazme si ji v8ak pouze pro samosdruzené matice,
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A = A*. Pak mame
dete? = det(QeP Q1) =dete? = M .. M = M = (D — QDR _ A

kde Ay, ..., A\, znaci prvky na diagonale diagonalni matice D. Zde prvni rovnost plyne
z ([C29), druhd rovnost plati diky Véte [6.20] t¥eti rovnost plyne ze (7.27) a Tvrzeni [[.22]
¢tvrta rovnost je elementarni, pata rovnost plyne primo z definice stopy matice, Sesta rovnost
plati diky Tvrzeni a posledni rovnost je diagonalizacni vztah (7.28]). O
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7.14 Cviceni

1. Najdéte spektrum ndsledujicich matic (zna¢me si kazdou z nich jednotnym sym-
bolem A). Urcete geometrické a algebraické ndsobnosti vlastnich hodnot. V piipadé
existence dostatec¢ného poctu vlastnich vektort, najdéte matici A zobrazen{ © — Az
vzhledem k bazi tvorené vlastnimi vektory. V piipadé nedostatecného poctu vlastnich
vektort, doplitte vlastni vektory na bézi a najdéte matici A vzhledem k této bazi.

(a) (b) (c) (d) (e)
0 0 -1 1 0 -1 11 01
0 0)’ -1 1)’ 1 0)’ 1 1) 1 0)°
(f) () (h) (i) ()
1 -1 1 1 -1 0 4 2 =2 5 2 =3 1 0 2
11 —1), (2 =2 o, |13 =1, [4 5 -4, [0 1 0],
0 -1 2 0 1 -3 3 3 -1 6 4 —4 01
(k) (1) (m)
4 0 =3 0 1 8§ -1 -6 10 =9 0 -1
0 1 0 1 1 -1 1 0 1 0 0 -1
-3 0 4 0 1 =10 3 6 |’ 8 =9 1 0
0 1 0 1 1 -9 1 B8 8§ =9 0 1
[(a) o(A) = {0}, my(0) = m,(0) = 2, uEO; =(3), ’1153;~: (9), A=A,
(b) o(A) = {0}, my(0) =1, m, (()) =2, up = (1), A= (J§) vzhledem k (u (), e2)
(¢) o(A) = {i, =i}, ma(i) = ma(=i) = 1, u = (1), ucy = (1), A= (5 %
(d) o(A) = {0,2}, ma(0) = ma(2) = 1, we) = (1), ue) = (1), A= (§5);
(e) o(A) = {=1,1}, ma(=1) = ma(1) =1, uey = (1), uwy = (1), A= ('})
(f) o(A) = {1,2}, my(1) =1, ma(1) = 2, ma(2) = 1, upy = (D U(2) = ((})
A= (é %% ) vzhledem k (u(1), u(2), €(3))
1 1 0 b1 00 0
(8) 7(A) = {0, -1, -3}, w = (3), ucy = (2), ucy = (§), A= (82 8)
0 b —2
(h) o(A) = {2}, my(2) = 2, ma(2):3 ull) = ({) u) = (:é),
29! :
0:

N
|
—

oo

)
(k) o(A) = {2,0,1,7}, u@) = <
(

2. Spoctéte exponencidlu matic (a), (b), (c¢), (d) a (g) z ptedchoziho cviceni.

[(a) et = T;
(b) eA=T+ A= (

0
() e = (1 ot ),

\ 3); Hint: Spoctéte A%
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(d) €A —e ((()shl sinh 1 )

sinh1 cosh 1

2—e~ ! —14e~ 0

@e = (|, a8

%(2+a*373u*1) l( 1-2e 343e71) e 3

3. Na trojrozmérném soutradnicovém prostoru definujme operator
T:K* = K:{u—axu},

kde kiizek znaéi vektorovy soucin (ktery definujeme stejné jako na redalném prostoru,
viz Cviceni [6I33) a a € K je dany nenulovy vektor. Naleznéte vlastni ¢isla a vlastni
vektory operatoru 7', a to jak v piipadé realného, tak komplexniho prostoru. V redlném
pripadé interpretujte geometricky.
[Pro K = R: o(T) = {0}, w@) = a (vektor a x u musi byt ortogonalni k a i u).
+aiaz—azi||al|
Pro K = C: o(T) = {0, £il|al|}, wo) = a, wwija)) = ( F(a?+a3) > ]
+azasz+aiilal|

4. Na prostoru matic stupné dva definujme zobrazeni
L:C¥? 5 C¥2: {Aw —ATY}.

(a) Dokazte, ze se jednd o linedrni zobrazeni.
(b) Naleznéte vlastni hodnoty a vlastni vektory operatoru L.

(c) Vybavme prostor C?*? skaldrnim souc¢inem (A, B) := tr(A*B). Rozhodnéte,
zda L je samosdruzeny.

(d) Spoctéte exponencidlu operdtoru L.
)

e) Spoctéte determinant a stopu operatoru L.

(
(f) Spoctéte determinant a stopu operdtoru eX. Ovéite platnost tvrzeni det el = et L,

(b) o(L) = {~1,—1,-1,1},

KerlZ — (~1)1] = span ((38), (89, (23)), ker[E — 17] = span (9 ).
(c) Ano
(d) e = cosh 1T + sinh 1 L; Hint: Spoctéte L.
() det L = (—1)(-1)(-)1=—-1,tr L= (=1)+ (-1) + (=1)+ 1 = -2,
(f) detef = e le7lelel =e 2 trel =el 4 et +el+el =3¢ +e
(Stopu lze také spocist piimym vypoctem.) |
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8 Formy

Na zavér tohoto kurzu struéné zminime jesté jednu strukturu na vektorovych prostorech,
kterd se vam bude hodit v navazujicich prednaskach. V této kapitolce cerpame z odpovidajicich
¢asti knih od Kato [7] a Weidmanna [10]. Nejdiive nas vektorovy prostor nijak neomezujeme:

‘ V := vektorovy prostor nad K.

8.1 Sesquilinearni a kvadratické formy

Definice 8.1. Sesquilinedrni forma na V je funkce t : V. xV — K : {(u,v) — t(u,v)}
spliiujici néasledujici axiomy:

(1) Vo, B €K, u,v,w €V, t(u, av + Pw) = at(u,v) + Bt(u, w);
(2) Vo, 5 € K, u,v,w eV, tau + Bu,w) = at(u,w) + Bt(v,w).

Pro kazdy dany vektor u € V nam tedy predpis v — t(u,v) definuje linedrni zobrazeni,
zatimco u +— t(u,v) pro dany vektor v € V je zobrazeni antilinedrni (¢i semilinedrn?).
Latinskd predpona sesqui je zkonstruovéna ze slov semi (= “pul”) a que (= “také”) a jeji
vyznam je “jeden a pul”, tedy:

sesqui = 13.

DO [

Funkcit : VXV — K| jez je linedrni v obou argumentech, se tika bilinedrni forma. Speciélné,
kazda sesquilinearni forma na realném vektorovém prostoru je bilinearni forma.

Definice 8.2. Kvadratickd forma na V je funkce ¢ : V — K : {u — t[u]} definovana
predpisem
tlu] = t(u,u)

pro libovolny vektor u € V, kde vpravo vystupuje sesquilinedrni forma na V.

Kvadratickou formu odpovidajici sesquilinearni formeé ¢ tedy znac¢ime opét stejnym pismen-
kem ¢ a rozdil mezi témito dvéma (skutec¢né rozdilnymi!) objekty naznacujeme pouze typem
zavorek kolem argumenti. Toto na prvni pohled hrozivé schisma neni nakonec tak zavazné,
alesponn na komplexnich vektorovych prostorech. Za prvé, kvadratickd forma je (ziejmé)
vzdy jednoznacné urcena sesquilinearni formou. Za druhé, pokud V je komplexni, pak
sesquilinedrni forma je (prekvapivé) jednoznacéné urcena kvadratickou formou, jak ukazuje
nasledujici tvrzeni.

Tvrzeni 8.3 (Polarizacni identita, K = C). Necht t je sesquilinedrni forma na komplexnim
vektorovém prostoru V. Pak plati

Vu,v €V, t(u,v) = i(t[quv] — t(u —v) + i tfu — iv) —it[u+iv]).
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Dikaz tohoto tvrzeni se snadno provede vypoctem pravé strany s pouzitim DefinicR.11a8.2]
Dulezité je si uvédomit, ze platnost polarizacni identity tizce souvisi s existenci skaldru 7; na
realnych vektorovych prostorech neni pravda, ze by sesquilinearni forma byla jednoznacné
urcena kvadratickou formou, jak ukazuje nédsledujici ptiklad.

Piiklad 8.4. Na realném soufadnicovém prostoru R? uvazujme seskvilinedrni formu

t((23), (%)) = 2192 — z291 - (8.1)

Odpovidajici kvadraticka forma spliuje

t[(23)] =0,
a to pro libovolnou volbu ¢isel 1, 2 € R. Kvadraticka forma je identicky rovna nule, zatimco sesquilinearni
forma je zfejmé netrivialni. Na redlnych vektorovych prostorech tedy neexistuje predpis typu Tvrzeni R3]

jenz by umoznil zkonstruovat sesquilinedrni formu z kvadratické formy. (Vsimnéte si, ze (8I]) nedefinuje
sesquilinedrn{ formu na komplexnim prostoru C?, ponévadz x-ové slozky nejsou opruhované.) &

Dulezité je si uvédomit, ze kvadraticka forma neni linearni zobrazeni; plati

VaeK, ueV, tloau] = |af* tu] .

Na vektorovém prostoru se skalarnim soucinem je typickym predstavitelem sesquilinedrni
formy skalarni soucin, zatimco odpovidajici kvadratickd forma je kvadrat normy. Tento
kanonicky piiklad vysvétluje terminologii nasledujicitho tvrzeni (soucet ctvercu délek stran
rovnobézniku se rovné souctu ¢étvercu délek jeho diagondl).

Tvrzeni 8.5 (Rovnobéznikové pravidlo). Necht t je sesquilinedrni forma na vektorovém
prostoru V. Pak plati

Vu,v €V, t[u+v]+t[u—v]:2<t[u]+t[v]).

Sesquilinedarni a kvadratické formy budeme struc¢né nazyvat terminem formy.

8.2 Symetrické formy

Definice 8.6. Symetrickd forma na 'V je sesquilinearni forma ¢ na 'V spliiujici navic

Yu,v €V, t(u,v) = t(v,u).

Symetrickym formam se téz nékdy tika hermitovské formy. Duvod je ten, ze pokud definu-
jeme sdruzenou formu t* predpisem

t*(u,v) == t(v,u),

pak symetrie je ekvivalentni relaci hermitovosti (¢i samosdruzenosti) t* = t.
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Piiklad 8.7. Sesquilinedarni forma (8I) na R? z Pifkladu B4 neni symetrickd. Pokud bychom vsak
v definici () psali plus misto minus, pak by se jednalo o symetrickou formu na R2. &

Pokud je sesquilinearni forma symetrickd, pak je jednoznac¢né urcena svoji kvadratickou
formou, a to jak v komplexnim, tak redlném piipadé. V komplexnim piipadé, kde ani
nepotiebujeme symetrii, to plyne z Tvrzeni[8.3l V redlném piipadeé je to dusledek nédsledujiciho
tvrzeni.

Tvrzeni 8.8 (Polarizacn{ identita, K = R). Necht t je symetrickd sesquilinedrni forma na
realném vektorovém prostoru V. Pak plati

Vu,v eV, t(u,v):i@[u—i—v]—t[u—v]).

Z Definice a Tvrzeni B3] je zfejmé, ze sesquilinearni forma ¢ na komplexnim vektorovém
prostoru V je symetrickd tehdy a jen tehdy, pokud t[u] € R pro vSechna u € V. (V redlném
ptipadé jsou hodnoty kvadratické formy vzdy redlné.) V symetrickém pripadé ma tedy smysl
zavést relaci usporddani s < t pro dvé symetrické formy s, ¢ na 'V predpisem sfu] < t[u] pro
viechna u € V. Porovndni dané symetrické formy ¢ s nulovou formou O[u] := 0 nas vede
k nésledujici definici.

Definice 8.9. Symetricka sesquilinearni forma ¢ na V je

e pozitivné definitni — Vv uuiov, tlu] > 0;

e pozitivné semidefinitni <= Yu €V, tlul >0 A Fug io\?, tluog) =0;
uo

e negativné definitnd — V uugov, tlu] < 0;

e negativné semidefinitni <= Yu €V, tlul <0 A Fug §0\7, tluo) =0;
uo

e indefinitni <~ FJur eV, tluy]>0 A tlu]<O0.

Na vektorovém prostoru se skalarnim sou¢inem je typickym predstavitelem pozitivné definitni
formy skalarni soucin.

Priklad 8.10 (Formy generované operatory). Necht V je vektorovy prostor se skaldrnim soucinem (-, -).
Pro kazdé linearni zobrazeni T : V — V nam piedpis

t(u,v) = {u,Tv), u,v €V,

definuje sesquilinedarni formu na V. Forma ¢ je symetrickd tehdy a jen tehdy, pokud operator T' je samos-
druzeny, tedy T = T*. V tomto piipadé mame nasledujici spektralni charakteristiku definitnosti formy ¢
(viz spektralni teorém, Véta [.37):
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vlastni hodnoty 7" jsou striktné kladné,

vlastni hodnoty T jsou striktné zaporné,

vlastni hodnoty T jsou nezaporné a alespon jedna je nulové,
vlastni hodnoty T jsou nekladné a alespon jedna je nulova,
T ma striktné kladnou a striktné zapornou vlastni hodnotu.

t je pozitivné definitni

t je negativné definitni

t je pozitivné semidefinitni
t je negativné semidefinitni
t je indefinitni

1reey

Nasledujici piiklady ukazuji, ze klasifikace Definice muze byt uzitetna v praxi.

Piiklad 8.11 (Extrémy funkei). Uvazujme nekoneéné hladkou funkei f : R™ — R. Taylortuv rozvoj funkce f
v bodé 0 € R™ zni

f() = £(0) + 27 V() + 5 27 P 4(0) 2 + Ra(a),

2
kde z € R™,
of
81'1
o9f
V= | 0%
9f
oz,
je vektor gradientu funkce f,
ﬁ D f D*f
0r?’  Omimy’ 7 Ozimy
*f *f *f
V2f = | Ozami’ ox3” 7 Omaxy,
o2f  82Ff o f
Orpr1y’ Oxpwy’ 7 012

je Hessova matice funkce f a R3: R™ — R je néjaka funkce splnujici

R3(x)

=0.
llell—0 ||z

Na malém okoli nuly lze tedy funkci f aproximovat kvadratickou funkci

fa(z) == £(0) + 2T V£(0) + %zT V2f(0)x.

Zanedbame-li posledni ¢len na pravé strané, dostavame linearni aproximaci funkce f. Kvadraticka aproxi-
mace je uziteéna v pripadech, kdy linedrni aproximace nepodava dostate¢nou informaci. Napiiklad pokud
je nula kritickym bodem funkece f, tedy Vf(0) = 0, je to pravé symetricka forma

tz] := 2T V2f(0) z,
jez rozhoduje o extremdlnich vlastnostech funkce f v bodé nula:

t je pozitivné definitni = 0 je lokdlni minimum,
t je negativné definitni = 0 je lokdlni maximum,
t je indefinitni =—> 0 je sedlovy bod.

Pokud je t pozitivné semidefinitni nebo negativné semidefinitni, je kvadratickd aproximace f; nedostacujici
pro urceni extremalnich vlastnosti funkce f kolem kritického bodu nula. &
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Priklad 8.12 (Kvadriky a kuzelosecky). Kvadrikou v eukleidovském prostoru R™ nazyvdme mnozinu bodu

Y=XzecR": Za”zzxijZﬂzzer'y—O ,

Gogf=il
kde aij, Bi,y € R jsou dand ¢isla. Predpokldddme symetrii a netrividlnost matice (ay;):
n
Vi,je{l,...,n}, Qi = o N Z|CYU|7£0
i,j=1

Geometrickd interpretace mnoziny X je néjakd (nad)plocha v R™. Pokud n = 2, mnozina ¥ se téZ nazyvé
kuZelosecka a jeji geometricky vyznam je rovinnd kfivka, kterou dostaneme jako prunik vhodné roviny s
plastém rota¢niho kuzelu. Opét je to pravé symetricka forma

2
= E QijTiTj

i,5=1
jez rozhoduje, o jakou kuzelosecku se jedna:

t je pozitivné definitni nebo negativné definitni < X je eliptického tvaru,

t je indefinitni <= X je hyperbolického tvaru,

t je pozitivné semidefinitni nebo negativné semidefinitni <= X je parabolického tvaru.

Diikaz se provede snadno zdménou soufadnic. Podobnd (ovsem komplikovanéjsi) klasifikace existuje pro
kvadriky ve vyssich dimenzich. Na zaveér zminme, co se mysli kiivkou eliptického, hyperbolického ¢i parabol-
ického typu (ve vhodnych soufadnicich):

| typ: || elipticky | hyperbolicky parabolicky |
2 2 2 2
3 . oy ? oy s Y
mnozina bodi — + oha 1 prRT) =1 == =0
(z,y) € R? (ehpsa) (hyperbola) (parabola)
splnujici:
2
2 +y2=0 $2*y—2:0 22 —c=0 nebo 22=0
c
(bod) (ruznobézné piimky) (rovnobézné piimky)
2 2
z y 2 _
= + i -1 z°+c=0
(imagindrnf{ elipsa) (imagindrni{ rovnobézné piimky)

Zde a,b,c > 0 (piipad z? = 0 odpovid4 splyvajicim rovnobézkam). Druhy fadek tabulky lze chépat jako
degenerovany pripad prvniho fadku. Tteti fadek tabulky odpovida prazdné mnoziné. &

8.3 Véta o reprezentaci

V PrikladuR.I0 jsme vidéli, ze kazdému linearnimu zobrazeni odpovida pravé jedna sesquilinearni
forma. Nésledujici véta ndm ukazuje, ze toto prifazeni funguje i opacne.

Véta 8.13 (O reprezentaci). Necht t je sesquilinedrni forma na vektorovém prostoru V se
skaldrnim soucinem (-, ). Potom existuje prdavé jedno linedrni zobrazeni T : V — V takové,
ze plati

Yu,v €V, t(u,v) = (u, Tv) . (8.2)
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Dukaz. Pro kazdé pevné dané u € V nam predpis
o(v) == t(u,v), veV,
definuje linearni funkcional na V. Podle Rieszovy véty o reprezentaci (VétalL.30) dostavame
VueV, dw,eV, Yvev, t(u,v) = (wy,v) .
Snadno se presvédéime, ze prifazent
TV —=V:{u— w,}

nam definuje zobrazeni, jez je linedrni (znacime T*u := w,). V dusledku toho dostavame,
ze kazdé sesquilinedrni formé ¢ odpovidd pravé jeden operator T : V — 'V takovy, ze plati

Yu,v €V, t(u,v) = (T"u,v) = (u,Tv),

coz jsme chtéli ukazat. O

Vidime tedy, ze plati vzdjemné jednoznacné pritazeni mezi formami a operatory, schemat-
icky:

forma ¢ L operator T

Vsimnéte si, ze forma t je symetricka tehdy a jen tehdy, pokud odpovidajici operator T je
samosdruzeny. Piiklad nam pak poskytuje spektralni ktitérium pro urceni charakter-
istiky sesquilinearni formy Definice 8.9l V konkrétnich piipadech vsak existuje jednodussi
postup (tzv. Lagrangeova metoda ¢ili doplnéni na ¢tverec), jak tuto charakteristiku urcit.

Piiklad 8.14. Necht ¢ je kvadratickd forma v C? dané predpisem
t[(E)] == |z1|? — 2|z2|® + 4 Re(Tr2) = |21|? — 2|22|? + 2122 + 22173 .

(Mozno také uvazovat na R?, kde bychom nemuseli psét absolutni hodnoty a pruhy.) Podle Tvrzeni ji
odpovidéd symetricka sesquilinedrni forma

t((23), (%)) =Tiyr — 2%2y2 + 2T1y2 + 2%2y1 = ((23). T ()
kde
2
T(Zé) = (2%1;:2%,22) = (% 32) (Zé) .
Spektrum samosdruzeného operatoru T' v tomto piipadé snadno najdeme:

o(T)={-3,2}.

Ponévadz jedna vlastni hodnota je striktné zapornd a druhd striktné kladnd, vidime, ze ¢ je indefinitni
forma.

Alternativni postup je nésledujici. Pomoci metody doplnéni na ¢tverec piepiSeme formu ¢ do tvaru
t[(22)] = o1 + 222)? — dlza|* — 2lw2|* = |21 + 222]* — 6]a2|?,

jez je souctem pouze kladnych a zdpornych ¢lent (neobsahuje smisené vyrazy). Z tohoto tvaru je pak zfejmé,
7e existujf vektory us € C? takové, ze tfui] > 0 a t[u_] < 0; napifklad

ti(§))=1 a t[(F2)] =-6.

Tedy opét dostavame, ze se jednd o indefinitni formu. Druhd metoda je obvykle mnohem efektivnéjsi na
vektorovych prostorech vyssi dimenze. &
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Piiklad 8.15. Necht ¢ je kvadratickd forma v R? dand piedpisem
t{(22)] =212 .

(Mozno také uvazovat na C2, kde bychom museli definovat t[(7})] = Tiz2 + 1172.) Odpovidajici
sesquilinedarni forma ma tvar

t((23), (%)) = z1y2 + 22y = ((33). T ()
kde
T (%) =) =010 (%) -
Spektrum samosdruzeného operatoru 1" v tomto piipadé vypada takto:

o(T)={-1,1}.

Ponévadz jedna vlastni hodnota je striktné zaporna a druha striktné kladnd, vidime, ze ¢ je opét indefinitni
forma.

Jak pouzit metodu doplnéni na ¢tverec v takovémto degenerovaném piipadé, kdy akce formy neobsahuje
kvadraty slozek vektorii? Trik je psat 1 = &1 + & a 19 = & — & a vyuzit vzoretku z129 = €7 — £3. Uzitim
inverznich vztahu mezi = a £ pak dostavame

clE =2 (2 ;@)2_2 (= ;@)2

t(Hl=2 a ¢[(4)]=-2.

I timto zpusobem opét dostdvame, ze se jednéd o indefinitni formu. &

Tedy napiiklad

8.4 Matice formy

Definice 8.16. Matice formy t na V vzhledem k bazi (vq,...,v,) € V" je matice

M(t, (v, ... ,Un)) = (t(vy, Uk))j,k:l,...,n :

Pokud je volba bdze zfejma z kontextu, budeme oznaceni matice formy ¢ zkracovat na M(t).

Necht je ddna bédze (vy,...,v,) v prostoru V. Z vlastnost{ sesquilinedrn{ formy ¢ dostdvdme
vztah

t(u,v) = Z a;t(v;, vg) by, (8.3)

jk=1
kde ai,...,a, a by, ..., b, jsou souradnice vektoru u,v vzhledem k dané bazi, tedy
U= avy + -+ apv, , v=>bw; +- -+ byv,.

Ptipomenutim definice matice vektoru (Definice (.6]) muzeme vztah (83]) prepsat do mati-
cového tvaru

t(u,v) = M(u)*M(t) M(v) .

Tento vztah uskutecnuje vzajemné jednoznacné pritazeni mezi mnozinou matic stupné n a
mnozinou vsech sesquilinearnich forem na n-dimenzionalnim vektorovém prostoru V.
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Véta 8.17. Ke kazdé symetrické sesquilinedrni formé t na vektorovém prostoru V se
skaldrnim soucinem existuje ortonormdlni bdze, vzhledem k niz je matice M(t) diagondlni.

Diikaz. Podle Véty R3] forma t generuje operator 7' : V — V| jenz je nezbytné samos-
druzeny, viz Piiklad BI0l Podle spektralniho teorému (VeétalZ.37) existuje ve V ortonormaln{

baze (vy,...,v,) tvofend vlastnimi vektory operatoru T'. Ze vztahu (8.2]) dostavame
A 0
M(t7<vlv---7vn)): 5
0 An
kde Ai,..., A\, jsou vlastni hodnoty operatoru T (kazdd opakovand tolikrat, kolik je jeji
nasobnost). O
Béaze (vq, ..., v,) v prostoru V, vzhledem k niz je matice M (t, (v1,. .. ,vn)) formy ¢ diagondlni,

se nazyva poldarni bdze. Podle Véty RIT ke kazdé symetrické formeé existuje polarni baze.
Skutecné, baze tvorena vlastnimi vektory odpovidajiciho operdatoru 7' je polarni baze. Avsak
v praxi muze byt jednodussi najit odlisnou polarni bézi jinym zptsobem.

Piiklad 8.18. Vratme se k formé ¢ z Piikladu[R.I4l Matice formy ¢ vzhledem ke kanonické béazi ma tvar
Mt ((5),(9)) = (3 2) -
Podivejme se po poldrn{ bazi (vzhledem k niz je matice formy diagonélni), a to dvéma zpusoby.

Prvni zpusob je zalozeny na spektralni analyze operatoru 7. Ta ndm umozinuje nalézt rovnéz vlastni vektory,
jez odpovidaji vlastnim ¢islim —3 a 2 (uz nalezenym),

ker[T' — (—3)I] =span (( %)) , ker[T' — 2I] = span ((?)) .
Soubor (( _12) ,(%)) je tedy poldrni bdze formy ¢ (viz dukaz Vety BIT). Odpovidajici matice formy ¢ ma
tvar
Mt ((22) (1) = (7 10) -
Vsimnéte si, ze na diagondle sedi vlastni ¢islo pfendsobené kvadratem normy odpovidajiciho vlastniho

vektoru (kdybychom do baze dosadili normalizované vlastni vektory, byly by na diagondle ptimo vlastn{
¢isla).

Z alternativniho postupu, zalozeného na metodé doplnéni na ¢&tverec, dostavame jinou polarni bazi
((3),(7%)) ajf odpovidajici diagonaln{ matici

M (& ((6), (5%)) = (6 Z6) -

Samoziejmeé existuji dalsi volby polarnich bazi pro formu . &

Priklad 8.19. Podivejme se nyni na formu ¢ z Piikladu BI85 jez mé vzhledem ke kanonické bézi antidi-

agondlni tvar
M, ((5),(2)=(15) -

Vzhledem k (poldrni) bézi tvofené vlastnimi vektory vsak dostavdme diagondlni matici

M (E (D) (1) = (3%) -
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To je rovnéz matice, jez bychom dostali alternativni metodou typu doplnéni na ¢tverec. &
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8.5 Cviceni

1. Rozhodnéte, zda néasledujici zobrazeni ¢t : C3 x C* — C definuje sesquilinedrni formu
v C3. Pokud ano, rozhodnéte, zda se jednd a symetrickou formu. Vektory v C? zapisu-

jeme v obvyklém tvaru x = (%g) ay = (%é )

ne (:L'Q neni opruhované);
ano, neni symetricka (chybi ¢len T3ys);

) ne (vektorovy soucin dvou vektoru je vektor, ne ¢islo);
(h) ne (nespliuje linearitu). |

2. Urcete charakteristiku néasledujici kvadratické formy ¢t v R3 > o = (%g) (Postupu-

jte technikou doplnéni na ¢tverec, avsak v pripadé zdjmu muzete zkusit i spektralni
metodu.)

= a7 — 222 + 4z 19; (viz Pitklad B14)
= %+x2+$3—2x1$2,

= —z? — 23 — 22 + 27179

— — X129 + T1T3 + To3;

tla] -
[x] :
[x] :=

tlx] = 922 + 922 + 122129 + 122123 — 62073
[z] ==
[z] := x129 + m123 + Toxg; (viz Piiklad BIH)
[x] :=

[(a) mdeﬁnitni, o(T) ={-3,0,2};

(b) pozitivné semidefinitni, a( ) = 2}

(¢) negativné semidefinitni, o(7T") = —1 ,0};
(d) indefinitni, o(7T") = {—6, 12, 12},

(e) indefinitni, o(T") = {—%, O’%};

(f) indefinitni, o(T) = {—3, -3, 1};

(g) pozitivné semidefinitni, o(7") = {0,0, 1}. ]
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Pravidla zkousky David Krejéifik

A Pravidla zkousky

Predpokladem ptipusténi ke zkousce je predchozi ziskani zapoctu.

Vsichni studenti za¢nou zkousku pisemkou, v niz se objevi vypocetni piiklady analogické
tém, s kterymi jsme se setkavali na cvicenich, a v mensi mite i teoretickd latka z prednések.
Text prednasky a cviceni jsou (zdarma) k dispozici na adrese:

http://nsa.fjfi.cvut.cz/david/other/la.pdf

Pisemka bude obsahovat jednu povinnou otazku typu
smrtihlav, jejiz netspésné zodpovézeni je ohodnoceno
zapornou castkou az -100 bod.

Naopak jedna otédzka typu jason bude nepovinna,
avSak pfi tuspésném zodpovézeni je ohodnocena
bonusovou ¢astkou az +100 bodu.

Celkovy pocet bodu, jenz lze ziskat z povinnych otézek (véetné smrtihlava), je 100. Jason je
tedy jedind moznost, jak neskonéit se zapornym skére pii nedspéchu u smrtihlava (a navic
umoznuje nabyt vétsiho celkového poctu bodu nez 100).

Hodnoceni pisemky bude probihat nésledovné (n := celkovy pocet bodu):

C D B F
n>7|7>n>50|50>n>25|25>n

Takto ziskand znamka je koneénd znamka ze zkousky (samotnou pisemkou tedy nelze ziskat
lepsi znamku nez C).

Vyjimkou jsou studenti se zndmkou C z pisemky, kteii se mohou rozhodnout bud si
znamku C ponechat, nebo pristoupit k ustni zkousce, z niz si mohou néasledné odnést lepsi
znamku A nebo B (ve vyjimecné tragickych piipadech vsak i zndmku horsi).

Hodné stésti!

V Praze, 16. zaii 2024 David Krejcitik


http://nsa.fjfi.cvut.cz/david/other/la.pdf

Pravidla zkousky

Priklady smrtihlava

1. Které z néasledujicich mnozin (ne)jsou vektorové prostory nad R, a pro¢ (ne)?

(a) {(5}) € R®: 2y + 2x9 = 3}; (b) {(5) € R*: =321 + 225 =0} ;
(c) {(%) e R®*: dayzy =0} ; (d) {() eR®: |z1|* + |z > 4} .

Interpretujte geometricky.

2. Necht vy, ..., v, je n vektoru z vektorového prostoru V nad C. Uved'te definice nésle-
dujicich vlastnosti ¢i objekt:

(a) vy,...,v, jsou linedrné zavislé;

Span(vla s ,Un);
dimenze prostoru V je m.

3. Které z nésledujicich funkef (ne)jsou linedrn{ zobrazeni z R? do R?, a pro¢ (ne)?

)= (W) (b) £ ((
2)) = (52); (d) £ ((

3)) = (;1?2:3{21) ;
2)) = ("2).
4. Necht T € Z(V,W), kde V,'W jsou vektorové prostory nad C. Uvedte definice
nasledujicich vlastnosti ¢i objektu:
(a) kerT (jadro); ranT (obor hodnot); rank 7" (hodnost);
(b) T je injektivni (prosté); T' je surjektivni (na); 7" je bijektivni;
(c) T je invertibilnf; T-1.
Formulujte univerzalni vztah mezi dimenzemi prostoru V, jadra T" a oboru hodnot T'.
5. Necht z,y € C". Napiste, jak jsou definovdny nasledujici vlastnosti ¢ objekty:

a) ||z|| (eukleidovka norma vektoru x);

(
(b

(z,y) (eukleidovky skaldrni soué¢in vektoru z, y);

)

)

(c) vektory x,y jsou ortogondlnf;

(d) vektory x,y jsou ortonormalni;

(e) vektory x1,...,z, tvoii ortonormélni bazi v C";

Formulujte Pythagorovu vétu, Schwarzovu nerovnost a trojihelnikovou nerovnost.
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. Rozhodnéte, které z nasledujicich maticovych souc¢inu ma smysl, a v pripadé, ze smysl
m4, soucin spocitejte.

? 2 1 2
(a) (1 0 2 —1) o | ) {111 02 —1), (¢) (1 2)[0 -1
; 0 4 1
€
. Uvazujme matici

1 -1 0

A=12 -2 0

0 1 -3

Spoctéte:

(a) AT (transponovand matice); A* (sdruzend matice);

(b) ker A, ker AT, ker A*; ran A, ran AT, ran A*;

(c) dimker A, dim ker AT, dim ker A*; rank A; rank AT; rank A*;

(d) det A, det AT det A*; tr A, tr AT, tr A*;

(e) cof A (kofaktorova matice);

(f) vlastni éisla a vlastni vektory matice A.
Rozhodnéte, zda je matice A invertibilni, a pokud ano, spoctéte jeji inverzi A=

Rozhodnéte, zda je matice A diagonalizovatelna, a pokud ano, naleznéte bazi, vzhle-
dem k niz je diagondlni, a jeji diagonalni tvar.

1 2
A= (—2@' 1)'

. Uvazujme matici

Spoctéte:
(a) AT‘ A*‘
(b) det AT; tr A*;

c) cof A (kofaktorovd matice);

(
(d
vlastni vektory matice A;
(

(

e

f
(g) dete?;

)
)
) 0(A) (spektrum = vlastni ¢isla);
)
) e (exponencidla matice);

Rozhodnéte, zda je matice A invertibilni, a pokud ano, spoctéte jeji inverzi A~

. Uvazujme zobrazeni

tRExXR® S R: {((“),(y ))H3x2y2+2x1y3+4x3y1—x3y3}.

3 Y3

Rozhodnéte, zda se jednd o symetrickou sesquilinedrni formu na R?, a pokud ano,
najdéte odpovidajici kvadratickou formu a urcete jeji charakteristiku.
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